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1 Preliminares de Calculo

Conheceremos neste capitulo uma das mais poderosas armas para o combate
aos problemas de olimpiada: a desigualdade de Jensen. Para compreender esta
desigualdade e saber caracterizar suas hipéteses o leitor precisara de um prévio
conhecimento de célculo. Apenas algumas nogoes topoldgicas (conjuntos aber-
tos, fechados, compactos, ...), fungbes continuas, limites e derivadas. Princi-
palmente saber derivar qualquer funcao dada, e para isso é necessario treino
exaustivo da regra da cadeia. E a derivagao que vai nos indicar quando e como
usar a desigualdade de Jensen. Se vocé nao sabe nada de calculo, nao se deses-
pere, peca a um amigo para lhe dar umas dicas béasicas e tente ler as préximas
péaginas. Garanto que o seu esforgo serd recompensado.

Seja f : (a,b) — R uma fungao diferencidvel. Um ponto ¢ € (a, b) é dito ser um
maximo local de f (resp. minimo local de f) se f(t) > f(z) (resp. f(t) < f(x))
para qualquer x em um intervalo aberto contendo t.

Um ponto t é dito ser um extremo local de f se é um ponto de maximo ou
minimo local. Podemos encontrar os extremos de f pela caracterizagao abaixo:

Proposicao 1. Set é um extremo local de f, entao f'(t) = 0.

Podemos também lembrar como a primeira derivada pode nos dar informacoes
sobre a funcgao f.

Proposigao 2. Ezaminando o sinal de f'(x) podemos dizer que:

<= f € crescente em (a,b);

(z) (a,b)
(i) f'(z) >0 em (a,b) <= f é nao-decrescente em (a,b);
(iii) f'(z) <0 em (a,b) <= [ € decrescente em (a,b);
(iv) f'(x) <0 em (a,b) < f € ndo-crescente em (a,b);

Acho que agora estamos aptos a conhecer a desigualdade de Jensen. No
capitulo Aplicacoes do calculo as desigualdades apresentaremos outras formas
de usar as técnicas do calculo para abordar desigualdades.



2 A desigualdade de Jensen

Segue abaixo a versdo mais simples e mais utilizada desta desigualdade.

Teorema 1 (Desigualdade de Jensen). Seja f : (a,b) — R duas vezes
diferencidvel. Se f"(x) > 0 (fungdo convexa) em todo o intervalo (a,b) entdo,
pPaTa qQUAISqUET X1, T2, ..., Ty € (a,b) vale:

n n

flxr) + f(z2) + ... + fzn) Zf(xl—I—mg—l—...—l—mn)

Se, por outro lado, f"(x) < 0 (fungdo céncava) em todo o intervalo (a,b),
valerd:

flx1) + flz2) + ...+ fzn) < (:cl +azo+ .. +xn>

n n

Prova: Vamos fazer a prova para o primeiro caso, onde f” > 0. A de-
mosntragao para o segundo caso é analoga e sera deixada como exercicio.

A prova serd por indugao sobre n. O cason = 1 nao oferece resisténcia. Suponha
entdo que a desigualdade valha para quaisquer n — 1 reais no intervalo (a,b).
Fagamos entao o passo indutivo para n. Inicialmente fixe z1, o, ..., ,—1 € chame
Zn = . Facamos 1 + 2o+ ... + 1 =1l e f(z1) + f(z2) + ... + f(zn1) = k.
Queremos provar que:

k+ f(x) S

l
>f ( +$> para qualquer z € (a,b)
n n

Defina entao a fungao:

n n

o(z) = k+ f(x) _f(l+x)

Derivando obtemos:

f(z 1 l+x
=T Lp(lte
n n n
Se ¢ = l-erz = r = ﬁ teremos ¢'(z) = 0. Usando agora que f’ é nao-

decrescente em (a,b) (lembre-se que estamos supondo f” > 0) podemos inferir

que se x < ﬁ teremos ¢'(z) < 0 e se x > ﬁ teremos ¢'(z) > 0. Usando

nossos conhecimentos de célculo, concluimos que z = —— é um ponto de minimo

n—1
global para g(z) no intervalo (a,b). Dai segue que:

n—1 - n -

k l
n—1>f<n—1>

por hipé6tese de indugdo. As condicoes de igualdade dependem da funcéo f.
No caso mais comum temos f” > 0 estritamente no intervalo a,b. Nesse
caso, pela demostracao acima podemos concluir que a igualdade sé ocorrera

g(m)zg( ) k %N}

pois:




S€ X1 =T = ... = Tp.m

Obs: Podemos aplicar a desigualdade de Jensen também em intervalos infini-
tos, desde que estes sejam abertos e que a fungao f seja convexa ou concava em
todo o intervalo.

Teorema 2 (Desigualdade de Jensen - generalizada). Seja f : (a,b) — R
uma fungao duas vezes diferencidvel. Sejam x1,xa,...,x, € (a,b) € aj,as,...,an
reais quaisquer cuja soma é 1. Se f” >0 em (a,b) temos:

a1 f(z1) + aaf(z2) + ... + anf(xn) > flarz1 + asxa + ... + anzy)
Se, por outro lado, tivermos " <0 em (a,b) a desigualdade mudard de sinal:
a1 f(z1) + asf(x2) + ... + anf(zn) < flarz1 + agza + ... + any)

Prova: A demonstragdo da generalizagdo segue as mesmas idéias da prova
apresentada acima e é deixada como exercicio. g

Volto a salientar que, na maioria dos casos, usaremos a desiguladade em sua
versao mais simples, como veremos a seguir nos exercicios.

3 Exercicios Resolvidos

Exemplo 3.1 (fndia/95). Sejam x1,xa, ..., T, reais positivos cuja soma € 1.
Prove que:

X1 + Zo + + In > n
Vi-z1 11—z, =~ Vi—-=z, \Vn-1
Solugao: Olhe para a fungdo f(r) = —*= definida no intervalo (0,1).

Vi—z
Derivando-a duas vezes obtemos:

3 3x

f@)=(1—a)" s+ (1 -2)7F 20

Logo, sendo f convexa no intervalo (0,1), podemos aplicar a desigualdade de

Jensen:
n

> f(wi)

i—1 zf(ﬂi1+$2+...+:cn>
n n

Temos portanto que:

Sentiram o poder? g

4 Exercicios Propostos



Problema 1
Sejam a, b, ¢ reais positivos tais que a + b+ ¢ = 1. Calcule o minimo valor para:

1 10 1 10 1 10
<a—|—) +(b+) +<C+>
a b c
Problema 2

Sejam «, 3, os angulos de um triangulo. Prove que:

(i

)
(ii) cos A+ cos B+ cosC < 3
)
v)

sena +sen 3 +seny < 3 ‘f

(iii) sen

(i

cotg o + cotg B + cotgy > V3

Cuidado: Nem todas as fungoes acima sao concavas ou convexas em todo o
dominio.

Problema 3
Derive a desigualdade M A > MG:

a1 +as + ... +a,
n

> Yajas...an

onde o0s a; sao reais nao-negativos, a partir da desigualdade de Jensen.

Problema 4
(USAMO/74) Sejam a, b, ¢ reais positivos, prove que:

a®b’c > (abe) e

Problema 5
(Banco IMO/00) Sejam ay, ag, ..., a, reais positivos tais que a1 +as+...+a, < 1.
Prove que:

a1as...an[l — (a1 + a2 + ... + ay)] < 1
(a1 +as+...+a,)(1—a1)(l —az)...(1 —a,) ~ nnt!

Problema 6
Sejam ajy,as, ...,a, reais positivos, cada um dos quais é maior ou igual a 1.
Prove que:

1 1 1 n
>
a1+1+a2—|—1+ +an—|—1_ varas...a, +1

Problema 7
Se f é uma fungao convexa e x1, 3, T3 estao no dominio de f, entao:

o) (2) 4 (s) 1 f (Wﬁ%> > 4 {f <m1+x2) s (x1+x3> s (x2+x3>}

3 -3 2



Problema 8
(Vietna/98) Sejam n > 2 e x1,xa, ..., T, Teais positivos que satisfazem:

1 1 1 1
x1 + 1998 + 2o + 1998 tet x, + 1998 ~ 1998

Prove que:

1"'/.’1?1.%'2.1...1/’” > 1998

n—
Obs: Novamente, cuidado com a nao-convexidade em todo o dominio.

Problema 9
(IMO/01) Prove que, para quaisquer reais positivos a, b, ¢ temos:

a b c
+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ac V2 +8ab




