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INTRODUCAO

O Principio da Indugéo é um eficiente instrumento para a demonstragdo de fatos
referentes aos numeros naturais. Por is deve-se adquirir prética em sua utilizagdo. Por outro
lado, é importante também conhecer seu significado e sua posicdo dentro do arcabougo da
Matematica Entender o Principio da Indugéo é praticamente 0 mesmo que entender os
ndmeros naturais.

Apresentamos abaixo uma breve exposicdo sobre 0s numeros naturais, onde o
Principio da Inducéo se insere adequadamente emostra sua forca tedrica antes de ser utilizado
na lista de exercicios propaostos ao final.

1. A SEQUENCIA DOS NUMEROS NATURAIS

Os ndmeros naturais constituem um modelo matemético, uma escala padréo, que nos
permite aoperacdo de contagem. A seqiiéncia desses nimeros € uma livre eantiga criacio do
espirito humano. Comparar conjuntos de objetos com essa escala abstrata ideal € o proces
gue tornamais precisa anogéo de quantidade; esse processo (a contagem) pressupde portanto
0 conhecimento da sequiéncia numérica. Sabemos que 0s numeros haturais sdo 1,2, 3, 4,5, ...
A totalidade desses ndmeros constitui um conjunto, que indicaremos com o simbolo N e que
chamaremos de conjunto dos naturais. Portanto N ={1, 2,3, 4,5,...}.

Evidentemente, o que acédbamos de dizer so faz sentido quando ja& se sabe o que é um
ndmero natural. Fagcamos de conta que esse conceito nos é desconhecido e procuremos
investigar o que ha de essencial naseqiiéncial, 2,3, 4,5... .

Deve-se aGiussepe Peano (18581932) a mnstatacd® de que se poce daborar toda a
teoria dos nimeros naturais a partir de quatro fatos bésicos, conhecidos atualmente como os
axiomas de Peano. Noutras palavras, 0 conjunto N dos nUimeros naturais possui quatro
propriedades fundamentais, das quais resultam, como consequéncias logicas, todas as
afirmagdes verdadeiras que se podem fazer sobre esses nimeros.

Comecaemos com o enurciado e a apredacgo do significado dessas quatro proposicoes
fundamentais a respeito das nimeros naturais.
2. 0S AXIOMAS DE PEANO

Um matemético profissional, em sua linguagem direta eobjetiva, diria que o conjunto
N dos hdimeros naturais é caacterizado pelas seguintes propriedades:

A. Exise umafuncdo s: N - N, que asocia acadan [0 N um elemento s(n) 0 N,
chamado osucesor den.

B. Afuncdos: N - Néinjetiva

C. Existe um Unico elemento 1 noconjunto N, tal que 1 # s(n) paratodon [ N.

D. Seum subconjunto X O N étal quelONes(X) O X
(istoé,nOX 0O s(n) OX), entéo X =N.

Observe gque, como estamos chamando ¢ N 0 conjunto dos nUmeros naturais, a
notacdo n O N significaque n € um ndmero natural.

As afirmagdes A, B, C e D sdo os axiomas de Peano. A notacgo s(n) é provisoria. Depois de
definirmos adicdo, escreveremos n + 1 em vez de s(n).



Como concessio a fragueza humana, nosso matematico nos faria a gentileza de
reformular os axiomas de Peano em linguagem corrente, livre de notac@® matemética. E nos
diriaentdo que a afirmagdes acima significam exatamente 0 mesmo gLe estas outras:

A'. Todo ndmero ratural possui um Unico sucessor, que também é um ndmero

natural.

B'. NUmeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes. (Ou ainda: nimeros que
tém 0 mesmo sucesor sdo iguais.)

c. Existe um Gnico nimero natura que ndo é sucesor de nenhum outro. Este nimero €
representado pelo simbolo 1 e chamado ce "nimero um”.

D'. Se um conjunto de ndmeros naturais contém o ndmero 1 e, além disw, contém o

sucessor de cada um de seus elementos, entdo ese cnjunto coincide com N, isto €,
contém todos 0s nUmeros naturais.

A partir dai, retomamos a palavra para dizer que o sucessor de 1 chama-se "dois’, o
sucessor de dois chama-se "trés', etc. Nossa civilizacdo progrediu a0 panto em que temos um
sistema de numeragio, 0 qual nos permite representar, mediante o uso apropriado s
simbodos0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8e9, todos os numeros naturais. Além dis, nossa linguagem
também fornece nomes para 0s primeiros termos da seqiéncia dos numeros naturais.
(NUmeros muito grandes ndo tém nomes especificos, ao contrario des menores como "mil
novecatos e noventa e oito". Quem sabe, por exemplo, o nome do nimero de a&omos do
universo?)

Voltando a usar a notag@o s(n) para o sucessor do nimero natura n, teremos entdo 2
=9(1), 3=5(2), 4=9(3), 5= 94), etc. Assim, pa exemplo, a igualdade 2 = 5(1) significa
apenas que estamos usando osimbolo 2 para representar 0 sucesor de 1. A sequéncia dos
ndmeros naturais pode ser indicada assm:

1f - 20f - 3F - 4 IF - 50F - [T

Asfledchas ligam cada nimero ao seu sucessor.
Nenhuma flecha goonta para 1, pois este numero ndo é sucesor de nenhum outro. O
diagrama aéma diz muito sobre aestrutura do conjunto N dos nimeraos naturais.

3. 0 AXIOMA DA INDUGAO

Um dos axiomas de Peang, o Ultimo, passui claramente uma natureza mais elaborada
do ge os demais. Ele é conheddo como 0 axioma da inducéo. Faremos dele uma andlise
detida, acompanhada de comentérios.

O significado informal do axioma D é que todo nimero natural pode ser oltido a
partir de 1 pa meio de repetidas aplicagdes da operacdo de tomar o sucessor. Assim, pa
exemplo, 2é o sucessor de 1, 3 € 0 sucessor do sucesr de 1, etc. Para se entender melhor o
axioma da indugdo é util examinar o exemplo, no qiad N ={1, 2, 3,..} masafuncdos: N
- N é modificada, pordo-se s(n) = n + 2. Entdo, se mwmecamos com 1 e a ate nimero
aplicarmos repetidamente aopera¢cé® de tomar 0 "sucesr" (nesta nova ac@cdo) obteremos
s(1) = 3, 8(3) = 5, §(5) = 7, etc., e nurca chegaremos a qualquer nimero per. Portanto, o
diagrama

1 - 3F - 50F - [OmM20F - 4 0F - 6 0F - [

exibe uma funcéo injetivas: N - N para aqual ndo é verdade que todo ndmero netural n
pode ser obtido, a partir de 1, mediante repetidas aplicacdes da operacéo de passar de k para
s(K).



Dentro de um porto de vista estritamente matemético, podemos reformular o axioma
dainducéo doseguinte moda Um subconjunto X [0 N chama-se indutivo quandos(X) O X, ou

sga quandon O X O s(n) [0 X, ou ainda, quando osucesor de qualquer elemento de X
também pertence aX.
Dito isto, o axioma da indugdo afirma que o Urico subconjunto induivo de N que contém o

ndmero 1é o proprio N.
No exemplo acima, os numeros impares 1, 3,5, ... formam um conjunto indutivo que
contém o elemento 1 masndo éigua aN.

O papel fundamental do axioma da indugé na teoria dos nimeros naturais e, mais
geralmente, em toda aMatemética, resulta do fato de que ele pode ser visto como um método
de demonstrac®, chamado o Método de Inducdo Matemdtica, ou Principio da Inducdo
Finita, ouPrincipio da Indugdo, conforme explicaremos agora.

Seja P uma propriedade gue se refere andmeros naturais. Um dado nimero natura
pode gozar ou réo da propriedade P.

Por exemplo, sgja P a propriedade de um nimero natural n ser sucesor de outro
ndmero natural. Entdo 1 ndo goza da propriedade P, mas todos os demais nimeros gozam de
P.

O Principio da Indugéo diz o seguinte:

Principio da Inducéo: Seja P uma propriedade referente animeros naturais. Se 1 goza de P
e se, adém disso, o fato de o nimero natura n gozar de P implica que seu sucesor s(n)
também goza, entdo todos s nimeros naturais gozam da propriedade P.

Para ver que o Principio da Indugéo é verdadeiro (uma vez admitidos os axiomas de
Peang basta observar que, dada a propriedade P cumprindo as condicbes estipuladas no
enurciado do Principio, o conjunto X dos nimeros naturais que gozam da propriedade P
contém o nimero 1e éindutivo. Logo X = N, isto &, todo nimero natural goza da propriedade

P. As propriedades bésicas dos nimeros naturais s80 demonstradas por indugdo. Comecanos
com um exemplo bem simples.

Exemplo 1 Entre os axiomas de Peano ndo consta explicitamente aafirmacé de que todo
ndmero é diferente do seu sucessor, a qual provaremos agora. Seja P esta propriedade. Mais
precisamente, dado o nimero natural n, escrevamos P(n) para significar, abreviadamente, a
afirmacd® n # s(n). Entdo P(1) é verdadeira, pas 1 # (1), jAque 1 ndo é sucesor de numero
algum; em particular, 1 ndo € sucessor de s proprio. Além dis®, se supusermos P(n)
verdadeira, isto €, se admitimos que

n # g(n), entdo s(n) # s(s(n)), poisafuncdo s: N - N éinjetiva. Mas a afirmacd® s(n) #
s(s(n) significaque P(s(n)) € verdadeira. Assim, a verdade de P(n) acarreta a verdade
de P(s(n)). Pelo Principio da Indugéo, todos os nimeros naturais gozam da propriedade P, ou
sg g, sdo diferentes de seus sicessores.

Nas demonstragdes por indugdo, a hipétese de que apropriedade P é vélida para o
ndmero netural n (da qual deve decorrer que P vale também para s(n)) chama-se hipétese de
indugdo.

O Principio da Indug&o ndo é utilizado somente como método de demonstracéo. Ele
serve também para definir funcdes f: N - Y que tém como daminio o conjunto N dos
ndmeros naturais.

Para se definir umafuncéo f : X - Y exige-se em gera que sgja dada uma regra bem
determinada, a qual mostre como se deve asociar a cala demento x [0 X um Unico elemento
y=f(x)OY.

Entretanto, no caso particular em que o daminio da funcd é o conjunto N dos
ndmeros naturais, a fim de definir umafuncdo f : N - Y ndo é necessario dizer, de uma s



vez, qual é areceitaque dao valor f(n) paratodon O N. Basta que se tenha conhecimento dcs
seguintes dados:

(1) Ovadorf(2);

(2) Umaregraque permitacalcular f (s(n)) quando se conhecef (n).

Esses dois dados permitem que se conhega f (n) paratodo ndmero natura n. (Diz-se

entdo que afuncéo f foi definida por recrréncia) Com efeito, se chamarmos de X o conjunto
dos ndmeros naturais n para os quais < pocde determinar f (n), o dado (1) acimadizque 1 [0 X
e0 dado (2) assegura que nJ X0 s(n) O X. Logo, pelo axioma da inducdo, tem-se
X=N.
Obs.: Umafuncdof: N - Ycujo daminio € o conjunto dcs ndmeros naturais chama-se uma
seqiiéncia ou sucessdo de dementos de Y. A notacdo usada para uma tal seqiéncia é (ys,
V2,.. . ¥m-..), ONdE SE USAY, eM vez de f(n) para indicar o valor da funcd f no ndmero n.
O elementoy, .

4. ADICAO E MULTIPLICACAO DE NUMEROS NATURAIS

A adicdo e a multiplicaggo de nimeros naturais sdo exemplos de fungdes definidas
por reqorréncia.

Para definir a adicao, fixaremos um ndmero natural arbitrério k e definiremos a soma
k + n paratodon O N.

Fixado k, a amrresponcEncian - k + n serd uma fungdo f: N N, f(n) = k + n,
chamada"somar K". Ela se define por recorréncia, a partir dos seguintes dados:

(S1) k+1=9K)

(82) k+ s(n) =gk +n).

Portanto, k + 1 &, por definicdo, osucessor de k. E, se mnhecermos k + n, saberemos o valor
de k + s(n): por definicdo, tem-se k + s(n) = s(k + n). Isto nes permite onhecer k + n para
todon O N (etodok O N).

Usando as notagdes definitivasn + 1 em vez de s(n) e (k + n) + 1 em vez de s(k + n),
aigualdade (S2) se escreve asim:

(2)Yk+(n+1)=(k+n)+1.

Asdm, as igualdades (Sl) e () ou, equivaentemente, (S1) e (') definem por
recorréncia asoma k + n de dois nimeros naturais quaisguer k e n.

A multiplicacdo de nimeros naturais % define de modo andlogo a ali¢é. Fixado
arbitrariamente um nimero natural k, a multi plicacdo por k associa atodo nimero mnatural n
0 produto n [k, definido pa indug&o da seguinte maneira:

(P1) 1k =k.

(P2) (n+1) k=nk +k.

O produto nik escreve-se também nk e 1é&-se "n vezes k". A definicdo acima diz portanto gque
umavez k éigua aken + 1 vezes k é igual a n vezes k mais (uma vez) k . Assm, pa
definicdo, 2[k=k+k,3k=k + k +k, etc.

Usa-se indugdo para provar as propriedades basicas da alicdo e da multiplicacdo de nimeros
naturais. Entre elas, destacam-se a sguintes, validas para quaisquer k, n, p O N:

Associatividade: k+(n+p)=(kk+n)+p e klnlp)=(k)b
Comutatividade: k+n=n+k e klh=nlk

Lei do Corte: k+n=k+p0O n=p e klh=k[pO n=p
Distributividade: k(n+p)= kh+k(p.

Omitiremos as demonstragdes destes fatos. O leitor pode considerélas como
exercicios sobre 0 métododa indugéo.

5. ORDEM



A adicdo de nlUmeros naturais permite introdwzir umarelacdo de ordem em N. Dados
0S numeros naturais m, n diremos que m € menor do que n, e escreveremos m < n, para
significar que existe p 0 N tal que n = m + p. Neste caso, dz-se também que n é maior do
gque m e escreve-se n > m para exprimir que setemm< n. A notagd% m < n significaque m<
n oum = n. Por defini¢do, tem-se portanto m< m+ p para quaisquer m, p O N. Em particular,
m<m+ 1. Segue-se também da defini¢cdo que 1 < n paratodonimero ratural n# 1.

Com efeito, pelo axioma C, n # 1 implicaque n é sucesor de algum nimero natural
m, ousgia n=m+ 1=1+m,logon> 1. Assm, 1€ 0 menor dos nimeros naturais.

Provaremos a seguir as propriedades basicasda relacdo de ordem
m < n que definimos. A primeiradelas é atransitividade.

Teorema 1 (Transitividade.)) Sem< nen<p,entdo m<p.
Demongracdo. Sem<n,n<pention=m+k p=n+r, logop=(Mm+Kk)+r=m+ (k+
r), portanto m< p.

Outraimportante propriedade de relagdo de ordem é que, dados dois numeros naturais
diferentes m, n, ou se tem m < n ou entdo n < m. Esta propriedade pode ser reformulada de
outramaneira, como segue.

Diremos que 0s nUmeros naturais m, n sdo comparaveis quandosetemm=n,m<n
ou n< m. Podemos entdo enunciar 0 seguinte teorema.

Teorema 2 (Comparabilidade.) Todo nimero natural n é comparavel com quaquer nimero
natural m.

Demonstracdo: Isto se prova por indugdo. O nimero 1 é cmparavel com qualquer outro
ndmero natural poisja sabemos que 1 < m paratodom# 1.

Supontamos agora que 0 nimero n sga ompardvel com todos 0s nUmeros naturais.
Mostremos, a partir dai, que n + 1 também tem essa propriedade. Com efeito, sga mO N

tomado arbitrariamente. Sabemos que se tem

m<n, m= noun<m. Examinemos cada uma dessas possibilidades:

Sefor m<nentdo m< n+ 1 por transitividade, pois sabemosquen<n+ 1.
Seform=n,entdom< n+ 1.

Sefor n<mentdo m= n+ p. Neste caso, ha duas possibilidades. Ou setemp = 1, dordem =
n+1 ouentdop>1,logop=1+p,edam=(n+ 1)+p econcluimosquen+1<m Em
qualquer hipétese, vemos que n + 1 € compardvel com qualquer nimero natural m. Por
indugdo, fica provada acomparabilidade de quaisquer nUmeros naturaism, n.

A comparabili dade dos nimeros naturais € complementada pela proposi ¢éo abaixo.

Teorema 3. (Tricotomia.) Dadosm, n O N, qudquer das afirmagées m< n,

m=n, n<m exdui asoutras duas.

Demongtracao: Setivésemosm<nem=n, entdo seria m=m+p, dordem+1=m+p
+ 1 e, cortando m, concluiriamos que 1 = p + 1, um absurdo, wis 1 ndo é sucessor de p.
Portanto m < n (e analogamente, n < m) éincompativel comm=n.

Do mesmo modo, setivéssemosm<n e n<m, entdo teriamosn=m+ p em= n+ k, do
gueresultarian=n+ k+ p,logoh+ 1=n+k+ p+ 1e, cortandon, concluiriamos que 1 = k
+ p+ 1, um absurdo.

O teorema seguinte mostra que n e n + 1 sd0 NUMeros consecutivos.

Teorema 4. Nao existem ndmeros naturaisentren e n+ 1.

Demonstracdo: Sefose possivel tern<p<n+ 1, teriamosp=n+k e n+ 1=p+r, logo
n+1=n+ k+ r. Cortando n, obteriamos 1 = k + r. Por defini¢éo, isto significariak <1, o
gue éabsurdo, pisjavimosquek #100 k> 1.

A conexdo entre arelacép de ordem e & operacdes de alicdo e multiplicac® é dada pelo
seguinte teorema:



Teorema 5. (Monotonicidade.) Sem<n,entdom+p< n+ pemp<np.

Demonstracdo: Usandoadefinicdo de <, temosquem<n n=m+ kO n+ p=(m+ k)
+p0 m+ p<n+ p.Andogamente m<nl n=m+ kO np=mp+ kpO np>mp.

A reciprocadamonaonicidade éalLei do Corte paradesiguadades: m+p<n+ p[ m<ne
mp < npO m<n. O letor podera provéla por absurdo, usando a tricotomia e a prépria
mondadonicidade.

6. BOA ORDENACAOQ

Dado osubconjunto A [0 N, diz-se que o nimero natural a € o menor (ou primeiro)

elemento de a quandoa [0 A e, dém dis, a < X, paratodacs os elementos x [ A.

Por exemplo, 1€ o menor elemento de N.

De agyora em diante, dadon [0 N, indicaremos com |, 0 conjunto dos himeros haturais
ptasquels< p<n. Assim, I, ={1},1,={1, &, 1:={1, 2, 3 etc.

As propriedades da relagdo de ordem m < n, demonstradas na se¢&o anterior para 0s
ndmeros naturais (exceto o Teorema 4 qLe vale apenas para nimeros inteiros), so igualmente
vélidas para os nUmeros inteiros, racionais e, mais geralmente, para nUmeros reais quai squer.
Existe, porém, uma propriedade de suma importancia que é valida para a ordem entre 0s
ndmeros naturais, mas $m equivalente para nUmeros inteiros, racionais oureais.

Teorema 6. (Principio da Boa Ordenagdo.) Todo subconjunto né-vazio A [0 N possui um
menor elemento.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos admitir que 1 [ A, pois caso contrério
1 seria evidentemente o menor elemento de A. O menar elemento de A, cuja eisténcia
gueremos provar, deverd ser daforman + 1. Devemos pois encontrar um nimero natura n tal
quen+10A e dém disw, todos os elementos de A sdo maiores do gue n, logo maiores do
quel, 2,..., n. Noutras palavras, procuramos um nimero ratura ntal quel, O N—-Ae n+ 1

O A. Com es< objetivo, consideramos o conjunto

X={nON; |, 0ON-A}.
Portanto, X € o conjunto dos nlmeros naturais n tais que todos os elementos de A sdo maiores
do gte n. Como estamos supond que 1 [0 A, sabemos que 1 [0 X. Por outro lado, como A ndo
€ vazio, nem todcs 0s nimeros naturais pertencem a X, ousgia, temos X # N. Pelo axioma D,

vemos que o0 conjunto X ndo é indutivo, isto €, deve eistir dgumn O Xtal quen+ 10 X
Isto significa que todos os elementos de A sGo maiores do gque n mas nem todos S0 maiores
do gen + 1. Como ndo hanimeros naturaisentre n en + 1, concluimos que n + 1 pertence a
A e éo menor elemento de A.

O Principio da Boa Ordenacdo pade muitas vezes ser usado em demonstragdes,
substituindo oPrincipio da Indug@o. Ve amos um exemplo.

Dissemos anteriormente que um subconjunto X [0 N chama-se indutivo quando n [ X

O n+ 10X, ousga, quando X contém o sucessor de cada um dos seus elementos. O
Principio da Indugdo afirma que se um conjunto induivo X contém o nimero 1 entdo X
contém todos 0s nimeros naturais.

Vamos usar o Principio da Boa Ordenacdo para provar que se um conjunto indutivo X
contém o nimero a, entdo X contém todos 0s nUmeros naturais maiores do que a.

A prova desta afirmacé@ se faz por absurdo, como ocorre em geral quando se usa a
boa ordenacd. Suponhtamos entdo que existam ndmeros naturais, maiores do que a, ndo
pertencentes ao conjunto indutivo X. Sgja b o menor desses ndimeros. Como b > a, podemos
escrever b= ¢ + 1, ande, pela definicéo de b, tem-se hecessariamente ¢ [0 X. Mas, como X é
indutivo, isto obrigaqueb =c + 1 O X, uma wntradicado.



A propasicdo qua a@bamos de demonstrar pode ser enunciada da seguinte forma:

Teorema 7: (Principio da Indugdo Generalizado) Sga P uma propriedade referente a

ndmeros naturais, cumprindo as seguintes condi ¢oes:

(1) O numero natural a goza da propriedace P;

(2) Seumnumero natural n gaza dapropriedade P entdo seu sucesor n + 1 também goza de
P.

Entéo todos 0s ndmeros naturais maiores do que ouiguais a a gozamda propriedace P.

Exemplo 2 Vegamos uma situagd simples onde se emprega o Principio da Indugéo
Generdizado. Trata-se de provar que 2n + 1< 2", paratodon > 3. Esta afirmacé, (que éfasa
paran =1 oun=2), valequando n = 3. Supordo-a valida paraum certo n = 3, mostremos que
dai decorre suavalidez paran+ 1. Comefeito, 2(n+1) +1=(2n+1) +2<2"+2<2"+2"=
2"*! (Naprimeira desigualdade, usamos a hipétese de induco.)

Exemplo 3. Usandoadesigualdade 2n + 1 < 2", qua ac&amos de provar paran = 3, podemos
demonstrar que n® < 2" para todo n = 5, empregando nwamente o Principio da Indugzo
Generalizado. Com efeito, vale 5% < 2° pois 25 < 32. Suporto vélida adesiguadade n” < 2"
paraum certo valor den

> 5, dal segue-seque (n+1)°=n+2n+1<2"+2n+ 1 (pela hipdtese de indugéo) < 2" + 2"
(pelo exemplo anterior) = 2" * . Portanto P(n) O P(n + 1). Pdo Principio de Indug&o
Generdizado, segue-se que P(n) vale para todo

n= 5. Evidentemente, adesigualdade n® < 2" éfalsaparan=1, 2, 3,4.

O teorema aaixo contém outra glicacd doPrincipio da Boa Ordenacéo.

Teorema 8 Toda funcdo monétona néo-crescente f: N — N €& constante a partir de um
ceto pato. ( Isto €, existe ng O N tal que f(n) = f(ng), paratodon = ny.)

Demonstracéo: Sgja ngo menor elemento do conjunto X = {f(1), f(2), ..., f(n),...}. Entdon >
n O f(n) < f(no) (porque afuncdo f € ndo-crescente) o que aarreta que f(n) = f(ny) (porque
f(no) € o menor elemento de X).

Corolério: Todasequéncia decrescente n; > n, > ... de nimeros naturais é finita. Com efeito,
do contrério, pondof(k) = ny, obteriamos uma funcao estritamente deaescentef: N - N.

7. SEGUNDO PRINCIPIO DA INDUCAO

Em algumas stuacOes, ao tentarmos fazer uma demonstracdo por inducdo, ma
passagem de n paran + 1, sentimos necessidade de admitir que aproposi¢ao valha ndo apenas
paran e sm para todos 0s nUmeros naturais menores do gue ouiguais an. A justificativa de
um radocinio desse tipo se encontra no

Teorema 9: (Segundo Principio da Inducdo) Sga X O N um conjunto com a seguinte

propriedade:
()] Dado n[J A, se todos 0s ndmeros naturais menores do gue n pertencem a X, entdo n
O X.

O segundoPrincipio da Inducéo afirma que um conjunto X 0 N com a propriedade
(I) coincide comN.
Demonstracdo. Com efeito, supondo, por absurdo, que X # N, isto & queN - X # [J, sga
n o menor elemento doconjunto N — X, ousga, 0 menor nimero natural que ndo pertence a

X. Isto quer dizer que todos 0s nimeros naturais menores do que n pertencem a X. Mas entéo,
pelapropriedade (1), n pertencea X, uma ontradicéo. Segue-seque N -X=[0 eX=N.

Obs. : Se um conjunto X [0 N goza da propriedade (1), para que um ndmero natural n néo
pertencesse aX seria necessrio gue existisse algum ndmero natural r < ntal quer O X. Em



particular, se n = 1, como ndo existe nimero natural menor do que 1, a hipétese 1 [0 X ndo
pode ser cumprida. Noutras palavras, (1) ja contém implicitamente a afirmacé® de que 1 O X.
Assm, ao utilizar o Segundo Principio da Indug&o, néo € preciso estipular que X contém o
ndmero 1.

Toda propriedade P que se refira animeros naturais define um subconjunto X 0 N, a saber, o
conjunto dos numeros naturais que gozam da propriedade P. (E reciprocamente, todo
conjunto X [0 N define uma propriedade referente andmeros naturais, a saber, a propriedade

de pertencer a X.) Deste modo, "propriedade” e "conjunto” sdo nocdes equivalentes. Por is,
€ natural que o SegundoPrincipio da Indugdo possua aformulagé seguinte, orde de garece
como o

Teorema 10: (Segundo método ce demonstragéo por indwgdo.) Sga P uma propriedade
referente a nimeros naturais. Dado n [0 N, se a validade de P para todo ndmero naural
menor do que n implicar que P é verdadeira para n, entdo P é werdadeira para todos os
ndmeros naturais.

Demonstracdo. Com efeito, nes condigdes do enunciado, o conjunto X dos nimeros naturais
gue gozam da propriedade P satisfaz a aondi¢éo (1) do SegundoPrincipio da Indugéo, logo X
=N e P vale paratodos 0s nUmeros naturais.

Aplicaremos agora o0 Segundo Principio da Induwé para demonstrar um fato
geométrico. No exemplo a seguir, usamos 0S nUmeros haturais como instrumento de
contagem, isto é como nimeros cardinais, pois empregamos expressbes do tipo um paligono
denlados'. (Vide secéo 6)

Sabe-se que, tracando diagonais internas que ndo se cortam, poce-se deampor
qualquer paligono em tridngulos justapostos. Isto é evidente quando o poligono € mnvexo:
basta fixar um vértice etracar as diagonais a partir dele. Se o poligono réo é convexo, a prova
requer mais cuidados. (Vide "Meu Professor de Matematicd', pag. 109)

O leitor pode experimentar com um poligono réo-convexo e verificar qua hd muitas
maneiras diferentes de decompé-lo em tridngulos justapostos mediante diagonais internas.
Mas vale o resultado seguinte, no qual usaremos 0 SegundoPrincipio dalndugéo.

Exemplo 4. Qualquer que sga a maneira de decompor um poligono P, de n lados, em
tridngul os justapostos por meio de diagonais internas que ndo se intersectam, 0 nimero de
diagonais utilizadas € sempre n — 3.

Com efeito, dado n, supanhamos que aproposicdo acima sga verdadeira para todo
poligono com menos de n lados. Sgja entdo dada uma decompasicéo do poligono P, de n
lados, em tridngul os justapostos, mediante diagonais internas. Fixemos uma dessas diagonais.
Ela decomp®@e P como reunido de dois poligonas justapostos P;, de n; lados, e P,, de n, lados,
onden; <neny<n, logo aproposi¢céo vale para os poligonas P; e P,. Evidentemente, n; + n,
=n+2.

As d diagonais que efetuam a decomposicdo de P se ggrupam asdm: n; — 3 dHlas
deampdem Py, n, — 3 cecompdem P, e umafoi usada para separar P, de P,. Portantod = n; —
3+m—-3+1=n+n,—-5Comon +n,=n+ 2 resultaqued =n — 3. Isto completa a
demonstragéo.



Observagoes:

1. Para habituar-se @m o método & demonstracédo por indugdo € preciso praticalo
muitas vezes, a fim de perder aquela vaga sensagcédo de desonestidade que o
principiante tem quando admite que o fato a ser provado é verdadeiro para n, antes de
demonstra-lo paran + 1.

2. Pratique também (com moderacé) o exercicio de descobrxir o erro em paradoxos que
resultam do wso inadequado dométodo de indugdo. Vejamos dois desses ofismas:

Exemplo 5. Todo nimero natural é pequeno.

Ora, 1 certamente é pequeno. E se n € pequeno, n + 1 ndo vai subitamente tornar-se
grande, logo também é pequeno. (O erro aqui consiste em que anocdo "nUmero pequena’ nao
€ bem definida)

Exemplo 6. Toda funcdof: X - Y, cujo daminio é um conjunto finito X, é mnstante.

Isto € obviamente verdadeiro se X tem apenas 1 elemento. Supondo a dirmagéd
verdadeira para todes os conjuntos com n eementos, sgaf: X - Y definidanum
conjunto X com n + 1 elementos. Considere um elemento a 0 X. Como X' = X —{a} temn
elementos, f assume 0 mesmo valor ¢ 0 Y em todos os e ementos de X'. Agora troque a por
um outro elemento b [0 X'. Obtém-se X" = X — {b} um conjunto com n elementos (entre os
guais a). Novamente pela hip6tese deinducéo, f € mnstante eigual acem X". Logof (a) =ce
dai f: X - Y é onstante. (Aqui 0 erro reside no uso inadequado da hipdtese de inducéo. O
raciocinio empregado sup@e impli citamente que X tem pelo menos 3 elementos. Na reali dade,
ndo vale aimplicacd P(1) O P(2).)

O perigo de fazer generdizagdes apressadas relativamente a aser¢es sobre nimeros
naturais fica evidenciado com o seguinte exemplo:

Exemplo 7. Considere o pdindémio p(n) = n° —n + 41 e aafirmaca "o valor de p(n) é sempre
umprimo paran =0, 1, 2, 3,...". Emboraisso sgja verdadeiro paran=0, 1, 2,..., 40,temos
p(41) = 41° — 41+ 41 = 41 ndo é primo, logo a afirmac& néo é verdadeira.

Semelhantemente, a expressio g(n) = n° — 79 + 1601 fornece primos paran = 1, 2,
..., 79,mas q(80) = 80* — 79(BO+ 1601 = 1681 réo é primo, pds é divisivel por 41. A moral
da histéria & S6 aceite que uma dirmacé sobre 0s nimeros haturais € realmente verdadeira
paratodos os haturais & is® hower de fato sido demonstrado!

8. NUMEROS CARDINAIS

Vamos agora mostrar como se usam 0s NUMeros naturais para wntar os elementos de
um conjunto finito. O Principio da Indug@o sera essencial. Lembremos que, dado n 0O N,
escrevemos |, = {p U N; p £ n}, portanto
Ih,={1, 2,...,n}.
Uma contagem dos elementos de um conjunto ndo-vazio X é umabijecéo
f: 1, > X. Podemos por x; = f(1), X2 = f(2),..., X,=f(n) e escrever
X ={Xy, X,...%:} . Diz-se entdo que X possui n elementos. O conjunto X chama-se um conjunto
finito quando existe n 0 N tal que X posaui n e ementos.

Um exemplo 6bvio de conjunto finito € I,. Evidentemente, afuncéo identidadef: I, -
I, € uma ontagem dos elementos de | .

Um exemplo de @njunto infinito € o proprio conjunto N dos ndmeros naturais, pois

nenhumafuncdo f: I, - N pade ser sobregjetiva, ndo importa qual n se tome. De fato, dadaf,



tomamos k = f(1) + f(2) +...+ f(n) e vemos que k > f(x) paratodox [J I, logo k [J f(l,), e f ndo
€ sobrejetiva.

A fim de que ndo hgja anbiglidade quando se falar do nimero de elementos de um
conjunto finito X, é necessrio provar que todas as contagens de X fornecem o mesmo
resultado. Noutras palavras, dado o conjunto X, 0os nimeros naturaism, n e as bijegdesf : I,
- X, 91, » X, devemos mostrar que se tem m = n. Comecanos observando que sef e g séo
bijegdes, entdo @=g o f: I, — |, também é uma bijeco. Basta portanto provar o seguinte:

Teorema 11 Dadosm nON, se@: |, - |, éuma hijecdo,entdom=n.

Demonstracdo. Com efeito, chamemos de X o conjunto dos nimeros naturais n que tém a
seguinte propriedade: sd existe umabijecdo ¢: I, - I,quando m = n. Evidentemente, 1 [0 X.
Supontamos agora que n O X. Dada uma bijec® @ Inw1 — lw1, duBs coisas podem
aontear. Primeira ¢(m + 1) = n + 1. Neste cao, arestricdo @l : Im - 1, € uma bijecéo,
logom=n,dordem+1=n+1 Segundx @m+ 1) =b, comb<n+1 Neste cao,
consideramos

a=@ (n+ 1) edefinimos umanovabijec@ ¢ : Im+1 - lh+q, pordo g (m+ 1) =n+1, Y(a
=be Yx) = ¢(x) para os demais elementos x [ I, + 1. Entdo reaimos no caso anterior e
novamente oncluimosquem+1=n+ 1.Isto mostraquen X O n+10 X, logo X=Ne a
unicidade do nimero cardina de um conjunto finito ficademonstrada.

Agora 0s ndmeros naturais ndo sdo apenas el ementos do conjunto-padrdo N, mas

servem também para responder perguntas do tipo "quantos el ementos tem o conjunto X?,"ou
sgja, pocem ser usados também como nimeros cardinais.

A adicdo de numeros naturais se relaciona com a cadinaidade dos conjuntos por
meio da seguinte propaosi¢ao.

Teorema 12: Sgam X, Y conjuntos finitos diguntos. Se X tem m elementos e Y tem n
elementos, entdo X Y tem m+ n e ementos.

Demonsracao: Com efeito, sef: |, - Xeg: |, » Y sdo hijegdes, definimos uma bijecdo
h:lwn— XOY por h(X)=f(X) se 1<sx<me

h(X) =g(X) + msem+1<x<m+ n, oque onclui ademonstracéo.

Prova-se, pa inducéo, que todo subconjunto de um conjunto finito X é também finito e seu
ndmero de dementos € menor do queouigua ao de X (VegaE.L.Lima, "Andise Red", vol 1,

pag. 5)

E conveniente incluir, por definicdo, o conjunto vazio entre os conjuntos finitos e
dizer que 0 seu nimero de dementos é zero. Embora zero ndo sga um numero nretural, ele
passaaser o nimero cardinal do conjunto vazio.

Seguem-se dgumas proposicdes que devem ser demonstradas por inducdo ou boa
ordenacd. Os dez ultimos exercicios foram sugeridos pelo Professor A. C. Morgado.

Exercicios:

1. Construa um esquema de setas comecando com 0s ndmeros impares, seguidos dos
numeros pares divisiveis por 4 em ordem deaescente € por fim, os pares ndo divisiveis
por 4 em ordem crescente. Noutras palavras, tome X = N edefinas: X - X pondos(n) =
n+ 2 sen ndo édivisivel por 4, s(n) =n—2senfor miltiplo de 4. Mostre ques: X - X
cumpre os axiomas A, B, C masndo D.

2. Defina, por recorréncia, umafuncéo f: N — N estipulando quef (1) =3 ef(n+ 1) =5.f
(n) + 1. Dé umaformula explicita paraf (n).



No

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a)

Dé umaférmula eplicitaparaf: N - N sabendo qef(l)=1,f(2)=5ef(n+2) = 3f
(n+1)—2f (n).
Sga X JN um conjunto indutivo no-vazio. Mostre que existea I N tal que X={n O N;
n=at.
> n(n +D(2n+ 1)

6
Num poligonocom n = 6 lados, o nimero de diagonais € maior do qLe n.
Prove, pa indugdo aque [(n + 1)/n]" < n, paratodo n = 3. (Sugestdo: Observe que (n +
2)/(n+ 1) < (n+ 1)/ne deve anbos os membros desta desigualdade apoténcian + 1.)
Concluadai que aseqiéncia 1, V2,3/3,4/4,3/5,...6 decrescente apartir doterceiro termo.
Prove, par indugdo a desigual dade de Bernoulli: (1 + a)" > 1 + naquando 1+ a> 0.

Prove, parindugdo, que 12 +2% +...+n

+2 O
Para todo n O N, ponta x, —Wge prove, por indwdo que se tem
O

+ . A +1[] |
X, < n i.ConcIua, apartir dai, que asequénciade termo gera éLnlgecrescente.

n+
Sugestdo: observe que X, = Brizg G—D(
' "I An+10 n+3

Use a disgtributividade de duas maneiras diferentes para cacular (m+n)(1+1)e
aplique em seguida aL e do Corte para obter umanovaprovadequem+n=n+ m.

Um conjunto S O N, ndo-vazio, é limitado superiormente, se existe um natural k tal que

paratodo retural x 0 S entdo x < k. Mostre que S posali um nmaior elemento. (Isto €,
exisem Stal quex<m, paratodox [0 S)

Demonstre que a soma dos n primeiros nimeros impares é n’, ousdja, quel+3
+5+. . +(@2n-1)=n"

Prove que 2"—1 é mditiplo de 3, paratodo nimero natural n par.

Demonstre que, paratodo nimero natura n, vale

B+1%+1%+1H B+iben+a,
1m

2m 300 nO

1 1 1 1 1
- = T 4+ —

Demonstrequel—l+l—1 . .
2 3 4 199 200 101 102 200

2
Determine A"se A = % 4%

Demonstre, usando o] Principio da Indugéo Finita, que

PeHe B Ho HE v 6
podp O Op p
Este resultado € comumente conhecido pa Teorema das Colunas. (Por qué?.

Considere asequenua} E Z .&,...,onob
1'2'5""q,

pn+l pn + 2qn € qn+1 pn + qn DemonStreque
m.dc (pn, &) =1;



b)

19.

20.

21.

22.

+ n
Pn€ 0 inteiro mais proximo de %

e gn é0ointeiro mais proximo de g(ﬁ J2)".

[A Torre de Handi.] Séo dados trés suportes A, B e C. No suporte A estdo encaixados n
discos cujos diametros, de baixo para dma, estdo em ordem estritamente deaescente.
Mostre que épossivel, com 2" — 1 movimentos, transferir todas os discos para o suporte
B, usando o suporte C como auxiliar, de modo e jamais, durante aoperacdo, um disco
maior fique sobre um disco menor.

Demonstre que 2"< n!, paran = 4.
Demonstre que 2n® > 3n” + 3n+ 1 paran = 3.

Considere n retas em um plano. Mostre que o "mapa" determinado por elas pode ser
colorido com apenas duas cores ®m que duas regides vizinhas tenham a mesma cor.



