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Este texto cobre o material para um curso de um semestre de Geometria Analitica e Algebra Linear ministrado
nos primeiros semestres para estudantes da drea de Ciéncias Exatas. O texto pode, mas ndo é necessario, ser
acompanhado de um programa como 0 MATLAB® * ou 0 Maxima.

O contetido é dividido em seis capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares. Aqui todas as
propriedades da dlgebra matricial sdo demonstradas. A resolucdo de sistemas lineares é feita usando somente
o método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja na forma escalonada reduzida). Este
método requer mais trabalho do que o método de Gauss (transformando a matriz, apenas, até que ela esteja na
forma escalonada). Ele foi o escolhido, por que também é usado no estudo da inversdo de matrizes no Capi-
tulo 2. Neste Capitulo é também estudado o determinante, que é definido usando cofatores. As demonstragdes
dos resultados deste capitulo podem ser, a critério do leitor, feitas somente para matrizes 3 x 3.

O Capitulo 3 trata de vetores no plano e no espago. Os vetores sdo definidos de forma geométrica, assim
como a soma e a multiplicagdo por escalar. Sao provadas algumas propriedades geometricamente. Depois sdo
introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a necessidade da defini¢cdo de base. Os produtos
escalar e vetorial sdo definidos também geometricamente. O Capitulo 4 trata de retas e planos no espaco. Sdo
estudados angulos e distancias entre retas e planos.

O Capitulo 5 cobre a teoria dos espagos R". O conceito de dependéncia e independéncia linear é intro-
duzido de forma algébrica, acompanhado da interpretacdo geométrica para os casos de R? e R3. Aqui sdo
estudadas as posigdes relativas de retas e planos como uma aplicagdo do conceito de dependéncia linear. Sdo

*MATLAB® é marca registrada de The Mathworks, Inc.



viii

também tratados os conceitos de geradores e de base de subespagos. Sdo abordados também o produto escalar
e bases ortonormais. O Capitulo é terminado com mudanca de coordenadas, preparando para o Capitulo de
diagonalizagdo.

O Capitulo 6 traz um estudo da diagonalizacdo de matrizes em geral e diagonalizagdo de matrizes simétri-
cas através de uma matriz ortogonal. E feita uma aplicagdo ao estudo das segoes conicas.

Os exercicios estdo agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, ‘que contém exercicios que sdo
resolvidos fazendo célculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de uma maquina de
calcular. Os “Exercicios Tedricos”, que contém exercicios que requerem demonstra¢des. Alguns sdo simples,
outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria e geralmente sdo acompanhados de suges-
toes. Os “Exercicios usando o MATLAB®”, que contém exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB®
ou outro software. Os comandos necessarios a resolucdo destes exercicios sdo também fornecidos juntamente
com uma explicacdo rdpida do uso. Os exercicios numéricos sao imprescindiveis, enquanto a resolugdo dos
outros, depende do nivel e dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB® é um software destinado a fazer céleulos com matrizes (MATLAB® = MATrix LABoratory).
Os comandos do MATLAB® sdo muito préximos da forma como escrevemos expressdes algébricas, tornando
mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as fung¢des pré-definidas, pacotes de fung¢des para tarefas es-
pecificas. Um pacote chamado gaal com fungdes que sdo direcionadas para o estudo de Geometria Analitica
e Algebra Linear pode ser obtido na web na pdgina do autor, assim como um texto com uma introdugéo ao
MATLAB® e instrucdes de como instalar o pacote gaal. O MATLAB® nio é um software gratuito, embora antes
a versdo estudante vinha gratis ao se comprar 0 guia do usuario. O Maxima é um programa de computacio al-
gébrica gratuito. Ambos podem ser usados como ferramenta auxiliar na aprendizagem de Geometria Analitica
e Algebra Linear. Na pagina do autor na web podem ser encontrados pacotes de fungdes para estes programas
além de links para as paginas do Maxima e vdrias pdginas interativas que podem auxiliar na aprendizagem.

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo” para que o aluno possa avaliar os seus conhecimen-
tos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLABY estdo resolvidos ap6s o ultimo capitulo.

Gostaria de agradecer aos professores que colaboraram apresentando correcdes, criticas e sugestdes, entre
eles Joana Darc A. S. da Cruz, Francisco Dutenhefner, Jorge Sabatucci, Seme Gebara, Alexandre Washington,
Vivaldo R. Filho, Hamilton P. Bueno, Paulo A. F. Machado, Helder C. Rodrigues, Nikolai A. Goussevskii, Is-
rael Vainsencher, Leopoldo G. Fernandes, Rodney J. Biezuner, Wilson D. Barbosa, Flaviana A. Ribeiro, Cristina
Marques, Rogério S. Mol, Denise Burgarelli, Paulo C. de Lima, José Barbosa Gomes, Francisco Satuf, Viktor
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Beckkert, Moacir G. dos Anjos, Daniel C. de Morais Filho, Michel Spira, Dan Avritzer, Maria Laura M. Go-
mes, Armando Neves, Maria Cristina C. Ferreira, Kennedy Pedroso, Marcelo de O. Terra Cunha e Marcelo D.
Marchesin.

Julho 2014 Algumas corre¢des. As se¢des 'Produtos de Vetores’ e ‘Retas e Planos’ foram divididas. Foram
acrescentados exercicios em algumas se¢does. Um deles é a demonstracao da Lei dos Cossenos. As solu-
¢des dos Exercicios Numéricos, com excegdo das se¢des 4.3, 6.2 e 6.3, foram reescritas e agora ndo usam
0 MATLAB®,

Margo 2012 Algumas corre¢des. Varias figuras foram refeitas. Foram acrescentados o exercicio 6.3.16 sobre a
propriedade refletora da elipse e o exercicio 6.3.17 sobre a propriedade refletora da hipérbole.

Julho 2007, 2009 e 2010 Algumas corre¢des. As respostas de alguns exercicios foram reescritas. Mudanga na
formatagdo do texto. Vdrias figuras foram refeitas.

Marco 2007 Vdrias figuras foram refeitas e outras acrescentadas. Foram reescritos o Exemplo 3.12 e o Corola-
rio 3.10. Na secdo 5.2 um exemplo foi reescrito e acrescentado mais um. Os Exemplos 5.25 e 5.26 foram
reescritos, sairam do apéndice e voltaram ao texto normal. A se¢do 5.4 "Mudanga de Coordenadas’ foi re-
escrita e acrescentada uma aplicagdo a computacio grafica. Foram acrescentados dois exercicios na segdo
"Matrizes’, um em ‘Inversdo de Matrizes’, um em secdo 'Determinantes’, dois em "Produto de Vetores’,
um em ‘Subespagos’, um em ‘Produto Escalar em R"’, trés em 'Mudanga de Coordenadas’, quatro em
"Diagonalizacdo de Matrizes’ e um em 'Diagonalizacdo de Matrizes Simétricas’. Foram corrigidos alguns
€erros.

Julho 2006 Foi acrescentado o Exemplo 2.16 na pagina 113. A se¢do 'Produtos de Vetores’ foi reescrita. Foi
acrescentado um exercicio na segdo4.2. O Capitulo 5 foi reescrito. Foram corrigidos alguns erros.

Margo 2006 A Secdo 1.1 de Matrizes e a Segdo 2.2 de Determinantes foram reescritas. Na secdo 1.2 o Teo-
rema 1.4 voltou a ser que toda matriz é equivalente por linhas a uma tnica matriz na forma escalonada
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reduzida. Foram acrescentados vérios exercicios aos Capitulos 3 e 4. O Capitulo 5 foi reescrito. Foram
acrescentados exercicios teéricos a segdo "Aplicagdo a Conicas’.

Julho 2004 Foram acrescentadas aplicagdes a criptografia (Exemplo na pdagina 91) e a cadeias de Markov

(Exemplos 1.9 na pagina 16, 1.16 na pagina 49 e 6.8 na pagina 404). Foi acrescentado um exercicio na
se¢do 1.1. O Teorema 1.4 agora contém as propriedades da relagdo “ser equivalente por linhas” com a
demonstragdo. O que antes era Exemplo 1.14 passou para o lugar do Exemplo 1.10. O Exemplo 2.5 foi
modificado. No Capitulo 3 foram acrescentados 2 exercicios na segdo 3.1, 1 exercicio na segdo 3.2. No
Capitulo 4 a secdo 4.1 foi reescrita e foram acrescentados 2 exercicios. O Capitulo 5 foi reescrito. Foi
incluida no Apéndice III da secdo 5.2. a demonstracdo de que a forma escalonada reduzida de uma
matriz é tinica. A se¢do 'Diagonalizagdo de Matrizes’ ganhou mais um exercicio tedrico.

Setembro 2003 Foi acrescentada a regra de Cramer na segdo ‘Determinantes’ (Exemplo 2.20). A secdo ‘Subes-

pagos, Base e Dimenséao’ foi reescrita. Foi acrescentado um apéndice a esta se¢do com "Outros resultados’.
A Proposicado 5.15 da se¢do 'Produto Escalar em R” foi reescrita. A secdo ‘Diagonalizagdo de Matrizes’
ganhou mais dois exercicios tedricos. A segdo ‘Diagonalizacdo de Matrizes Simétricas” ganhou um apén-
dice sobre “Autovalores Complexos’.

Novembro 2002 Vdrias corre¢des incluindo respostas de exercicios. A se¢do ‘Subespagos, Base e Dimensao’

ganhou mais um exemplo e um exercicio. A secdo ‘Diagonalizagdo de Matrizes Simétricas’ ganhou mais
um exemplo.

Julho 2001 Revisdo completa no texto. Novos exercicios nas se¢des ‘Matrizes’ e ‘Sistemas Lineares’. As se¢des

"Subespagos’ e ‘Base e Dimensdo’ tornaram-se uma s6. A secdo ‘Mudanga de Coordenadas’ passou do
Capitulo 6 para o Capitulo 5.

Julho 2000 Criado a partirdo texto ‘Geometria Analitica e Algebra Linear’ para ser usado numa disciplina de

Geometria Analitica e Algebra Linear.
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Sugestao de Cronograma

Capitulo 1 8 aulas
Capitulo 2 8 aulas
Capitulo 3 8 aulas
Capitulo 4 8 aulas
Capitulo 5 12 (16) aulas
Capitulo 6 12 aulas

Total 56 (60) aulas
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MATRIZES E SISTEMASJINEARES

1.1  Matrize8

Uma matriz A, m X n (m por n), é uma tabela de mn ntimeros dispostos em m linhas

e n colunas
ail ap ... a1y
a1 dazx ... Aoy
A= .
Aml Am2 ... Amn

A i-ésima linhade A é

[ﬂil ap ... ain]/



parai=1,...,mea j-ésima colunade A é

612]‘

{Ilm]'

paraj=1,...,n. Usamos também a notacdo A = (a;j)mxn. Dizemos que a;; ou [A];;
é 0 elemento ou a entrada de posicao i, j da matriz A.

Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem 7 e os elementos
ai1,a, .. .,az, formam a diagonal (principal) de A.

Considere as seguintes matrizes:

1 2 -2 1 13 0
A:{34]'B:{ 03}'C:[242}'

1
D=[13 =2, E=| 4|eF=[3].
-3

As matrizes Ae Bsao2 x2. AmatrizCé2x3, Dé1x3, Eé3x1eFél1xl1.
De acordo com a notagdo que introduzimos, exemplos de elementos de algumas das
matrizes dadas acima sdo ay3 = 2, cp3 = —2, €21 = 4, [A]2o =4, [D]12 = 3.

Uma matriz que s6 possui uma linha é chamada matriz linha, e uma matriz que
s6 possui uma coluna é chamada matriz coluna, No Exemplo 1.1 a matriz D é uma

GoBack GoForward



matriz linha e a matriz E é uma matriz coluna. Matrizes linha e matrizes coluna siao
chamadas de vetores. O motivo ficard claro na 5.1 278.

Dizemos que duas matrizes sdo iguais se elas tém o mesmo tamanho e os ele-
mentos correspondentes sdo iguais, ou seja, A = (uij)mxn eB = (bij)pxq sdo iguais
sem =p,n=qea; :bi]'parai: 1,....mej=1,...,n

Vamos definir opera¢des matriciais andlogas as operacdes com nimeros e pro-
var propriedades que sdo vélidas para essas operages. Veremos, mais tarde, que
um sistema de equagdes lineares pode ser escrito em termos de uma tinica equagdo
matricial.

Vamos, agora, introduzir as operagdes matriciais.

A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (a;;)mxn € B = (bjj)mxn € definida como
sendo a matriz m X n
C=A+B

obtida somando-se os elementos correspondentes de A e B, ou seja,
cij = aij + bij,

parai=1,...,mej=1,...,n Escrevemos também [A + BJ;; = a;; + b;;.
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Considere as matrizes:

1 2 -3 -2 1 5
A_{34 O}’B_{OSAL}

Se chamamos de C a soma das duas matrizes A e B, entédo

1+(-2) 2+1 =345 }:[—1 3 2}

C:‘”B:[ 340 4+3 0+ (-4)

A multiplicagdo de uma matriz A = (a;j)mxn por um escalar (ntimero) « é definida pela matriz

mXxn
B =uaA

obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A pelo escalar &, ou seja,
bij = a ajj,

parai =1,...,mej =1,...,n Escrevemos também [zxA]l-]- = o aj. Dizemos que a matriz B é um multiplo
escalar da matriz A.

GoBack GoForward



-2 1
O produto da matriz A = 0 3 ] pelo escalar —3 é dado por
5 —4
(=3)(=2) (=31 6 =3
—3A= (=3)0 (-3)3 = 0 -9 |.
(=3)5 (—=3)(—4) -15 12

O produto de duas matrizes, tais que o ntimero de colunas da primeira matriz é igual ao
namero de linhas da segunda, A = (ﬂi]‘)mxp eB = (bi]')pxn é definido pela matriz m x n
C=AB
obtida da seguinte forma:
cij = apbij+apby+...+a;by;, (1.1)

parai=1,...,mej=1,...,n Escrevemos também [AB];; = a;1b1j + apbs; + ...+ a;by;.

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

€11

Cln

Cmn

A equacdo (1.1) estd dizendo que o elemento i, j do produto é igual a soma dos pro-
dutos dos elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-
ésima coluna de B.

ajp aip ... alp
bu by by
b b bo
= ai Adip ... Aip . . .
bpl bpj byn
L m1 Om2 - Amp |

A equacdo (1.1) pode ser escrita de forma compacta usando a notagido de somatério.
[AB] ij = allblj + Ll12b2] +...+ ﬂlp pj = Z a kbk]

14
e dizemos “somatério de k variando de 1 a p de ayby;”. O simbolo ) significa que
k=1
estamos fazendo uma soma em que o indice k estd variando de k = 1 até k = p.
Algumas propriedades da notacdo de somatoério estdo explicadas no
28.

Considere as matrizes:

o

1 .2 _3 -2 1 0
3 4 0l B = 0 3 0
5 —4 0

GoBack GoForward



Se chamamos de C o produto das duas matrizes A e B, entdo

o

1(=2)+2:04+(-3)5 1-14+2-34+(-3)(—4)

C— AB— 0] [-17 19
AP T 3(-2)+4-040-5  3-1+4-3+0(-4) 0] | -6 15 0"

No exemplo anterior o produto BA ndo estd definido (por qué?). Entretanto, mesmo quando ele
estd definido, BA pode ndo ser igual a AB, ou seja, o produto de matrizes ndo é comutativo, como mostra o
exemplo seguinte.

Vamos ver no préximo exemplo como as matrizes podem ser usadas para descrever
quantitativamente um processo de produgéo.

Uma indtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos
de insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do
insumo A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1
grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. Usando
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matrizes podemos determinar quantos gramas dos insumos A e B sdo necessarios
na produgdo de x kg do produto X, y kg do produto Y e z kg do produto Z.

x
1 11
{2 1 4} = A X=y
z
o X+y+z
AX = {2x+y+4z}

A transposta de uma matriz A = (a;;)mxn € definida pela matriz n x m
B=A!
obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,
bij = aji,

parai=1,...,nej=1,...,m. Escrevemos também [At]i]- = aj;.

GoBack GoForward



As transpostas das matrizes
1 2 -2 1 1 3
A{3 4]'3{ 03} ec[24
¢ |13 P 2 0
A _[2 4 |7 B = 1 3

A seguir, mostraremos as propriedades 'que sdo véalidas para a dlgebra matricial.
Vérias propriedades sdo semelhantes aquelas que sao validas para os nimeros reais,
mas deve-se tomar cuidado com as diferencas.

Uma propriedade importante que é valida para os ntimeros reais, mas néo é va-
lida para as matrizes é a comutatividade do produto, como foi mostrado no
1.5.

Por ser compacta, usaremos a notacao de somatoério na demonstragdo de véarias
propriedades. Algumas propriedades desta notacdo estdo explicadas no

S W =

Sejam A, B e C matrizes com tamanhos apropriados, a e  escalares. Sdo vdlidas as seguintes propriedades
para as operagoes matriciais:

(comutatividade) A+ B = B+ A;

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos
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10

(associatividade) A+ (B+C) = (A+ B) + C;
(elemento neutro) A matriz 0, m x n, definida por [0];; = 0, parai =1,...,m,j=1,...,n é tal que
A+0=A,

para toda matriz A, m x n. A matriz 0 é chamada matriz nula m x n.

(elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma vinica matriz — A, definida por [~ Al;; = —a;; tal que
A+ (-A)=0.

(associatividade) a(BA) = (aB)A;

(distributividade) (« + B)A = a A + BA;

(distributividade) «(A + B) = a A + aB;

(associatividade) A(BC) = (AB)C;

(elemento neutro) Para cada inteiro positivo p a matriz, p X p,

10 ... 0
01 ... 0

I, = ,
00 1

chamada matriz identidade é tal que

AL, = I,A=A, paratoda matriz A = (aij)mxn.

(distributividade) A(B+ C) = AB+ ACe (B+ C)A = BA+ CA;
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a(AB) = (¢A)B = A(aB);
At)t A,
A+ B)! = At + BY;

aA) = a Al
)t BtAt

(
(
(
(AB

Para provar as igualdades acima, devemos mostrar que os elemen-
tos da matriz do lado esquerdo sdo iguais aos elementos correspondentes da matriz
do lado direito. Serdo usadas vérias propriedades dos ntimeros sem cité-las explici-
tamente.

[A—"-B]Z] :uij_'_bij :bi]-—i—al-]- [B+A]Z],
[A+ (B+C)]ij = ajj + [B+ Clij = aj; + (bij +cij) = (a;j + byj) +cij =
= [A+Blij+cij = [(A+B) +Clyj;

Seja X uma matriz m x n tal que
A+X=A (1.2)

para qualquer matriz'A, m x n. Comparando os elementos correspondentes,
temos que

ajj + xij = aj,
ouseja, x;j = 0,parai = 1...,mej = 1...,n Portanto, a tinica matriz que

satisfaz (1.2) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais a zero. De-
notamos a matriz X por 0.
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Dada uma matriz A, m X n, seja X uma matriz m X n, tal que

A+X=0. (1.3)
Comparando os elementos correspondentes, temos que

ajj+x;; =0,
ou seja, Xjj = —ajj, para i=1...,mej=1...,n Portanto, a inica matriz que

satisfaz (1.3) é a matriz em que todos os seus elementos sdo iguais aos simétricos
dos elementos de A. Denotamos a matriz X por —A.

[a(BA)];j = a[BA];j = a(Bayj) = (ap)a;; = [(aB)Al;j.

[(a + B)A];j = (a + B)ajj = (aajj) + (Bajj) = [aAlj+ [BA];j = [« A+ BA];j.
[(x(A+B)l;; = a[A+ Bl = ala;+bjj) =aa; +ab; = [wA];; + [aB];;
= [wA+aBJ;.

A demonstracdo deste item é a mais trabalhosa. Sejam A, B e C matrizes m x p,
p X g e q X nrespectivamente. A notacdo de somatério aqui pode ser muito 1til,
pelo fato de ser compacta.

g poq
[A(BC)];; = Z a;x[BCly Z aie (Y baer) = Y Y au(bucyy) =
-1 k=1i=1
poq 9 p 9
= Y Y (awba)c = YY) (awbx)cj = Y (Y awby)c; =
k=1i=1 I=1k=1 =1 k=1

If
MQ

[ABic;j = [(AB)Cl;;

N
Il
-

Podemos escrever a matriz identidade em termos do delta de Kronecker que é

definido por
5 — 1, sei=j
P10, sei#j
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como [In]ij = (Sl] Assim,

AIn 2 Ak In Z azkfsk] = 4ajj.

A outra igualdade é gnaloga. p
[AB+C)];; = Z aix[B + Clij Z ai(byj + cxj) = Y (aibyj + agcy;) =
k=1

Z ajxbyj + Z aicxj = [ABJ;; + [ACl;ji= [AB + ACJ;;.
P =1

A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.

p
[x(AB);; = o Z aiby; = k;(fwik)bkj = [(xA)BJj; e

= Z alkbk] 2 aik ‘ka] ( )]

[(At)t]ij = [At]ji = ajj.
[(A+ B)"];j = [A+ Bji = aji= bj = [A"]; + [B'];;.
(@A) ]ij = [wA]ji = tw]z = a[Al]jj = [aA");;.

(ABY];; = [AB]; = k_zl = ké A BY = Y Bl A) = (B AT

A diferenca entre duas matrizes de mesmo tamanho A e B é definida por
A—B=A+(-B),

ou seja, é a soma da matriz A com a simétrica da matriz B.
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Sejam A uma matriz n X n e p um inteiro positivo. Definimos a poténcia p de A,
por AP = A... A. Epara p = 0, definimos A? = I,,.

pvezes

Vamos verificar se para matrizes A e B, quadradas, vale a igualdade
(A+B)(A—B) = A> — B (1.4)
Usando a propriedade (i) do teorema anterior obtemos

(A+B)(A—B) = (A+B)A+(A+B)(=B)
AA+BA — AB— BB = A%>+ BA — AB - B2

Assim, (A + B)(A — B) = A% — B? se, e somente se, BA — AB = 0, ou seja, se, e
somente se, AB = BA. Como o produto de matrizes ndo é comutativo, a concluséo é
que a igualdade (1.4), ndo vale para matrizes em geral. Como contra-exemplo basta
tomarmos duas matrizes que ndo comutem entre si. Sejam

00 10
A= { 11 } e B= [ 10 } .
Para estas matrizes

10 o [-10 » . oo » - [10
A+B_[21],AB_[ ],A—A—{ll},B—B—[lo}.

Assim,
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Vamos supor que uma populagdo é dividida em trés estados (por exemplo: ricos,
classe média e pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanga
de um estado para outro seja constante no tempo, s6 dependa dos estados. Este
processo é chamado cadeia de Markov.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado i em uma unidade
de tempo (geracdo). Tome cuidado com a ordem dos indices. A matriz

f110 tp B3
T = tyy top i3
f31 t3p f33

é chamada matriz de transi¢do. A distribui¢do da populacdo inicial entre os trés
estados pode ser descrita pela seguinte matriz:

P1
Pp= | p2
pPs3
A matriz Py caracteriza a distribui¢do inicial da populacdo entre os trés estados e é

chamada vetor de estado. Ap6s uma unidade de tempo a populagédo estard dividida
entre os trés estados da seguinte forma

f11p1 + f12p2 + t13p3
b = trip1 +tnpr +taps
t31p1 + ta2p2 + t33ps

Lembre-se que t;; € a probabilidade de mudanga do estado j para o estado i. Assim,
o vetor de estado ap6s uma unidade de tempo é dada pelo produto de matrizes:

P, = TP,.
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Vamos considerar a matriz de transicdo

oo
_ 1 1 1 (1.5)
T = 2 2 2
1 1
0 1 3
e o vetor de estados inicial
1
?
Py = 3 (1.6)
3

que representa uma populacgdo dividida de forma que 1/3 da populagdo estd em
cada estado.
Ap6s uma unidade de tempo a matriz de estado sera dada por

o

P =TPy =

S NI Y=
B NI
NN T

Como estamos assumindo que em cada unidade de tempo a matriz de transigdo é a
mesma, entdo apds k unidades de tempo a populagdo estara dividida entre os trés
estados segundo a matriz de estado

P.=TP 1=T*P »,=---=TP,

Assim, a matriz T¥ d4 a transicéo entre k unidades de tempo.

Veremos na 6.1 384 como calcular rapidamente poténcias k de
matrizes e assim como determinar a distribuicdo da populacgdo apés k unidades de
tempo para k um inteiro positivo qualquer.
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Exercicios Numeéricos (respostas na pagina 486)

1.1.1. Considere as seguintes matrizes

2 0 0 4 -6 9 -7
A_[6 7}' B_[z —8]’(:_[ 7 -3 —2}'[)_

Se for possivel calcule:

[SHEGNN
o O

1
\ |
N — O

6 9 -9
,E=]1 -1 0 —4
-6 0 -1

(a) AB— BA,

(b) 2C — D,

© (2Dt 3EYY,

(d) D? — DE.

1.1.2. Conhecendo-se somente os produtos AB e AC, como podemos calcular A(B+ C), B‘'Af, C' At e (ABA)C?

1.1.3. Considere as seguintes matrizes

-3 2 1
a-[ 12 29

2 1 -1]
01 1|,D=
10 0 0 ds

d 0 0
0 d 0],

Verifique que:

a)  AB é diferente de BA.

(
(b) AE;éa j-ésimacolunade A, paraj=123e E!B é a i-ésima linha de B, parai = 1,2,3 (0 caso geral
estd no Exercicio 1.1.16 na pagina 23).
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-2 1 -1
(c) CD = [d1Cq dyCy d3C3 |, em que C = 0[,Co=1|1|eCs= 1 |, sdo as colunas de C
—1 0 1
(o caso geral estd no Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 24).
d1Cy
(d) DC= | d2Cy |,emqueCi =] -2 1 -1],G=[0 1 1]eC = [ -1 0 1]sdoas
d3C3
linhas de C (o caso geral estd no Exercicio 1.1.17 (b) na pdgina 24).
2 -1
(e) Escrevendo B em termos das suas colunas, B = [ By By |,emque By = | 2 | e B, = 0f{,o
0 3
produto AB pode ser escrito como AB ='A[ By By | = [ AB; AB; | (0 caso geral estd no Exercicio

1.1.18 (a) na pagina 25).

(f) escrevendo A em termos das suas linhas, Ay = [ =3 2 1]eA, =[1 2 —1], o produto

AB pode ser escrito como AB = [ 4 }B = [ G ] (o caso geral esta no Exercicio 1.1.18 (b) na

Ay ArB
pagina 25).
1.1.4. Sejam
x
1 -3 0
A[o 4 —2] ¢ X= 1Y

Verifique que xA; +yAz +zA3 = AX, em que A; € a j-ésima coluna de A, para j = 1,2,3 (o caso geral
estd no Exercicio 1.1.19 na pagina 25).

1.1.5. Encontre um valor de x tal que ABt =0, em que

A=[x 4 2] e B=[2 -3 5].
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Mostre que as matrizes A =

<=

], em que y é uma numero real ndo nulo, verificam a equagdo

X? =2X.

Mostre que se A e B sdo matrizes que comutam com a matriz M = [ _(1) (l) ], entdo AB = BA.

Determine todas as matrizes A, 2 x 2, diagonais (os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais
a zero) que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja, tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Determine todas as matrizes A, 2 X 2, que comutam com toda matriz B, 2 X 2, ou seja, tais que
AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Verifique que A% = 0, para

010
A=10 01
0 0 0
O caso geral estd no 1.1.29 27.

Em uma cadeia de Markov considere a matriz de transi¢ao

b 3o
_ 2 1 2 (1.7)
T = 3 3 3
1 1
0 3 3
e o vetor de estados inicial .
Py = ; (1.8)
1
3

que representa uma populacgdo dividida de forma que 1/3 da populagdo estd em cada estado.
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Apds uma unidade de tempo qual serd a matriz de estado?

Uma vez inicializado o MATLAB®, aparecerd na janela de comandos um prompt » ou EDU». O prompt
significa que o MATLAB® esta esperando um comando. Todo comando deve ser finalizado teclando-se
Enter. Comandos que foram dados anteriormente podem ser obtidos novamente usando as teclas 1 e ..
Enquanto se estiver escrevendo um comando, este pode ser corrigido uisando as teclas <—, —, Delete e
Backspace. O MATLAB® faz diferenca entre letras maitisculas e mindsculas.

No MATLAB®, pode-se obter ajuda sobre qualquer comando ou fungéo. O comando

» help

(sem o prompt ») mostra uma listagem de todos os pacotes disponiveis. Ajuda sobre um pacote especifico
ou sobre um comando ou fungéo especifica pode ser obtida com o comando

» help nome,

(sem a virgula e sem o prompt ») em que nome pode ser o nome de um pacote ou o nome de um comando
ou funcgdo.

Além dos comandos e fungdes pré-definidas, escrevemos um pacote chamado gaal com fungdes es-
pecificas para a aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Linear. Este pacote pode ser obtido
gratuitamente através da internet no endereco http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto
com uma introdugdo ao MATLAB® e instrugdes de como instalar o pacote gaal. Depois deste pacote
ser devidamente instalado, o comando help gaal no prompt do MATLAB® d4 informagdes sobre este
pacote.

Mais informagdes sobre as capacidades do MATLAB® podem ser obtidas em [4, 27].

Vamos descrever aqui alguns comandos que podem ser usados para a manipula¢do de matrizes. Outros
comandos serdo introduzidos a medida que forem necessarios.

» syms x y zdiz ao MATLAB® que as varidveis x y e z sdo simbdlicas.
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» A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os elementos all,

al2, ..., amne aarmazena numa varidvel de nome A. Por exemplo, » A=[1,2,3;4,5,6] cria a matriz
1 2 3

A= [ 15 6 }

» I=eye(n) cria a matriz identidade n por 7 e a armazena numa varidvel I;

» D=zeros(n) ou» O=zeros(m,n) cria a matriz nula n por n ou m por n, respectivamente, e a armazena
numa variavel 0;

» A+BéasomadeAeB, » A-B é a diferenca A menos B,
» A*B é o produto de A por B, » num*A é o produto do escalar num por 4,
» A.’ éatransposta de A, » A"k éa poténcia A elevado a k.

» A(:,j) éacolunajdamatriza,» A(i,:) éalinhaida matriz A.

» diag([dl,...,dn]) cria uma matriz diagonal, cujos elementos.da diagonal sdo iguais aos elementos
da matriz [d1,...,dn], ouseja, sdo d1,...,dn.

» A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no formato simb6-
lico. A funcdo numeric faz o processo inverso.

» solve(expr) determina a solu¢do da = equagdo  expr=0. Por  exemplo,
» solve(x~2-4) determina as solugdes da equacdo x> — 4 = 0;

Comando do pacote GAAL:

» A=randi(n) ou>» A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente, com elementos
inteiros aleatérios entre —5e 5.

Use 0 MATLAB® para calcular alguns membros da sequéncia A, A2, ..., Ak ... para
p g q p

(Y3 S

0
A sequéncia parece estar convergindo para alguma matriz? Se estiver, para qual?

QI—=N—=

Calcule as poténcias das matrizes dadas a seguir e encontre experimentalmente (por tentativa!) o menor
inteiro k > 1 tal que (use o comando » A=sym(A) depois de armazenar a matriz na varidvel A):
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[0 0 1
Akzlg,emqueA =110 0].
L0 1 0
[ 01 0 0
-1 0 0 0
k _ —
Af =1, emque A = 00 0 1
. 00 10
0100
— 0 010
k _ _
A*=0,emque A = 000 1
0 0 0O

Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma ideia do qudo comum é encontrar ma-
trizes cujo produto comuta. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:

» ¢=0; for n=1:1000,A=randi(3) ;B=randi(3) ;if (A*B==B*A),c=c+1;end,end,c
(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB® fazer é o
seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

e Atribuir as variaveis A e B, 1000 matrizes 3 X 3 com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.

e Se AB=BA, ou seja, A e B comutarem, entdo o contador c é acrescido de 1.

¢ No final o valor existente na varidvel c é escrito.
Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que cada uma das matrizes é diagonal,
isto é, 0s elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero. Use a seta para cima 1 para obter
novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB® de forma a obter algo semelhante a
linha:

» ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=diag(randi(1,3));if( ....
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Qual a conclusdo que vocé tira do valor obtido na varidvel c?

Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que uma das matrizes € diagonal. Use
a seta para cima 1 para obter novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB® de

forma a obter a seguinte linha:

» ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3)) ;B=randi(3);if (A*B==B*A),c=c+1;A,B,end,end,c

Aqui sdo impressas as matrizes A e B quando elas comutarem. Qual a conclusdo que vocé tira deste

experimento? Qual a probabilidade de um tal par de matrizes comutarem?

1 0 0
0 1 0
Sejam E; = 0 ,Ey = 0 ooy En = |1 | matrizes n X 1.
: : 0
0 0 1
Mostre que se
a1 a4 ... A1n
a1 az . Aoy
A —

Am1  Om2 - -- Amn

€ uma matriz m x n, entdo AE; é igual a coluna j da matriz A.
Mostre que se

bll blz c e blm
byr by ... by

B - . . 7
bnl bnz e bnm

é uma matriz n X m entdo E!B ¢ igual 4 linha i da matriz B.
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Seja
A O 0
0 A 0
D =
0 ... 0 Ay

uma matriz diagonal n X n, isto é, os elementos que estdo fora da diagonal sio iguais a zero. Seja

ai a2 ... aA1n

a1 a2 ... 2n
A pr—

Ayl O0p2 ... nn

Mostre que o produto AD ¢é obtido da‘matriz A multiplicando-se cada coluna j por A;, ou seja, se
alj

A=[A1 A ... An},emqueA]': : éacoluna j de A, entdo
anj

AD = [ MA1 MAy ... AuAn .

Mostre que o produto DA é obtido da matriz A multiplicando-se cada linha i por A;, ou seja, se

Ay
Ay
A= . |, emqueA; =[a;...a;,]éalinhaide A, entdo

Ay

MAy

ArAs

DA = .
AnAy
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Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente.

by
]
Mostre que a j-ésima coluna do produto AB € igual ao produto AB;, em que B; = : éa
‘ bpj
j-ésima coluna de B, ou seja, se B = [ By ... B, |, entdo
Mostre que a i-ésima linha do produto AB ¢é igual ao produto A;B, em que A; = [a;; ... a;, | éa
Aq
Az
i-ésima linha de A, ou seja, se A = . , entao
Am
Ay A1B
Ay AB
AB = . B = .
Ap | AnB
C
Seja A uma matriz. m X n e X = : uma matriz n x 1. Prove que
Xn
. L
AX = ijA]-, em que A; € a j-ésima coluna de A. (Sugestdo: Desenvolva o lado direito e che-
j=1

gueao lado esquerdo.)

Mostre que se A é uma matriz m x n tal que AX = 0, para toda matriz X, n x 1, entdo A = 0.
(Sugestdo: use o 16 23.)
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Sejam B e C matrizes m x n, tais BX = CX, para todo X, n x 1. Mostre que B = C. (Sugestdo: use o

item anterior.)

Mostre que a matriz identidade I, é a tnica matriz tal que AI, = [,A = A para qualquer matriz A,

n x n. (Sugestdo: Seja J, uma matriz tal que A J, = [, A = A. Mostre que [, = [,,.)
Se AB = BA e p é um inteiro positivo, mostre que (AB)? = AFB?.

Sejam A, B e C matrizes n X n.

(A+ B)? = A2+ 2AB + B?? Ese AB = BA? Justifique.
(AB)C = C(AB)? Ese AC = CA e BC = CB? Justifique.

(Sugestao: Veja o 1.8 14.)

Se A e B sdo duas matrizes tais que AB = 0, entdo A = 0 ou B = 0? Justifique.
Se AB = 0, entdo BA = 0? Justifique.

Se A é uma matriz tal que A% = 0, entdo A = 0? Justifique.

Dizemos que uma matriz A, n X n, é simétrica se Al = A e é anti-simétrica se A = —A.

Mostre que se A € simétrica, entdo a;; = aj;, parai,j = 1,...n e que se A é anti-simétrica, entdo
ajj = —aj, parai,j = 1,...n. Portanto, os elementos da diagonal principal de uma matriz anti-
simétrica sdo iguais a zero.

Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo A + B e a A sdo simétricas, para todo escalar «.

Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo AB é simétrica se, e somente se, AB = BA.

Mostre que se A e B sdo anti-simétricas, entdo A 4 B e # A sdo anti-simétricas, para todo escalar «.
Mostre que para toda matriz A, n x n, A + A" é simétrica e A — A’ é anti-simétrica.

Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma matriz simétrica e uma
anti-simétrica. (Sugestdo: Observe o resultado da soma de A + Af com A — A'.)
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Para matrizes quadradas A = (ﬂi]‘)nxn definimos o trago de A como sendo a soma dos elementos da
n

diagonal (principal) de A, ou seja, tr(A) = ) a;;.

Mostre que tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
Mostre que tr(aA) = atr(A).
Mostre que tr(Af) = tr(A).

(

Mostre que tr(AB) = tr(BA). (Sugestdo: Prove inicialmente para matrizes 2 x 2.)

Seja A uma matriz n x n. Mostre que se AA" = 0, entdo A = 0. (Sugestdo: use o trago.) E se a matriz A
for m x n, com m # n?

Ja vimos que o produto de matrizes ndo é comutativo. Entretanto, certos conjuntos de matrizes sdo
comutativos. Mostre que:

Se D1 e D, sdo matrizes diagonais n x n, entdo D1 D, = D, D;s.

Se Aéumamatrizn xne
B =apl, +H1A+{12A2—|—...+E[kAk,

em que 4y, . . ., 4k Sdo escalares, entdao AB = BA.

Uma matriz A é chamada nilpotente se A* = 0, para algum inteiro positivo k. Verifique que a matriz

01 0 -0
00 1 -0
A= ; ,
00 0 1
00 0 0

nxn

é nilpotente.
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Sdo validas algumas propriedades para a notagdo de somatorio:

O indice do somatério é uma varidvel muda que pode ser substituida por qual-
quer letra:

Lfi= Lt
i=1 j=1

O somatoério de uma soma pode ser escrito como uma soma de dois somatdrios:

i) =) £ Y g
=1 i=1 i=1

i=

1
Pois,
n

Y (fitg)=(fit+g)+...+(futgn) =

i=1
—4ﬁ+m+ﬁ%H&+m+&J—éﬁ+é&-

Aqui foram aplicadas as propriedades associativa e comutativa da soma de na-
meros.

Se no termo geral do somatério aparece um produto, em que um fator ndo de-
pende do indice do somatdrio, entdo este fator pode “sair” do somatdrio:

n n
Y figk =8k Y fi
i=1 i—1
Pois,

iﬁ&=hﬂ+m+h&=&m+uﬂﬁﬂ=&ﬁﬁ
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Aqui foram aplicadas as propriedades distributiva e comutativa do produtoem
relagdo a soma de nimeros.

Num somatério duplo, a ordem dos somatérios pode ser trocada:

y Y fi

i=1j 1i=1

M§
Ms

f1]:

1 j

Pois,

fij = i(fil + oA fim) =

1 i=1
=+t fim)+- A Forteet fuam) =
:(f11+...+fn1)+...+(f1m+ +fnm):

= Z fjte ) = szw

]: i=1

Ms

3

:]]

Aqui foram aplicadas as propriedades comutativa e associativa da soma de na-
meros.

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

30

Muitos problemas em vérias dreas da Ciéncia recaem na solugdo de sistemas li-
neares. Vamos ver como a dlgebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas

lineares.

Uma equacdo linear em 7 varidveis x1, xp, . . ., ¥4 € uma equagdo da forma

mx1+axxo+...+apx, =0,

emqueday, ap,...,an € b sdo constantes reais;

Um sistema de equagdes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto
de equagdes lineares, ou seja, € um conjunto de equacdes da forma

a11x1  +  apxy; + e +  aXn
a1x1  + daxpxy; + e +  dyuXy
Xy +  AmaX2 + .. +  AmnXn

= bl
= b2

- bm

em que a;; e by sdo constantes reais, parai, k=1,...,mej=1,...,n.

Usando o produto de matrizes que definimos na segdo anterior, o sistema linear

acima pode ser escrito como uma equagdo matricial

AX =B,
em que
a ain e a1y X1
ay  dpp ... a2n X2
A= , X= e
aml ﬂmz ce amn x”
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51
$2
Uma solucdo de um sistema linear é uma matriz S = /| . . | tal que as equagdes
Sn
do sistema sdo satisfeitas quando substituimos x; ='sy,xy = sp,...,%; = 5. O
conjunto de todas as solugdes do sistema é chamado conjunto solugdo ou solucio
geral do sistema. A matriz A é chamada matriz do sistema linear.

O sistema linear de duas equagdes e duas incognitas

x + 2y =1
2x + y = 0

23] Jafi]

A solugdo (geral) do sistema acima é x = =1/3 ey = 2/3 (verifique!) ou

pode ser escrito como

Uma forma de resolver um sistema linear é substituir o sistema inicial por outro que
tenha o mesmo conjunto solugdo do primeiro, mas que seja mais fécil de resolver. O
outro sistema é obtido depois de aplicar sucessivamente uma série de operacdes, que
ndo alteram a solugdo do sistema, sobre as equagdes. As operagdes que sdo usadas
sdo:

e Trocar a posigdo de duas equagdes do sistema;
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e Multiplicar uma equagdo por um escalar diferente de zero;
e Somar a uma equacdo outra equagdo multiplicada por um escalar.

Estas operacdes sdo chamadas de opera¢des elementares. Quando aplicamos
operagdes elementares sobre as equagdes de um sistema linear somente os coeficien-
tes do sistema sdo alterados, assim podemos aplicar as operagdes sobre a matriz de
coeficientes do sistema, que chamamos de matriz aumentada, ou seja, a matriz

ayr ap a1y | by
dap1  app Ap by
A 18] = .
Am1  Am2 e Amn . b
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Uma operacdo elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das seguintes operagdes:
Trocar a posicdo de duas linhas da matriz;
Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

Somar a uma linha da matriz um mdltiplo escalar de outra linha.

O préximo teorema garante que ao aplicarmos operagdes elementares as equagdes
de um sistema o conjunto solucdo nio ¢ alterado.

Se dois sistemas lineares AX = Be CX = D, sio tais que a matriz aumentada [C | D] é obtida de [A | B]
aplicando-se uma operagio elementar, entio os dois sistemas possuem as mesmas solugdes.

A demonstragdo deste teorema segue-se de duas observacdes:

Se X é solucdo de um sistema, entdo X também é solugdo do sistema obtido
aplicando-se uma operagdo elementar sobre suas equacdes (verifique!).
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Se o sistema CX = D, é obtido de AX = B aplicando-se uma operagdo elemen-
tar as suas equagdes (ou equivalentemente as linhas da sua matriz aumentada),
entdo o sistema AX = B também pode ser obtido de CX = D aplicando-se
uma operagdo elementar as suas equagdes, pois cada operagdo elementar pos-
sui uma operacédo elementar inversa do mesmo tipo, que desfaz o que a anterior
fez (verifique!).

Pela observacédo (b), AX = Be CX = D podem ser obtidos um do outro aplicando-
se uma operagdo elementar sobre as suas equagdes. E pela observacio (a), os dois
possuem as mesmas solugdes. |

Dois sistemas que possuem o mesmo conjunto solugdo sdo chamados sistemas equi-
valentes. Portanto, segue-se do 1.2 que aplicando-se operagdes elementares
as equagdes de um sistema linear obtemos sistemas equivalentes.

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicagao
de operagdes elementares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obte-
nhamos uma matriz numa forma em que o sistema associado a esta matriz seja de
facil resolugdo.

Vamos procurar obter uma matriz numa forma em que todas as linhas néo nulas
possuam como primeiro elemento ndo nulo (chamado piv6) o nimero 1 . Além
disso, se uma coluna contém um pivo, entdo todos os seus outros elementos terao
que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte como conseguimos isso. Neste
exemplo veremos como a partir do faturamento e do gasto com insumos podemos
determinar quanto foi produzido de cada produto manufaturado em uma indstria.
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Uma indtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de
insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do insumo
A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de
insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. O prego de venda do
kg de cada um dos produtos X, Y e Z é R$ 2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00, respectivamente.
Com a venda de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada com 1 kg de A e 2 kg de
B, essa industria arrecadou R$ 2500,00. Vamos determinar quantos kg de cada um
dos produtos X, Y e Z foram vendidos. Como vimos no 1.6 7,
usando matrizes o esquema de producado pode ser descrito da seguinte forma:

111 x

21 4 = A X= |y

2 35 z
X+y+z 1000
AX=| 2x+y+4z | = | 2000
2x +3y +5z 2500

Assim, precisamos resolver o sistema linear
x + wy + 'z = 1000

2x + y + 4z = 2000
2x -+ 3y + 5z = 2500

L1 11000
21 42000
23/5]

2500

cuja matriz aumentada é
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Vamos procurar para pivo da 1? linha um elemento ndo nulo da primeira coluna ndo
nula (se for o caso, podemos usar a troca de linhas para “trazé-lo” para a primeira
linha). Como o primeiro elemento da primeira coluna é igual a 1 ele serd o primeiro
pivd. Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1? coluna, que é a coluna
do pivo, para isto, adicionamos & 2? linha, —2 vezes a 1? linha e adicionamos a 3%
linha, também, —2 vezes a 12 linha.

1 1 11000
—2x12 linha + 22 linha — 22 linha 0 41 21 0
_9%12 1 a1 a [ 3
2x12 linha + 32 linha — 3% linha 0 1 3'500

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivo
um elemento diferente de zero na 12 coluna ndo nula desta sub-matriz. Vamos esco-
lher o elemento de posigdo 2,2. Como temos que “fazer” o pivo igual a um, vamos
multiplicar a 2% linha por —1.
11 11000
—1x22 linha — 22 linha 01 -2 ‘ 0
01 3. 500
Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 2* coluna, que é a coluna do pivd,

para isto, somamos a 1% linha, —1 vezes a 2% e somamos a 3% linha, também, —1 vezes
a29.

—1x22 linha + 12 linha — 12 linha (1) (1) _32 ‘ 1008
_ a i aj; ajlj i
1x22 linha + 32 linha — 32 linha 00 & ' 500

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? e a 22 linha. Escolhemos para
pivo um elemento diferente de zero na 1? coluna nédo nula desta sub-matriz. Temos
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de escolher o elemento de posi¢do 3,3 e como temos de “fazer” o pivo igual a 1,
vamos multiplicar a 3? linha por 1/5.

1 0 31000
£ x3? linha — 32 linha 01 —2¢ 0
00 1! 100

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 3* coluna, que é a coluna do pivd,
para isto, somamos a 1? linha, —3 vezes a 3? e somamos a 2? linha, 2 vezes a 32.

~3x3% linha + 12 linha — 1% linha R
2x3? linha + 2? linha — 2? linha 00 1 ; 100

Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema
X = 700

y = 200

z = 100

que possui solucdo geral dada por

x 700
X=1|y|=120
z 100

Portanto, foram vendidos 700 kg do produto X, 200 kg do produto Y e 100 kg do
produto Z.

A ultima matriz que obtivemos no exemplo anterior estd na forma que chamamos

de escalonada reduzida.
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Uma matriz A = (a;;)mxn estd na forma escalonada reduzida quando satisfaz as seguintes
condicdes:

Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas ndo nulas;
O pivo (1° elemento ndo nulo de uma linha) de cada linha ndo nula é igual a 1;
O pivo de cada linha ndo nula ocorre a direita do pivd da linha anterior.

Se uma coluna contém um pivo, entdo todos os seus outros elementos sdo iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (d),
dizemos que ela estd na forma escalonada.

As matrizes

100 1 3 0 2
0.1 0 e 0 0 1 -3
0 01 0 0 0 ©
sdo escalonadas reduzidas, enquanto
1 11 13 -1 5
0 -1 2 e 0 0 =5 15
0 05 00 0 O
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sdo escalonadas, mas ndo sdo escalonadas reduzidas.

Este método de resolucdo de sistemas, que consiste em aplicar operagdes elemen-
tares as linhas da matriz aumentada até que a matriz do sistema esteja na forma
escalonada reduzida, é conhecido como método de Gauss-Jordan.

Considere o seguinte sistema

x + 3y + 13z = 9
y + 5z = 2
-2y — 10z = -8

A sua matriz aumentada é

1 3 13i 9
0o 1 5! 2
0 -2 <10} -8

Como o pivo da 1? linha é igual a 1 e os outros elementos da 1? coluna sdo iguais a
zero, ndo ha nada o que fazer na 12 eliminagao.

Olhamos para submatriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivd um
elemento ndo nulo da 1? coluna nao nula da submatriz. Escolhemos o elemento de
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posigdo 2,2. Como ele é igual a 1, precisamos, agora, “zerar” os outros elementos da
coluna do pivd. Para isto somamos a 12 linha, —3 vezes a 2% e somamos a 3? linha, 2
vezes a 2°.

—3x2? linha + 12 linha — 12 linha 10 -2} 3
2x2% linha + 3? linha — 32 linha 01 5 2
00 0;-4
Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema
x - 2z = 3
y + 52z = 2
0 = ~4

que ndo possui solucéo.

Em geral, um sistema linear ndo tem solucéo se, e somente se, a tiltima linha ndo nula da forma escalonada

reduzida da sua matriz aumentada for da forma [0 ... 0| b}, ], com b}, # 0.

Considere o seguinte sistema

3z — 9w = 6
5 +. 15y — 10z + 40w = —45
x + 3%y - z + 5w = -7
A sua matriz aumentada é
0 0 3 -9 6
5 15 —-10 40; —45
1 3 -1 5, =7
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Como temos que “fazer” o pivd igual a um, escolhemos para pivo o elemento de
posicdo 3,1. Precisamos “coloca-lo” na primeira linha, para isto, trocamos a 3? linha
comal?.

: I 3 -1 5 —7
12 linha +— 4% linha 5 15 —10 40 , —45
0 0 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1?* coluna, que é a coluna do pivo,
para isto, adicionamos a 22 linha, —5 vezes a 1°.

1 3 -1 5 -7
—5x12 linha + 22 linha — 22 linha 00 <5 15 —10
00 3 -9, 6

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1? linha. Escolhemos para pivo
um elemento diferente de zero na1* coluna ndo nula desta sub-matriz. Escolhemos
o elemento de posi¢do 2,3. Como temos que fazer o pivo igual a 1, multiplicamos a
2% linha por —1/5.
13 -1 5i-7
—(1/5)%2% linha — 2% linha 00 O -3: 2
00 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 2* coluna, que é a coluna do pivd,
para isto, adicionamos a 1% linha a 2% e a 3% linha, —3 vezes a 2°.

2% linha + 1? linha — 1% linha

1 3
—3x22 linha + 32 linha — 32 linha 8 8

o = O
I
o wWN
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Esta matriz é escalonada reduzida. Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema

seguinte

{x+3y + 2w = -5

z — 3w 2.

A matriz deste sistema possui duas colunas sem pivos. As varidveis que ndo
estdo associadas a pivds podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem as-
sumir valores arbitrdrios. Neste exemplo as varidveis y e w ndo estdo associadasa
pivOs e podem ser consideradas varidveis livres. Sejam w = « e y = B. As varidveis
associadas aos pivs terdo os seus valores dependentes das varidveis livres,

z=2+3a, x=—-5-20~3B.

Assim, a solucdo geral do sistema é

>
I
g N R

—5—20— 3B

B
2+ 3 !

14

para todos os valores de « e B reais.

Em geral, se o sistema linear tiver solucdo e a forma escalonada reduzida da matriz
aumentada possuir colunas sem pivds, as varidveis que nio estdo associadas a pivds
podem ser consideradas varidveis livres, isto é, podem assumir valores arbitrarios.
As varidveis associadas aos pivOs terdo os seus valores dependentes das varidveis
livres.

Lembramos que o sistema linear ndo tem solugdo se a tltima linha ndo nula
da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema for da forma
[0...0]b),], comb,, # 0, comono 1.13 39.
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Para se encontrar a solu¢do de um sistema linear ndo é necessério transformar a matriz aumentada
do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz esta nesta forma, o sistema associado é o mais
simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares consiste em, através da aplicagdo de opera-
¢Oes elementares a matriz aumentada do sistema, se chegar a uma matriz que é somente escalonada (isto é,
uma matriz que satisfaz as condigdes (2) e (c), mas ndo necessariamente (b) e (/) da 1.6). Este método
é conhecido como método de Gauss.

O préximo resultado mostra que um sistema linear que tenha mais de uma solucao
ndo pode ter um ndmero finito de solugdes.

Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. Se o sistema linear A X = B possui duas solucdes
distintas Xo # X3, entdo ele tem infinitas solugoes.

Seja
X)=(1-A)Xp+AX;, paraAeR.

Vamos mostrar que X, é solucdo do sistema A X = B, para qualquer A € R. Para
isto vamos mostrar que A X, = B.

Aplicandoas propriedades (i), (j) das opera¢des matriciais ( 1.1
9) obtemos

AXy=A[(1=MNXo+AX1] = A1 = A\)Xo+ AAXy = (1 - M)A X+ AA Xy
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Como X e X; sdo solugdes de A X = B, entdo A Xy = B e A X; = B, portanto
AX,=(1—-A)B+AB=[(1—A)+A]B=B,

pela propriedade (f) do 1.1.

Assim, o sistema A X = B tem infinitas solugdes, pois para todo valor de A € R,
X, ésolugdoe Xy — Xy = (A= A) (X7 — Xp), ouseja, Xy # Xy, parad #A. A

Observe que na demonstracdo, para A = 0, entdo X, = Xy, para A= 1, entdo X = Xy, para A = 1/2,
entdo X, = %Xo + %Xl, para A = 3, entdo Xy = —2Xj + 3X; e para A = -2, entdo X = 3Xy — 2Xj.

No 34 151 temos uma interpretacdo geométrica desta demonstragéo.

Para resolver sistemas lineares vimos aplicando operagdes elementares a matriz au-
mentada do sistema linear. Isto pode ser feito com quaisquer matrizes.

Uma matriz A = (a;;)mxn € equivalente por linhas a uma matriz B = (b;j)mxn, se B pode ser
obtida de A aplicando-se uma sequéncia de operacdes elementares sobre as suas linhas.
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Observando os 1.11, 1.14 e 1.13, vemos que as matrizes
111 0 0 3 -9 1 3 13
2 1 4, 5 15 —-10 40 |, 0 1 5
2 35 1 3 -1 5 0 -2 -10

sdo equivalentes por linhas as matrizes

1 00 1 3 0 2 1 0 -2
01 0], 0 0 1 =31, 01" 5|,
0 01 0 0 0 O 00 O

respectivamente. Matrizes estas que sdo escalonadas reduzidas.

elas sdo equivalentes por linhas, ndo sdo iguais!

A relacdo “ser equivalente por linhas” satisfaz as seguintes propriedades, cuja veri-

ficacdo deixamos como exercicio para o leitor:

e Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);

e Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (sime-

tria);

e Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é

equivalente por linhas a C (transitividade).

Toda matriz é equivalente por linhas a uma matriz na forma escalonada reduzida
e a demonstracdo, que omitiremos, pode ser feita da mesma maneira que fizemos no

caso particular das matrizes aumentadas dos

1.11,1.14e1.13. No

5.15 339 mostramos que essa matriz escalonada reduzida é a tinica matriz

na forma escalonada reduzida equivalente a A.
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Toda matriz A = (aij)mxn é equivalente por linhas a uma vinica matriz escalonada reduzida

R = (rij)mxn-

O préximo resultado serd usado para provar alguns resultados no capitulo de inver-
sdo de matrizes.

Seja R uma matriz n x n, na forma escalonada reduzida. Se R # I, entdo R tem uma linha nula.

Observe que o pivd de uma linha i estd sempre numa coluna j com
j > i. Portanto, ou a-tltima linha de R é nula ou o piv6 da linha 7 estd na posigdo
n,n. Mas, neste caso todas as linhas anteriores sdo ndo nulas e os pivos de cada linha
i estd nacoluna i, ou seja, R = I,. |
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Um sistema linear da forma

a;1x1  +  apxy + N +  ApXp = 0
ar1x1 + apxy + oo + aymxp, = 0

(1.9)
amx1 + ampoxo + e + amnxp = 0

é chamado sistema homogéneo. O sistema (1.9) pode ser escrito como A X = 0.

X1 0
X2 0

Todo sistema homogéneo admite pelo menos a solugdo X = . = .| cha-
Xn 0

mada de solugdo trivial. Portanto, todo sistema homogéneo tem solucdo. Além
disso ou tem somente a solucdo trivial ou tem infinitas solugdes.

Para resolver um sistema linear homogéneo A X = 0, basta escalonarmos a matriz A do sistema,
jd que sob a agdo de uma operagdo elementar a coluna de zeros nédo ¢é alterada. Mas, é preciso ficar atento
quando se escreve o sistema linear associado a matriz resultante das operacdes elementares, para se levar em
consideracdo esta coluna de zeros que ndo vimos escrevendo.

Se A = (a;j)mxn, € tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX = 0 tem solugio diferente da solugio
trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equagdes do que incognitas tem infinitas solugoes.
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Como o sistema tem menos equagdes do que incégnitas (m < n), o
nuimero de linhas ndo nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do
sistema também é tal que » < n. Assim, temos 7 pivds e n — r varidveis (incégnitas)
livres, que podem assumir todos os valores reais. Logo, o sistema admite solugdo
ndo trivial e portanto infinitas solucdes. |

O conjunto solugdo de um sistema linear homoggéneo satisfaz duas propriedades
interessantes. Estas propriedades terdo um papel decisivo no estudo de subespacos
de R" na 52 308.

Se X e Y sdo solugdes do sistema homogéneo, AX = 0, entiio X + Y também o é.

Se X é solugdo do sistema homogéneo, AX = 0, entdo a X também o é.
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Se X e Y sdo solugdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo
AX =0e AY = 0 e portanto X + Y também é solugdo, pois
AX+Y)=AX+AY =0+0=0;
Se X é solugdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo aX também o €, pois
A(aX) =aAX =a0 =0.
n

Estas propriedades ndo sdo validas para sistemas lineares em geral. Por exemplo,
considere o sistema linear A X = B, em que A = [1] e B = [1]. A solugdo deste
sistema é X = [1]. Mas, X + X = 2 X = 2, ndo é solugdo do sistema.

Vamos retomar a cadeia de Markov do 1.9 16.
Vamos supor que uma populagdo é dividida em trés estados (por exemplo: ricos,
classe média e pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanga
de um estado para outro seja constante no tempo, s6 dependa dos estados.
Seja t;; a probabilidade de mudanca do estado j para o estado i em uma unidade
de tempo (geracgdo). A matriz de transicdo é dada por

fh f2 b3
T = try -t 23
f31 f32 f33

Vamos considerar a matriz de transicao
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100
21 0
r- 1112
1 1 | G
0 3z 217

Vamos descobrir qual distribuigdo inicial da populagdo entre os trés estados per-
manece inalterada, geracdo apds geracdo. Ou seja, vamos determinar um vetor de

estado P tal que
TP=P ou TP=LP ou (T-I3)P=0.

Assim, precisamos resolver o sistema linear homogéneo

—3X + 4y =
(T-L)X=0 < Ix — 1y 4+ iz =
v - gz =0
cuja matriz aumentada é

_1 1 010
2 1 :
1 1 1
2 20 20
1 1.
0/ “3.f

1? eliminagdo:

Rl = NI s = D= N =

—2x1? linha — 22 linha

—% x12 linha + 22 linha — 22 linha

O O R O NP

NI= N= O NI N O
S O O o o o
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22 eliminacao:

1 -3 0:0

—4x2? linha — 2% linha 0 1 -2:0

0 1 _1.9
4 2!
1x2% linha + 1? linha —» 1% linha I
—1x2% linha + 3? linha — 3? linha 0 0. 0 0

Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema seguinte

X -z =0
y — 2z =0

Seja z = a. Entdo y = 2a e x = a. Assim, a solugdo geral do sistema é

p1 1
p2 | =a| 2 |, paratodoa € R.
Ps 1

X =

Tomando a solugdo tal que p; + p2 +p3 = 1 obtemos que se a populagio inicial for
distribuida de forma que p; = 1/4'da populagao esteja no estado 1, pp = 1/2 da
populacéo esteja no estado 2 e p3 = 1/4, esteja no estado 3, entdo esta distribuigdo
permanecera constante geracdo ap0s geragao.

12.5 “Matrizes Elementares (opcional)

Julho 2014 GoBack GoForward

Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

52

Uma matriz elementar n X n é uma matriz obtida da matriz identidade I,, aplicando-se uma, e
somente uma, operagao elementar.

Vamos denotar por E;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha i com a linha
j da matriz I, E;(«) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha i da matriz
I, pelo escalarx # O e Ei,j(oc) a matriz elementar obtida da matriz I,;, somando-se a
linha j, & vezes a linha i.

rt o - - . .. .0
0 1.0 . 0 ]
0o ... 1 . 1
Eij= ) Do, ) JEi(w) = | - o
1 0 ' 1
1
. 0
T 0 _0 0 1_
L 0 . 0 1 ]
1 0 07
0
. 1
eE,-,]-(oc):
o 1
. 0
Lo - - 0 1]
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As matrizes seguintes sdo as matrizes elementares 2 x 2:

0 1 a 0 1 0
151,22152,12{1 O}’ E1(04):{0 1],]52(04):{0 “],Comﬂé#(),

Epp(a) = i (1)} e Ez,l(“)_{(l) i‘]

1 0 0
0 1 0
Sejam E; = |, Er = i, En = . | matrizesm x 1.
0 | | O 1
As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes E; como
- Ei - - Ei -
: E} :
t . t
E; : E;
E;j = : , Ei(a)= /| aFE! e Ejj(a)= :
E! 3 E; + aE!
: Ejy :
L Ejy L E.

Aplicar uma operacado elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz
a esquerda por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.
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Sejam E uma matriz elementar m X m e A uma matriz qualquer m X n. Entdo, EA é igual a matriz
obtida aplicando-se na matriz A a mesma operagio elementar que originou E.

Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a B; A,

em que B é a i-ésima linha da matriz B ( 1.1.18 25)e EIA = A,
em que A; é alinha i da matriz A ( 16 23), entdo:
i Ei T i E{A 1 [ Ap
’ ; :
E]- EjA Aj
EijA= : A= : = :
E! E!A Aj
L Ef, | | ELA | L Am |
E! T [ ELA A
Ei(x)A = aEl | A= | aElA = | ad;
El, | | ELA Am
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do

i Ei T i EiA T i Aq T
E! E!A A
El+aE] E/A+aElA Aj FuA;

L E, L ELA ] L A ]

Assim, aplicar uma sequéncia de operagdes elementares em uma matriz, corres-
ponde a multiplicar a matriz a esquerda por um produto de matrizes elementares.

Quando usamos o método de Gauss-Jordan para resolver o sistema

1.11 35, aplicamos uma sequéncia de operacdes elementares

na matriz aumentada do sistema. Isto corresponde a multiplicar a matriz aumentada

1
[A|B]=| 2
2

W M=

Ul
N
o
(a]
e}

a esquerda pelas matrizes elementares

1
Ei1p(=2) =1 -2
0

0 0 1
10|, Es(-2)=| 0
01 2
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1 0 0 1 -1 0 1 0 0
Ex(-1)=|0 -1 0|, Ep(-1)=]0 1 0|, Epa-1)=]0 10
0 01 0 01 0 -1 1
1 0 0 1 0 -3 1 00
E3(3)={0 1 0|, E3(-3)=]0 1 0|, Ep@2=|01 2],
[0 0 % 00 1 001
ou seja,
1.0 0700
E3(2) E31(—3) E3(3) E23(—1) Ez1(—1) Ea(—1) E13(—2) E3a(-2)[A[B]=| 0 1 0:200 |.
0 0 1:100
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492

Quais das seguintes matrizes estdo na forma escalonada reduzida:

1 0 0 O
0 01 O
0 0 0 1
00 0 3
0100
001 2
00 00

3

0.1 0 0 —4
B={(.0 0 1 0 51,

0 0 0 -1 2

0O 0-0 O O

00 1 2 —4
B 0 0 0 1 0

0 0.0 0 O

Em cada item suponha que a matriz aumentada de um sistema foi transformada usando operagdes ele-
mentares na matriz escalonada reduzida dada. Resolva o sistema correspondente.

1

NN o N

0
1
0

0
0
1

oo oo

-7
3
1
0 0
1 0
0 1
0 O

8

2 |;
-5
3 -2
47|
5 8. 17
0 0

[1 000 6
0100 3]|;
(00112

S O O
O O O
[N el
oOrRr OO
S W o
S O U1 W

Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

|

X1

3.’)(1

le

—ZX1

SX1

_|_

+
+
+

X2
2x2
7x2

ZXZ
SXQ
X2

+ ZX3 =
+ 3X3 =
+ 4X3 =

+ ZX3 =
+ ZX3 =
+ 4X3 =
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— 2x + 3x3 = 1
3x1 + 6xp — 3x3 = -2 .
6x1 + 6x0 + 3x3 = 5

Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método de Gauss-
Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos a0 mesmo tempo escalonando a matriz
aumentada [A | By | By ].

X1 — 2xp + x3 = 1 X1 — 2% + x3 = 2
2x7 — b5xp 4+ x3 = -2 ; 2x1. — 5xp 4+ x3 = -—-1.
3x1 — 7xp 4+ 2x3 = -1 3x1 — 7xp + 2x3 = 2
1 0 5 x
SejamA=| 1 1 1 |[eX=|y|.
0 1 —4 z
Encontre a solugdo geral do sistema AX = —4X.

Encontre a solugédo geral do sistema AX = 2X.

Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema nédo tem solucéo,
tem solucdo tinica e tem infinitas solugoes:

x + 2y - 3z = 4
3x — y + 5z = 2 ;
4 + y + (@®=14)z = a+2
x + y + z = 2
2x + 3y + 2z = 5 .
2x + 3y + (@-1)z = a+1

Uma industria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B. Para a manufatura
de cada kg de X sdo utilizados 2 gramas do insumo A e 1 grama do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama
de insumo A e 3 gramas de insumo B e, para cada kg de Z, 3 gramas de A e 5 gramas de B. O preco de
venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z é R$ 3,00, R$ 2,00 e R$ 4,00, respectivamente. Com a venda
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de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada com 1,9 kg de A e 2,4 kg de B, essa inddstria arrecadou
R$ 2900,00. Determine quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos. (Sugestdo: veja o
1.11 35.)

Determine os coeficientes a,b, ¢ e d da fungio polinomial p(x) = ax® + bx? + cx + d, cujo grafico passa
pelos pontos P; = (0,10), P, = (1,7),P; = (3,—11) e Py = (4, —14).
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30 T y ‘ T T T T

20

10

-10

=20

-30 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 3 4 5
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12 Sistemas de Equacdes Lineares 61

1.2.9. Determine coeficientes 4, b e ¢ da equagio do circulo, x*> + y* + ax + by + ¢ = 0, que passa pelos pontos
Py =(-2,7),P,=(—4,5)eP; = (4,-3).
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Encontre condi¢des sobre os b;’s para que cada um dos sistemas seja consistente (isto €, tenha solugdo):

X1
4X1
—3x1

ZX2
5x2
+ 3XQ

+ 5X3 = bl
+ 8x3 = b ;

SX3 = b3

(Relativo a sub-secdo 1.2.5) Considere a matriz

A= 1
2 _

91 W =
— W\

X] — 22X — x3 = b
—4x7 4+ 5xy 4+ 2x3 = by .
—4x1 + 7xo + 4x3 = b3

8
8
-8

Encontre matrizes elementares E, F, G e H tais que R = EFGHA é uma matriz escalonada reduzida.

(Sugestdo: veja o

1.18 55.)

Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

X1
X1
X1
3X1

X1
2x1

le

Considere a matriz A

++ ++++

+

ZXZ
2x7
2X2
6XQ

3XZ
6.‘)C2

6XZ

+

— 3x4 + x5 = 2
X3 — 3x4g + x5 + 2% = 3 .
— 3x4 + 2x5 + Xe = 47
x3 — 9x4 + 4x5 4+ 3x = 9
2X3 + 2x5 = 0
5x3/ =  2x4 4+ 4x5 — 3x¢ = -1
5x3 4+ 10x4 + 15x4 = 57
+ 8xy + 4x5 + 18x¢ = 6
1 1 1 1
! 3 2 ? Determine o conjunto solu¢do do sistema
2 2a—2 —a—-2 3a-1 |
3 a+2 -3 2a+1

AX = B,em que B = [4 31 6], para todos os valores de a.

Resolva os sistemas lineares cujas matrizes aumentadas sédo:
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1 2 3 1 8
1301 7|; 1230
|10 2 1 3 11 1.0 |
1 1 3 =3 0 11 2 0}
0 2 1 -3 3 |; 1.3 30
1 0 2 -1 -1

Numa cadeia de Markov considere a matriz de transigao

o

(1.10)

~3

S WIN o=
W= WIF Gy
Q= WIN

Determine qual distribui¢do inicial da populagao é tal que com o passar do tempo ela permanece inalte-
rada entre os trés estados (A, B e C), ou seja, determine o vetor de estados P tal que TP = P.

Comandos do MATLAB®:

» A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An co-
locadas uma ao lado da outra;

» expr=subs (expr,x,num) substitui na expressdo expr a varidvel x por num.

» p=poly2sym([an,...,a0],x) armazena na varidvel p o polindmio a,x" + ... + aop.
» clf limpa a figura ativa.

Comandos do pacote GAAL:

» B=opel(alpha,i,A) ou>» oe(alpha,i,A)faz a operagdo elementar
alphaxlinha i.==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.
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» B=opel(alpha,i,j,A) ou» oe(alpha,i,j,A) faz a operagdo elementar
alphaxlinha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena em B.

» B=opel(A,i,j) ou>» oe(A,i,j) faz a troca da linha i com a linha j da matriz A e armazena a matriz
resultante em B.

» B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena a matriz
resultante na varidvel B.

» matvand(P,k) obtém a matriz de Vandermonde de ordem k, se P=[x1; . .. ;xn] e a matriz de Vander-
monde generalizada no caso em que P=[x1,y1;...;xn,yn].
» po([x1,y1;x2,y2;...xk,yk]) desenha os pontos (x1,y1),...,(xk,yk).

» plotfi(f, [a,b]) desenha o gréifico da funcdo dada pela expressdo simbélica £ no intervalo [a,b].

» plotci(f, [a,b], [c,d]) desenha o gréfico da curva dada implicitamente pela expressdo £ (x,y)=0 na
regido do plano [a,b]x[c,d].

» p=poly2sym2([a,b,c,d,e,f],x,y) armazena na varidvel p o polindmio em duas varidveis

ax? + bxy + cy? + dx + ey + f.

» eixos desenha os eixos coordenados.

Use o comando P=randi (4,2), para gerar 4 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use 0 MATLAB® para tentar encontrar os coeficientes a,b, ¢ e d da funcao polinomial

p(x) = ax® + bx? + cx + d cujo grafico passa pelos pontos dados pelas linhas da matriz P. A matriz
A=matvand(P(:,1),3) pode ser ttil na solucdo deste problema, assim como a matriz B=P(:,2). Se
ndo conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode ndo ser possivel?

Desenhe os pontos e o grafico do polindmio com os comandos
clf, po(P), syms x, p=poly2sym(R(:,5),x), plotfi(p, [-5,5]), em que R é forma escalonada re-
duzida da matriz [A,B].

Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.
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Use 0 MATLAB® para tentar encontrar os coeficientes a,b,c,d,e e f da conica, curva de equacio
ax? + bxy + cy? +dx + ey + f = 0, cujo gréfico passa pelos pontos cujas coordenadas sao dadas
pelas linhas da matriz P. A matriz A=matvand (P,2) pode ser ttil na solugdo deste problema. Se ndo
conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode ndo ser possivel?

Desenhe os pontos e a conica com os comandos
clf, po(P), syms x y, p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y), plotci(p,[-5,56],[-5,5]),em queR éa
forma escalonada reduzida da matriz A.

Desenhe o0s eixos coordenados com o comando eixos.

Mostre que toda operagdo elementar possui inversa, do mesmo tipo, ou seja, para cada operagdo elemen-
tar existe uma outra operacgao elementar domesmo tipo que desfaz o que a operagdo anterior fez.

Prove que:

Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);

Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);

Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entdo A é equivalente por linhas
a C (transitividade).

Sejam X; e X, solugdes do sistema homogéneo A X = 0. Mostre que aX; + X, é solugdo, para
quaisquer escalares « e 8. (Sugestao: veja o 17))

Sejam Xj e X, solugdes do sistema A X = B. Mostre que se X7 + BX, é solugdo, para quaisquer
escalares « e B, entdo B = 0. (Sugestdo: facaa = f =0.)

Sejam A uma matriz m X n e B # 0'uma matriz m x 1.

Mostre que se X; é uma solugdo do sistema AX = B e Y; é uma solugdo do sistema homogéneo
associado AX = 0, entdo X; + Y7 é solucdo de AX = B.
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Seja Xy solugdo particular do sistema AX = B. Mostre que toda solucdo X do sistema AX = B, pode
ser escrita como X = Xp + Y, em que Y é uma solugdo do sistema homogéneo associado, AX = 0.
Assim, a solugdo geral do sistema AX = B é a soma de uma solugéo particular de AX = B com a
solugdo geral do sistema homogéneo associado AX = 0. (Sugestdo: Escreva X = Xp+ (X — Xp) e
mostre que X — Xj é solugdo do sistema homogéneo AX = 0.)
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Para o sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema néo tem solugdo, tem
solucgdo tnica e tem infinitas solugdes:

x + 2y + z = 3
x + y - z =2
x + y + (@®=5)z = a

Se possivel, encontre os valores de x, y e z tais que:

1 2 3 —40 16 «x 100
2 5 3 13 -5 y|=]0120
1 0 8 5 =2 z 0 01

Sejam

0 -1 —senfl cosf |°
Sabendo-se que A = P'DP, calcule D?, PPt e A2.

D—{l 0} p P—{ cosf senf

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
Se A% = =2A%, entdo (I, + A?)(I, —2A%) = I;
Se A = P'DP, onde D é uma matriz diagonal, entdo A" = A;
Se D é uma matriz diagonal, entdo DA = AD, para toda matriz A, n X n;
Se B = AA! entio B = B.
Se B e A sdo tais que A = A’ e B = B!, entdo C = AB, é tal que C! = C.
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INVERSAO DE MATRIZES E
DETERMINANTES

2.1 Watriz Inversa

Todo ntimero real a, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe
um namero b, tal que ab = ba = 1. Este ntimero é tnico e o denotamos por a~!.
Apesar da dlgebra matricial ser semelhante a dlgebra dos ntimeros reais, nem todas
as matrizes A nfdo nulas possuem inversa, ou seja, nem sempre existe uma matriz B
tal que A B.= B A = I,,. De inicio, para que os produtos AB e BA estejam definidos
e sejam iguais é preciso que as matrizes A e B sejam quadradas. Portanto, somente
as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos ntimeros
reais, pois todo niimero ndo nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas,
muitas ndo possuem inversa, apesar do conjunto das que ndo tem inversa ser bem
menor do que o conjunto das que tem (Exercicio 2.2.10 na pagina 122).



70

Uma matriz quadrada A = (aij)nxn é invertivel ou ndo singular, se existe uma matriz
B = (bij)nxn tal que
AB=BA=1I,, (2.1)

em que I, é a matriz identidade. A matriz B é chamada de inversa de A. Se A ndo tem inversa, dizemos que
A é ndo invertivel ou singular.

Considere as matrizes

21 [ -1/2 1/6
A‘[ 03} e B_[ 0 1/3]'

A matriz B é a inversa da matriz A, pois AB = BA = I,.

Se uma matriz A = (a,-]-)nxn possui inversa, entio a inversa é vinica.
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Suponhamos que B e C sejam inversas de A. Entéo,
AB=BA=1,=AC=CA

e assim,
B=BI,=B(AC)=(BA)C=I1,C=C.
|

Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por A~1. Devemos chamar atencao
para o fato de que o indice superior =1, aqui, ndo significa uma poténcia, tdo pouco
uma divisdo. Assim, como no caso da transposta, em que A’ significa a transposta
de A, aqui, A~! significa a inversa de A.

Se A é invertivel, entdo A~ também o é e
(A ) t=4;
Se A = (ajj)nxn € B = (bij)nxn sdo matrizes invertiveis, entdo AB ¢ invertivel e
(AB)"'=B7'ATY;

Se A = (aij)nxn é invertivel, entdo A também é invertivel e
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Se queremos mostrar que uma matriz é a inversa de uma outra, te-
mos que mostrar que os produtos das duas matrizes sdo iguais a matriz identidade.

Uma matriz B é a inversa de A~! se

A 'B=BA ' =1,.
Mas, como A~! é a inversa de A, entdo

AAT = ATTA=1,.

Como a inversa é tnica, entdio B = A é ainversade A1, ou seja, (A’l)’1 =

Temos que mostrar que a inversa de AB é B’lA’l, ou seja, mostrar que 0s
produtos (AB)(B~1A~1) e (B~1A~1)(AB) sdo iguais a matriz identidade. Mas,

pelas propriedades (h) e (i) do 1.1 9:
(AB)(B'A™)Y = ABB HA ' = ALLA ' =AA"Y = I,
(B'A ) (AB)=B YA 'A)B=B 'I,B=B"'B = I,
Queremos mostrar que a inversa de A’ é (A7!)!. Pela propriedade (o) do
1.1 9:
At(A—l)t - (A—lA)t — I},Ll = I,
(A)At = (A =1 = 1.
n
O teorema seguinte, cuja demonstragdo sera apresentada na 2.1.2, garante

que basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se uma
matriz é a inversa de outra.
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Sejam A e B matrizes n X n.
Se BA = I,;, entdo AB = I;;
Se AB = I,;, entdo BA = I,;

Assim, para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B
que é candidata a inversa de A, basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar se

éigual a I;. O proximo exemplo ilustra este fato.

Seja A = (a;j)nxn uma matriz tal que A% =0 (A pode ndo ser a matriz
nula!). Vamos mostrar que a inversa de [, — A é I, + A + A2. Para provar isto,
devemos multiplicar a matriz I, — A, pela matriz que possivelmente seja a inversa

dela, aqui I + A + A?, e verificar se o produto das duas ¢ igual a matriz identidade
L.

(Li—A) L+ A+ A2 = T(IL, + A+ A?) — AL, + A+ A?) = [, + A+ A2—A— A2 A3 =],

Aqui foram usadas as propriedades (i) e (j) do 1.1 9.
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As matrizes elementares tém um papel importante no estudo da inversdo de ma-
trizes e da solucdo de sistemas lineares.

Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa é também uma matriz elementar. Usando a notacio
introduzida na 52, temos:

—1 .
Ejj =Eji=Eij
Ei(a)~' = Ei(1/a), para « # 0;
Eyla) " = Eygl—a)

Seja E uma matriz elementar. Esta matriz é obtida de I, aplicando-
se uma operacdo elementar. Seja F a matriz elementar correspondente a operacao
que transforma E de volta em I,. Agora, pelo 1.8 54, temos que
FE = EF = I,,. Portanto, F é a inversa de E. |

Seja A uma matriz n X n. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

Existe uma matriz B, n X n, tal que BA = I,.
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A matriz A é equivalente por linhas a matriz identidade I,.

A matriz A é invertivel.

Se BA = I, entdo o sistema A X = 0 tem somente a so-
lugéo trivial, pois X = I,X = BAX = B0 = 0. Isto implica que a matriz
A é equivalente por linhas a matriz identidade I, pois caso contrario a forma

escalonada reduzida de A teria uma linha nula ( 1.5 46).
A matriz A ser equivalente por linhas a I, significa, pelo 1.8
54, que existem matrizes elementares Ey, . .., Ey, tais que
Er...E1A = I (2.2)
(E;' . ECDE...EBA = E;tLEC!
A = E'EL (2.3)

Aqui, usamos o fato de que as matrizes elementares sdo invertiveis (
2.4). Portanto, A é invertivel como o produto de matrizes invertiveis.

Claramente.
|

Se A é invertivel, entdo multiplicando-se ambos os membros de (2.2) a direita por
A~! obtemos

Ep...Eql, = A~
Assim, a mesma sequéncia de operagdes elementares que transforma a matriz A na
matriz identidade I, transforma também I, em A~1.

A demonstragdo do 23 73, agora, é uma simples consequéncia
do Teorema anterior.
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2.3 Vamos mostrar que se BA = I,;, entdo A é in-
vertivel e B = A~l. Se BA = I,, entdo pelo 2.5, A é invertivel e
B=BI,=BAA™' =I,A"!' = A~!. Logo, AB = BA = I,.

Se AB = I, entdo pelo item anterior B é invertivel e B —1 — A. Portanto,
BA = AB = I,,.
[ |

Segue da demonstracédo, do 2.5 (equagdo (2.3)) o resultado seguinte.

Uma matriz A é invertivel se, e somente se, ela é um produto de matrizes elementares.

Vamos escrever a matriz A do 25 80 como o pro-
duto de matrizes elementares. Quando encontramos a inversa da matriz A, apli-
camos uma sequéncia de operacgdes elementares em [A | I3] até que encontramos
a matriz [I3| A™!]. Como as operagdes sdo por linha, esta mesma sequéncia de
operacdes elementares transforma A em I,. Isto corresponde a multiplicar a matriz

111
A= 2 1 4 | aesquerda pelas matrizes elementares
2 3.5
1 00 100
Eip(=2)=1-2 1 0 |, E3(-2)= 01 0|,
0 01 -2 01
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(1 0 0 1 -1 0 1 00
Ea(-1)=]0 -1 0|, Ep(-1)=]0 1 0|, Eps(-1)=|0 1 0
0 01 0 01 0 -1 .1
(1.0 0 10 -3 1 000
Es(1))=]0 1 0|, E(-3)=|01 0], Epp@2)=|01 2|,
00 | 00 1 00 1
ou seja,

E32(2) E31(=3) E3(3) E23(—1) Ex1(—1) Ea(=1) E13(=2) By2(-2) A = L.
Multiplicando a esquerda pelas inversas das matrizes elementares correspondentes
obtemos

A = E12(2) E13(2) E2(—1) Ez1(1) E2;3(1) E3(5) E31(3) Ez2(—2).

O exemplo seguinte mostra, para matrizes 2 X 2, ndo somente uma forma de
descobrir se uma matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no
caso em que ela exista. Ou seja, escalonamos a matriz [A | I;] e encontramos a sua
forma escalonada reduzida [R | S]. Se R = I, entdo a matriz A é invertivel e a
inversa A~ = S. Caso contrario, a matriz A ndo é invertivel.

Seja A = [ Al } Devemos procurar uma matriz B = [ vy } tal
c d z W
que AB = I, ou seja,
ax + bz =1
cx + dz = 0
ay + bw = 0
cy + dw =1
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Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que possuem a
mesma matriz, que é a matriz A. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto,
basta escalonarmos a matriz aumentada
a bi1:0
b =[Al|L].
EMBHE

Os dois sistemas tém solug¢éo tnica se, e somente se, a forma escalonada reduzida
1 01sit
01 u v
que acontece se a forma escalonada reduzida da matriz A néo for igual a I). Neste
caso, x =s,z=1uey =t,w = v,0useja, a matriz A possuird inversa,

A*:B:S:[St].

da matriz [A | I, ] for da forma [, |S] = (verifique, observando o

u o

Para os leitores da 2.1.2 o préximo teorema é uma simples consequéncia do
2.5 74. Entretanto a demonstracdo que daremos a seguir fornece
um método para encontrar a inversa de uma matriz, se ela existir.

Uma matriz A, n X n, é invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas a matriz identidade I,.

Pelo 2.3 73, para verificarmos se uma matriz A,
n x n, é invertivel, basta verificarmosse existe uma matriz B, tal que

AB=1,. (2.4)
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Vamos denotar as colunas de B por Xy, Xy, ..., Xy, ouseja, B=[X; ... X, ], em que

X11 X12 X1n

X21 X22 Xon
Xl = . 7 X2 = . 7 ey X}’l -

Xn1 Xn2 Xnn

e as colunas da matriz identidade I, por Eq, E, ..., E,, ouseja, I, = [Ey ... Ey ], em
que

1 0 0

0 1 0
E1: . /E2: . AR En:

0 0 1

Assim, a equacdo (2.4) pode ser escrita como
AlXy ... Xy =[AX1 ... AX, ] =[E1 .. By,

pois a j-ésima coluna do produto AB é igual a A vezes a j-ésima coluna da matriz B
( 18 25). Analisando coluna a coluna a equagdo anterior vemos
que encontrar B é equivalente a resolver n sistemas lineares

AX]-:Ej paraj=1...,n.

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para
isso, formariamos as matrizes aumentadas [A | E1], [A | E3],...,[A | E,]. Entre-
tanto, como as matrizes dos sistemas sdo todas iguais a A, podemos resolver todos
os sistemas simultaneamente (como no 4 58) formando a ma-
trizn x 2n

[A|E1Ey...Ex]=[A] L]

Transformando [ A | I, | na sua forma escalonada reduzida, que vamos denotar por
[R | S], vamos chegar a duas situagdes possiveis: ou a matriz R é a matriz identi-
dade, ou nao é.
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e Se R = I, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | I,] é da
forma [I, | S]. Se escrevemos a matriz S em termos das suas colunas
S = [S1S52...54], entdo as solugdes dos sistemas A X; = E; sdo X; = S;'e
assim B = S é tal que A B = I, e pelo 2.3 73 A é invertivel.

e Se R # I,, entdo a matriz A nado é equivalente por linhas a matriz identidade
I,. Entdo, pela 15 46 a matriz R tem uma linha nula. O
que implica que cada um dos sistemas A X; = E; ou ndo tem solugao tnica ou
ndo tem solugdo. Isto implica que a matriz A ndo tem inversa, pois as colunas
da (tinica) inversa seriam X;, paraj=1,...n. |

Da demonstragdo do 2.7 obtemos ndo somente uma forma de descobrir se uma matriz A
tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou seja, escalonamos a matriz
[A | 1] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S|. Se R = I,,, entdo a matriz A é invertivel e a
inversa A~! = S. Caso contrdrio, a matriz A nao ¢ invertivel. Vejamos os exemplos seguintes.

Vamos encontrar, se existir, a inversa de

1 11
A=12"1 4
2 3 5

—2x12 linha + 22 linha — 22 linha ! L
! . ! 0 -1 2:-2 10
—2x1? linha + 3% linha — 3? linha 0 1 3'-2 0 1
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22 eliminacao:

. . 11 1. 1 00
—1x22 linha — 2% linha 0 1 —2 ‘ > 1 0
01 3;-2 0 1|
—1x22 linha + 12 linha —> 12 linha (10 3;-1 1 0]
—1x%22 linha + 32 linha — 32 linha 0 1 —25 2 =1 0
|0 0 5. -4 11|

3? eliminacdo:

1 0 3i-1.10

£ x3? linha — 32 linha 01 -2, 2 -10
0 0 1f_é 1 1

y 5 5 5

Q= GilN Gllw

2x32 linha + 22 linha — 22 linha

1 0
—3x32 linha + 12 linha — 12 linha 01
00

_ O O
Gl GIIN U1
Gl Gl G1IN

Assim, a matriz [A | I3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma
[I3 | S], portanto a matriz A é invertivel e a sua inversa é a matriz S, ou seja,

il GIN U1l

A=

Ull—= G TIN

Uil GIN U1
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Exemplo 2.6. Vamos determinar, se existir, a inversa da matriz
1 2 3
A=|1 1 2
01 1

Para isso devemos escalonar a matriz aumentada

12 3:1 00
[A|B]=]1 1 2:0 10
01 1:001
12 eliminagao:
1 2 3i1 00
—1x12 linha + 2?2 linha — 22 linha 01 11 -1 0
01 1:0 01
22 eliminacdo:
1231 00
—1x2? linha — 2?2 linha 01 1:1 -10
0 1.1:0 01
—2x2? linha + 1° linha — 12 linha c LT 4
—1x2? linha + 3% linha — 3? linha 0 0 O%—l 11

Assim, a matriz [A | I3] é equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma
[R | S], com R # I3. Assim, a matriz A ndo é equivalente por linhas a matriz identi-
dade e portanto nao éinvertivel.

Um Curso.de,Geometrid Analitica e Algebra Linear  GoBack GoForward Julho 2014



83

Se um sistema linear AX = B tem o ntimero de equagdes igual ao nimero de
incégnitas, entdo o conhecimento da inversa da matriz do sistema, A=! reduz o
problema de resolver o sistema a simplesmente fazer um produto de matrizes, como
estd enunciado no préximo teorema.

Seja A uma matriz n X n.
O sistema associado AX = B tem solugdo iinica se, e somente se, A é invertivel. Neste caso a solugio é X = A~1B:

O sistema homogéneo A X = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, A é singular (ndo invertivel).

Se a matriz A é invertivel, entdao multiplicando A X = B por
A~1 a esquerda em ambos 0s membros obtemos

AYAX) = AlB
(A7lA)X = A'B
LX = A'B
X = A'B
Aqui foram usadas as propriedades (h) e (i) do 1.1 9. Por-

tanto, X = A~1B ¢ a tinica solugdo do sistema A X = B. Por outro lado, se o
sistema A X = B possui soluc¢do tnica, entdo a forma escalonada reduzida da
matriz aumentada do sistema [A | B] é da forma [R | S|, em que R = I,,. Pois a
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matriz A é quadrada e caso R fosse diferente da identidade possuiria uma linha
de zeros ( 1.5 46) o que levaria a que o sistema A X = B ou
nédo tivesse solugdo ou tivesse infinitas solu¢des. Logo, a matriz A é equivalente
por linhas a matriz identidade o que pelo 2.7 78 implica que
A é invertivel.

Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solucdo trivial. Pelo item ante-
rior, esta serd a tnica solugao se, e somente se, A é invertivel. |

Vamos ver no préximo exemplo que ‘se conhecemos a inversa de uma matriz,
entdo a producgdo de uma industria em vdarios periodos pode ser obtida apenas
multiplicando-se a inversa por matrizes colunas que contenham a arrecadacédo e as
quantidades dos insumos utilizados em cada periodo.

Uma indtstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de
insumo, A e B. Para a manufatura de cada kg de X sao utilizados 1 grama do insumo
A e 2 gramas do insumo B; para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de
insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de A e 4 gramas de B. O preco de venda do
kg de cada um dos produtos X, Y e Z é R$2,00, R$ 3,00 e R$ 5,00, respectivamente.
Como vimos no 1.6 7, usando matrizes o esquema de produgdo
pode ser descrito da seguinte forma:

111 x
21 4| = A X= |y
2 35 p
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xt+y+z
AX = 2x +y+4z
2x +3y + 5z
No 2.5 80 determinamos a inversa da matriz
1 11
A=12 1 4
2 3 5
que é
L3 1] T 7 e
Al = 2 3 Z|=2| 20-3 2
_% % % —4 1 1

Sabendo-se a inversa da matriz A podemos saber a producdo da industria sempre
que soubermos quanto foi gasto do insumo A, do insumo B e a arrecadagéo.

Se em um periodo com a venda de toda a produgdo de X, Y e Z manufaturada
com 1 kg de A e 2 kg de B, essa industria arrecadou R$ 2500, 00, entdo para
determinar quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos sim-
plesmente multiplicamos A~ pela matriz

1000
B = 2000
2500

ou seja,

z 2500

-4 1 1
Portanto, foram produzidos 700 kg do produto X, 200 kg de Y e 100 kg de Z.

x 7 23 1000
y :X:A—lB:g 2 -3 2 2000 | =

700
200
100
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Se em outro perfiodo com a venda de toda a producédo de X, Y e Z manufatu-
rada com 1 kg de A e 2,1 kg de B, essa inddtstria arrecadou R$ 2900, 00, entdo
para determinar quantos kg de cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos

simplesmente multiplicamos A~! pela matriz

1000
B= | 2100
2900
ou seja,
x Ve @ 1000
y :X:A—lB:5 2 -3 2 2100
z 4 1 1 2900

Portanto, foram produzidos 500 kg do produto X, 300 kg de Y e 200 kg de Z.

Vamos mostrar a reciproca do item (b) do 2.2

500
300
200

71. Este resultado

sera util na demonstragdo de que o determinante do produto de matrizes é o produto

dos determinantes ( 222 117).

Se A e B sio matrizes n X n, com AB invertivel, entdo A e B sdo invertiveis.
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Considere o sistema (AB)X = 0. Se B nio fosse invertivel, entdo
existiria X # 0, tal que BX = 0 ( 2.8 83). Multiplicando-se por
A, teriamos AB X = 0, o que, novamente pelo 2.8 83, contradiz o
fato de AB ser invertivel. Portanto, B é invertivel. Agora, se B e AB sdo invertiveis,
entdo A também é invertivel, pois A = (AB)B~!, que é o produto de duas matrizes
invertiveis. |
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2.1.4 Aplicacdo: Interpolagao Polinomial

Sejam P; = (x1,y1),...,Pyn = (Xn,yn), com xq,..., x, ntimeros distintos. Consi-
dere o problema de encontrar um polindmio de grau n'— 1

p(x) = ay_1 &7 4 @y ox 2+ o+ agx +ag,

que interpola os dados, no sentido de que p(x;) = y;, parai =1,...,n.
Por exemplo, se 0s pontos sdo

Py = (0,10), P, = (1,7),P5 = (3,—11), Py = (4, —14)

entdo o problema consiste em encontrar um polindmio de grau 3 que interpola os
pontos dados (veja o Exercicio 1.2.8 na pagina 59).
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30

20 R

101 b

ol |

-20+ a

-30 I I I I I
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Vamos mostrar que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual
a n — 1, que interpola n pontos, com abscissas distintas. Substituindo os pontos no
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polindmio p(x), obtemos um sistema linear AX = B, em que

n—1 n—2

a1 Y1 Xy X, o ixp 1
An—2 Y2 D R O |

X = . , B=1]". e A=
g Yn B U o |

A matriz A é chamada matriz de Vandermonde.
Vamos mostrar que AX = B tem somente uma solugdo. Pelo 2.8
83, um sistema de n equagdes e n'incégnitas AX = B tem solugdo tnica se, e
somente se, 0 sistema homogeéneo associado, AX = 0, tem somente a solugdo trivial.
X = [ay_1 --- ap ] é solugdo do sistema homogéneo se; € somente se, o polindmio
de graun — 1, p(x) = a5_1x" ! + .-+ + ap, se anula em 1 pontos distintos. O que
implica que o polindmio p(x) é o polindmio com todos os seus coeficientes iguais a
zero. Portanto, o sistema homogéneo A X = 0 tem somente a solugdo trivial. Isto
prova que existe, um e somente um, polindémio de grau no méximo igual a n — 1,
que interpola n pontos, com abscissas distintas.

Assim, a solugdo do sistema linear ¢ X = A~'B. Como a matriz A depende
apenas das abscissas dos pontos, tendo calculado a matriz A~! podemos determinar
rapidamente os polindmios que interpolam vdrios conjuntos de pontos, desde que
os pontos de todos 0s conjuntos tenham as mesmas abscissas dos pontos do conjunto
inicial.
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a b c d e f g h i J k 1 m n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
o P q r s t u v W X y z a a a
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 | 28 29
F g é B i 6 8 3 i i A B ¢ D E
30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44
F G H 1 J K L M N 0 P Q R S T
45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52| 53 |54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
U v W X Y Z A A A A C E E I 0
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66| 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 | 73 | 74
0 0 U U 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 :
75 |76 | 77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82 | 83 |8 | 8 | 8 | 87 | 88 | 89
; < = > ? Q ! " # $ YA & ’ ( )
90 91 92 93 94 95 96 97 | 98 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104
* + , - ; / [ \ ] _ { | +
105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117

Vamos transformar uma mensagem em uma matriz da seguinte forma. Vamos
quebrar a mensagem em pedagos de tamanho 3 e cada pedago serd convertido em
uma matriz coluna usando a 2.1 de conversao entre caracteres e niimeros.

Considere a seguinte mensagem criptografada

1ydobbr,? (2.5)

Quebrando a mensagem criptografada em pedagos de tamanho 3 e convertendo
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cada pedaco para uma coluna de nimeros usando a 2.1 obtemos a matriz
80 15 18
Y=1|25 2 107
4 2 94

Sabendo-se que esta mensagem foi criptografada fazendo o produto da mensagem
inicial pela matriz
1 10
M=10 11
0 0 1

X =M1y

entao

serd a mensagem inicial convertida para nimeros, ou seja,

1 -1 1 80 15 18 5 15 5
X=M1ly=|0 1 -1 25 2 107 | =121 0O 13
0 0 1 4 2 94 4 2 94
Convertendo para texto usando novamente a 2.1 obtemos que a mensagem
que foi criptografada é
Tudo bem? (2.6)
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Exercicios Numeéricos (respostas na pagina 519)

1
2.1.1. Seja A uma matriz 3 x 3. Suponhaque X = | —2 ] é solugdo do sistema homogéneo A X = 0. A matriz

3

A é singular ou ndo? Justifique.

2.1.2. Se possivel, encontre as inversas das seguintes matrizes:

12 3 12 3
(@ |1 1 2 {; (d) 02 31|;
| 0 1 2] | 1 2 4 ]
[1 2 2] [ 1.2 3]
by |1 3 1}; (e) |'1 1 21;
| 1 3 2] |0 1 1]
11 11 11 11
i 1 2 -1 2 13 1 2
D1 a1 21 D12 a1 |
|1 3 32 |59 1 6
11 0]
2.1.3. Encontre todos os valores de a para os quaisa matrizA = | 1 0 0 | tem inversa.
1 2 a

2.1.4. Se

L [3 2 L (2 5]
g = [ 13 ¢ B = I
encontre (A B) 1.

2.1.5. Resolva o sistema AX = B,se A"l = { i i ] eB= { g }
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2.1.6. Seja

mostraremos no Exemplo 6.6 na pagina 403 que
1 1] 3 0
2 2] ¢ P= [ 0 -1 ]

A =PDpP L.

P =

sdo tais que

Determine A, parak=1,2,3,...

2.1.7. (Relativo a Subsecdo 2.1.2) Encontre matrizes elementares Ej, . .., Ej tais que A = Ej ... E, para

1 2
A=12 1 .
01

] , calcule A2, A3.
(b) Sabendo-se que se uma matriz quadrada A é tal que A% = 0, entdo (I, — A)~! = I, + A + A?,

NN W

0 3
21.8. (a) ParaA= |0 0
0 0

oN O

1 -3 0
calcule a.inversada matrizB = | 0 1 -2 .
0 0 1

Exerciciés Usande 0 MATLAB®

Comandos do MATLAB®:
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» M=[A,B] atribui a matriz M a matriz obtida colocando lado a lado as matrizes A e B.

» A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An co-
locadas uma ao lado da outra;

» M=A(:,k:1) atribui & matriz M a submatriz da matriz A obtida da coluna 1 a coluna k da matriz A.

Comandos do pacote GAAL:

» B=opel(alpha,i,A) ouB=oe(alpha,i,A)faz a operagdo elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

» B=opel(alpha,i,j,A) ouB=oe(alpha,i,j,A) faz a opera¢do elementar
alpha*linha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena a matriz resultante na variavel B.

» B=opel(A,1i,j) ouB=oe(A,1i,]j) faz a trocada linha i com a linha j da matriz A e armazena a matriz
resultante na variavel B.

» B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e armazena a matriz
resultante na variavel B.

O pacote GAAL contém alguns arquivos com mensagens criptografadas e uma chave para decifré-las. Use
os comandos a seguir para ler dos arquivos e atribuir as varidveis correspondentes, uma mensagem crip-
tografada e a uma chave para decifra-la.

» menc=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/mencl.txt’)

» key=lerarq(’c:/matlab/toolbox/gaal/key.txt’)

Com estes comandos foram lidos os arquivos menc1l.txt e key . txt e atribuidos os resultados as varidveis
menc e key respectivamente. Para converter a mensagem criptografada e a chave para matrizes numéri-
cas use os comandos do pacote gaal:

» y=char2num(menc), M=char2num(key)

Sabendo-se que a mensagem criptografada (convertida para ntimeros), y, foi originalmente obtida
multiplicando-se a matriz M pela mensagem original (convertida para ntimeros), x, determine x. Des-
cubra a mensagem usando o comando do pacote gaal, num2char (x), que converte a matriz para texto.
Decifre as mensagens que estdo nos arquivos menc2.txt e menc3.txt. Como deve ser a matriz M para
que ela possa ser uma matriz chave na criptografia?
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. a b| . ) :
Mostre que a matriz A= [ c d ] é invertivel se, e somente se, ad — bc ;é 0 e neste caso a inversa

- 1 d —b
1_
A _adbc[c a}'

(Sugestdo: encontre a forma escalonada reduzida da matriz [ A| ], paraa # 0 e paraa = 0.)

é dada por

Mostre que se ad — bc # 0, entdo o sistema linear

ax + by = g
cx + dy = h

tem como solugdo
_ gd—bh _ah—gc
YT ad—be. Y T ad—be

Sugestdo para os préoximos 4 exercicios: Para verificar que uma matriz B é a inversa de uma matriz A,
basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar que é igual a I;.

Se A é uma matriz n x n e A¥ =0, para k um inteiro positivo, mostre que

(L —AY ' =1, + A+ A%+ .. 4+ A1,

Seja A uma matriz diagonal, isto €, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero (a;; = 0,
parai # j). Sea;; # 0, parai =1,...,n, mostre que A é invertivel e a sua inversa é também uma matriz
diagonal com elementos na diagonal dados por 1/a11,1/a2,...,1/aun.

Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que se A + B e A forem invertiveis, entdo

(A+B) '=AYI,+BA )L,
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Seja ], a matriz n x n, cujas entradas sdo iguais a 1. Mostre que se n > 1, entdo

1
n—1

(In - ]n)il =I— ]n-

(Sugestdo: observe que J2 =n],.)

Mostre que se B é uma matriz invertivel, entdo AB -1 = B~1A se, e somente se; AB = BA. (Sugestao:
multiplique a equacdo AB = BA por B~1.)

Mostre que se A é uma matriz invertivel, entdo A + B e I, + BA ! sdo ambas invertiveis ou ambas ndo
invertiveis. (Sugestdo: multiplique A 4 B por A1)

Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que se B ndo é invertivel, entdo AB também n&o o é.
Mostre que se A e B sdo matrizes n x n, invertiveis, entdo A e B sdo equivalentes por linhas.

Sejam A uma matriz m x n e Buma matriz n X m, comn < m. Mostre que AB ndo é invertivel. (Sugestdo:
Mostre que o sistema (AB)X = 0 tem solugdo ndo trivial.)
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Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz
A = |[a] definimos o determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a.
Vamos, agora, definir o determinante de matrizes 2 x 2 e a partir dai definir para
matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 X 2, associamos um numero real,
denominado determinante de A, por:

det(A) = det [ “» } = (1102 — 1201
a1 a2

Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o
que sdo os menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (4;;)nx», 0 menor do ele-

mento a;;, denotado por Aj;, é a submatriz (n = 1) x (n — 1) de A obtida eliminando-
se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A, que tem o seguinte aspecto:

air ... PN a1y

any1 .- N Ann
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Para uma matriz A = (4;j)3x3,

a1 412 a13

Aoz = | ar1a0 Lo | 411 412
23 = | #1422 a3 | =
431 a3
az1 a3 as3
Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (4;j)3x3. O cofator do elemento a;;,

denotado por ajj, € definido por

djj = (—1)" det(Ay),
ou seja, o cofator 4;;, do elemento a4;; € igual a mais ou menos o determinante do menor A,-]-, sendo o0 mais e o
menos determinados pela seguinte disposicao:

+ -+
7+7
+ -4

Para uma matriz A = (a;j)3x3,

~ 243 i air a4
A3 = (—1)"det(Ay) = —det | @y axn a3 | = —de’f{ o } = aza1p — a1143

Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se

a1 412 413

A= a1 axp a3 '

a3y 4azp 4ass
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entdo, o determinante de A é igual a soma dos produtos dos elementos da 1% linha
pelos seus cofatores.

det(A) a11d11 + d12d1n + a13d13

a a a a a a
apdet | 22 "B | _gppdet| 20 B | 4 gadet| T T2
asy 4ass a1 433 a1  as2

= ayq(axnass — anag) — a1p(ax a3z = az1a3) + a13(ax1a3 — a31a).

Da mesma forma que definimos o determinante de matrizes 3 x 3 usando o de-
terminante de matrizes 2 x 2, podemos definir o determinante de matrizes n x n su-
pondo que sabemos como calcular o determinante de matrizes (n—1) x (n—1). Para
isso, vamos estender a defini¢cao de cofatores para matrizes quadradas A = (aij)nxn.
O cofator do elemento 4;;, denotado por ;;, € definido por

ﬁij = (—1)i+j det(A,‘]’),

ou seja, o cofator dij, do elemento ajj ¢ igual a mais ou menos o determinante do
menor Aij, sendo o mais e o menos determinados pela seguinte disposigdo:
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Seja A = (ajj)nxn- O determinante de A, denotado por det(A), é definido por

n
det(A) = andy + appdin + ... + a1ud1, = Y a1jiy;, 2.7)
=1

em que dyj = (-1t det(Alj) é o cofator do elemento a;;. A expressdo (2.8) é chamada desenvolvimento ou
expansdo em cofatores do determinante de A em termos da 1? linha.

Seja
0 0 0 -3
A= 12 3 4
-1 3 2.5
21 =20

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

det(A) = 013 + 0dqp + 0d13 + (—3)d14,

1 2 3
iy = (—1)*det(B), emque B= 13 2
2 1 =2
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Mas o det(B) também pode ser calculado usando cofatores,

det(B) = 1?)114—2?}12—5—3513
= 1(=1)"!det(Byy) +2(— )1+2det(312)+3(—1)1+3det(le3)
2 -1 3
= det{ 2} 2dt[ }+3det{ 5 1}
= —8-2(-2)+3( =-2
Portanto,

Usando a defini¢do de determinante, vamos mostrar que o determi-
nante de uma matriz triangular inferior (isto é, os elementos situados acima da dia-
gonal principal sdo iguais a zero) é o produto dos elementos da diagonal principal.
Vamos mostrar inicialmente para matrizes 3 x 3. Seja

al 0 0
a1 ap 0
a3] 4azp 4as3

A:

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

det(A) = ay1 det a2 0 = (11422033.
asy as3

Vamos supor termos provado que para qualquer matriz (n — 1) x (n — 1) triangular
inferior, o determinante é o produto dos elementos da diagonal principal. Entao

GoBack GoForward



103

vamos provar que isto também vale para matrizes n x n. Seja

a1 0 ... ... 0

A= a1 axn 0
: 0
an1 . Ann

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

az 0 el e 0
a a 0 :

det(A) = aqqy det | 732 733 = a1142 - . . Ay,
a2 e Ann

pois o determinante acima é de uma matriz(n —1) x (n — 1) triangular inferior. Em
particular, para a matriz identidade, I;,

det(l,) = 1.

Vamos provar uma propriedade do determinante que é usada para provar vérias
outras propriedades. Para isso vamos escrever a matriz A = (a;j)nx, em termos das
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suas linhas

em que A; é a linha i da matriz A, ou seja, A; = [aj14app...4;,]. Se a linha Ay é
escrita na forma Ay = aX + pY, emque X = [x1...x,], Y = [y1...yn] e e p
sdo escalares, dizemos que a linha Ay é combinacdo linear de X e Y. Se a linha Ay
é combinagdo linear de X e Y, entdo o determinante pode ser decomposto como no
resultado seguinte.

Seja A = (al-]-)nxn escrita em termos das suas linhas, denotadas por A; ou seja,
A; = lapap...ap). Se para algum k, a linha Ay = aX + BY, em que X = [x1...X],
Y = [y1...Yyn| e ae B sdo escalares, entio:
[ Aq ] [ Ay ] [ Ay ]
Ap1 Ap1 Ap1
det | aX+ BY | = adet X + Bdet Y
A1 A1 A1
L An i L An i L An i
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Aqui, Ay = aX + BY = [ax1 + By1 - .- &Xpn + BYn |-

Vamos provar aqui somente para k = 1. Para k > 1 é demons-

trado no 124. Se A] = aX + BY, em que X = [x1...x,],
Y = [y1...Yn] e e B sdo escalares, entdo:
aX + BY
Az L , "
det . = (—1)1+](06X]' + ‘By]) det(A1]~)
: j=1
An
n B n 4
= « Z X det(AU) + ﬁ Z Yj det(Alj)
j=1 j=1
X Y
Aj Ay
= ‘adet| . +pBdet | . |. |
An An
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O célculo do determinante da matriz a seguir pode ser feito da se-
guinte forma:

cost sent
cost sent

det cost sen t ] 5 det {

2cost —3sent 2sent+ 3cost

]+3det[ cost sent]_

—sent cost

Pela definicdo de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o de-
senvolvimento em cofatores segundo a 1? linha. O préximo resultado, que ndo va-
mos provar neste momento ( 124), afirma que o determinante
pode ser calculado fazendo-se 0 desenvolvimento em cofatores segundo qualquer li-
nha ou qualquer coluna.

Seja A uma matriz n X n. O determinante de A pode ser calculado fazendo-se o desenvolvimento em
cofatores segundo qualquer linha ou qualquer coluna.

n
det(A) = aplj +aplp + ...+ a;,d;,; = Z Lli]‘ﬁij, parai=1,...,n, (2.8)
j=1
n
= aljﬁU aF aZjﬁZj A ooo AR anjdnj = Z ai]-dl-]-, paraj=1,...,n, (2.9)
i=1

em que d;; = (—1)7 det( Ai]-) é o cofator do elemento a;;. A expressio (2.8) é chamada desenvolvimento em co-
fatores do determinante de A em termos da i-ésima linha e (2.9) é chamada desenvolvimento em cofatores do
determinante de A em termos da j-ésima coluna.
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Temos a seguinte consequéncia deste resultado.

Seja A uma matriz n X n. Se A possui duas linhas iguais, entio det(A) = 0.

O resultado é claramente verdadeiro para matrizes 2 x 2. Supondo
que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n = 1), vamos provar que
ele é verdadeiro para matrizes n x n. Suponhamos que as linhas k e | sejam iguais,
para k # I. Desenvolvendo o determinante de A em termos de uma linha i, com
i # k,1, obtemos

n

n 4 . -
det(A) = Zaijﬁij = Z(—l)lJF]aij det(A,])
j=1

!

Mas, cada A;j ¢ uma matriz (1 — 1) X (# — 1) com duas linhas iguais. Como estamos

supondo que o resultado seja verdadeiro para estas matrizes, entdo det(Aij) = 0.
Isto implica que det(A) = 0.

No préximo resultado mostramos como varia o determinante de uma matriz quando
aplicamos operagdes elementares sobre suas linhas.

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

108

Sejam A e B matrizes n X n.
Se B é obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entio
det(B) = adet(A);
Se B resulta de A pela troca da posigdo de duas linhas k # 1, entdo
det(B) = —det(A);
Se B é obtida de A substituindo-se a linha I por ela somada a um muiltiplo escalar de uma linha k, k # I, entdo

det(B) = det(A).

Segue diretamente do 2.10 104.
Sejam
[ Aq [ A1 ]
A A
A= : e B= :
Ap A
L An | | An |
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Agora, pelo 2.10 104 2.12, temos que
[ A ] [ Aq ] [ Ap ] [ Ap ] [(Aq ]
A+ Ay Ay Ay A A
0 = det : = det : + det : + det : + det
Ak+Al Ak Al Ak Al
An L An | L An | | An | L An

= 0+ det(A) + det(B) +0.

Portanto, det(A) = — det(B).

Novamente, pelo 2.10 104, temos que
[ A [ A1 ] [ A1 ] [ A1 ]
Ag Ay Ag Ag
det : = det : + adet : = det : . |
Ar+a Ay A Ay A
i Ay | | Ay | | Ay | | Ay |
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Vamos calcular o determinante da matriz

0 1 5
A=|3 -6 9
2 6 1

usando operagdes elementares para transformd-la numa matriz triangular superior
e aplicando o 2.13.

3 -6 9
det(A) = —det| 0 1 5 12 linha +— 22 linha
2 6 1
1 -2 3]
= —3det | O 1 5 1/3x12 linha — 12 linha
2 6 1
1 -2 3]
= —3det]| 0 1 5 —2x12 linha+3? linha — 32 linha
0 10 -5
1 -2 37
= —3det]| 0 1 5 —10x22 linha+3? linha — 32 linha
0 0 —55 |

= (—3)(—55) = 165

Quando multiplicamos uma linha de uma matriz por um escalar a (neste caso
« = 1/3) o determinante da nova matriz é igual & a« multiplicado pelo determi-
nante da matriz anterior. Mas o que estamos calculando aqui é o determinante da
matriz anterior, por isso ele é igual a 1/« (neste caso 1/a = 3) multiplicado pelo
determinante da matriz nova.

Para se calcular o determinante de uma matriz n X n pela expansido em cofatores, pre-
cisamos fazer n produtos e calcular n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1),
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que por sua vez vai precisar de n — 1 produtos e assim por diante. Portanto, ao todo
sdo necessdrios da ordem de n! produtos. Para se calcular o determinante de uma
matriz 20 x 20, é necessario se realizar 20! &~ 10'® produtos. Os computadores pes-
soais realizam da ordem de 10® produtos por segundo. Portanto, um computador
pessoal precisaria de cerca de 10'° segundos ou 10° anos para calcular o determi-
nante de uma matriz 20 x 20 usando a expansdo em cofatores. Entretanto usando o
método apresentado no exemplo anterior para o calculo do determinante, é necessa-
rio apenas da ordem de % produtos. Ou seja, para calcular o determinante de uma
matriz 20 x 20 usando o método apresentado no exemplo anterior um computador
pessoal gasta muito menos de um segundo.

A seguir estabelecemos duas propriedades do determinante que serdo demons-
tradas somente na 222 117.

Sejam A e B matrizes n X n.
O determinante do produto de A por B é igual ao produto dos seus determinantes,

det(AB) = det(A) det(B) .

Os determinantes de A e de sua transposta A' sio iguais,

det(A) = det(A");
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Como o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta ( 2.14.(b)),
segue-se que todas as propriedades que se referem a linhas sdo validas com relagdo as colunas.

Seja A = (aij)nxn. Vamos mostrar que se A é invertivel, entdo

1
~ det(A)”

det(A™1)
ComoAA =1, aplicando-se o determinante a ambos 0s membzros destaigual-
dade e usando o 2.14, obtemos
det(A) det(A™1) = det(1I,).

Mas, det(l,;) =1 ( 2.11 102, a matriz identidade também é trian-
1

~ det(A)

gular inferior!). Logo, det(A™!)

Se uma matriz quadrada é tal que A? = A~!, entdo vamos mostrar
que det(A) = 1. Aplicando-se o determinante a ambos os membros da igualdade

acima, e usando novamente o 2.14 e o resultado do exemplo anterior, obte-
mos
1
det(A))? = .
(det(A))" = 5 ot(A)

Logo, (det(A))3 = 1. Portanto, det(A) = 1.

Oresultado seguinte caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis
e os sistemas lineares homogéneos que possuem solucdo néo trivial.
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Seja A uma matriz n X n.
A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

O sistema homogéneo AX = 0 tem solugio nio trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.
A demonstracdo deste item segue-se de trés observagoes:

e Pelo 2.13 108, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.
e Pela 1.5 46, ou R = I, ou a matriz R tem uma linha
nula. Assim, det(A) # 0 se, e somente se, R = I,.
e Pelo 2.7 78, R'= I, se, e somente se, A é invertivel.
Pelo 2.8 83, o'sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo néo

trivial se, e somente se, a matriz A ndo é invertivel. E pelo item anterior, a
matriz A é ndo invertivel se, e somente se, det(A) = 0.
[ |

Considere a matriz

A=

S ON
—~ NN
WON
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x
Determinar os valores de A € R tais que existe X = | y | # 0 que satisfaz
z
AX = AX.
Para cada um dos valores de A encontrados no item anterior determinar todos
X
X =1y | taisque AX = AX.
z

Como a matriz identidade I3 é o elemento neutro do produto, entdo
AX=AX & AX=ABX.
Subtraindo-se AI3 X obtemos
AX—-ABX =0 < (A-AL)X=0.

Agora, este sistema homogéneo tem solugdo néo trivial (X # 0) se, e somente
se,

det(A — Als) = 0.

Mas
2—A 2 2
det| 0 2-A 0 = —(A=22%(A=3)=0
0 1 3—A

se, e somente se, A = 2 ou A = 3. Assim, somente para A = 2 e A = 3 existem

X
vetores X = | y | # 0 tais que AX = AX.

z
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Para A = 2:

(A-2I3)X=0 < [

o OO
— O N
_ O N

|

x B
que tem solugdo o conjunto dos X = | vy ] = [ —a ],para todos os valores
z «
dea,p e R.
Para A = 3:
-1 2 2 x 0 X +- 2y + 2z = 0
(A-3L)X=0 < 0 -1 0 yl=1]10]| <« -y = 0
0 10 z 0 y = 0

que tem solugdo o conjunto dos X =
o

2
= 0 |, para todos os valores

dea € R.

. a bl .. P
A matriz A = { c d ] é invertivel se, e somente se,

det(A) = ad — bc # 0.

Neste caso a inversa de A é dada por

1 d —b
-1 _
N = det(A) [ —c a }’

como pode ser verificado multiplicando-se a candidata a inversa pela matriz A. Isto
também foi mostrado no Exercicio 2.1.10 na pédgina 96.
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Observe que este exemplo fornece uma regra para se encontrar a inversa de uma
matriz 2 X 2: troca-se a posi¢do dos elementos da diagonal principal, troca-se o sinal
dos outros elementos e divide-se todos os elementos pelo determinante de A.

Considere o sistema linear de 2 equagdes e 2 incégnitas

ax + by = g
cx + dy = h

A matriz deste sistema é

a b
aslr ]
Se det(A) # 0, entdo a solugdo do sistema é
g b
v aip_ 1 d b [g]_ 1 [dg—bn ]_ 1 |9 %44
det(A) | —¢ a h det(A) | —cg+ah det(A) | qe¢l @ 8
c h
ou seja, )
g b a g
det[hd} det ch]
x:——l y:—:—
a b a b
det{c d] det_c d}

esta é a chamada Regra de Cramer para sistemas de 2 equagdes e 2 incégnitas.
Pode-se mostrar (ver por exemplo [32] ou [33]), que para sistemas de 1 equagdes
e n incégnitas é vélidaa Regra de Cramer dada a seguir.
Se o sistema linear AX = B ¢é tal que a matriz A é n x n e invertivel, entdo a
solucdo do sistema é dada por

_ det(Ay) _ det(Ay) _ det(Ay,)

T det(A) 27T det(A) T det(A)

X1
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em que A; é a matriz que se obtém de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B,
paraj=1,...,n.
Existem sistemas AX = B de n equagdes e n incégnitas, com n > 2, em que

det(A) = det(A;) =--- =det(A,) =0

e o sistema ndo tem solugdo. Por exemplo o sistema

x + 2y + 3z =1
2x + 4y + 6z = 3
3x + 6y + 9z = 2

é tal que
det(A) = det(A;) = det(A;) = det(A3) =0,

mas ele ndo tem solugdo (verifique!).

Relembramos que uma matriz elementar é uma matriz que se obtém aplicando-
se uma operacdo elementar na matriz identidade. Assim, aplicando-se o
2.13 108 obtemos o resultado seguinte.

Se E;; é a matriz elementar obtida trocando-se as linhas i e j da matriz identidade, entdo
det(Ei,j) = -1

Se E;(«) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, multiplicando-se a linha i por «, entdo det(E;(«a)) = a.
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Se E;j(a) é
det(E; ()

a atrlz elementar obtida da matriz identidade, somando-se a linha j, « vezes a linha i, entdo

Lembramos também que uma matriz é invertivel se, e somente se, ela é o produto
de matrizes elementares ( 2.6 76). Além disso, o resultado da
aplicacdo de uma operacdo elementar em uma matriz é o mesmo que multiplicar a

matriz a esquerda pela matriz elementar correspondente.
Usando matrizes elementares podemos provar o

2.14.

Queremos provar que det(AB) = det(A) det(B). Vamos dividir a demonstragao
deste item em trés casos:

Se A = E é uma matriz elementar. Este caso segue-se diretamente da propo-
si¢do anterior e do 2.13 108.

Se A é invertivel, entdo pelo 2.6 76 ela é o produto de
matrizes elementares, A = E;... Ef. Aplicando-se o caso anterior sucessivas vezes,
obtemos

det(AB) = det(E;)«..det(E;) det(B) = det(E; ... E;) det(B) = det(A) det(B).

Se A é singular, pela 29 86, AB também é singular.
Logo,
det(AB) = 0 =0 det(B) = det(A) det(B).
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Queremos provar que det(A) = det(A!). Vamos dividir a demonstracio deste

item em dois casos.

Se A é uma matriz invertivel, pelo

76 ela é o produto

de matrizes elementares, A = E; ... Ey. E facil ver que se E é uma matriz elementar,
entdo det(E) = det(E") (verifique!). Assim,

det(A") = det(E}) ...det(E}) = det(Ey) ...det(E1) = det(E; ... Ex) =det(A).

Se A nio é invertivel, entdo Af também ndo o é, pois caso contrério, pelo
22 71, também A = (A")! seria invertivel. Assim, neste caso,

det(A") = 0 = det(A).

Se det(A) = —3, encontre

(a) det( A?); (b) det(A?);

(c) det(A™1);

(d) det(A");

Se A e B sdo matrizes n x n tais que det(A) = —2 e det(B) = 3, calcule det(A’B~1).

Seja A = (a;j)3x3 tal que det(A) = 3. Calcule o determinante das matrizes a seguir:

a1 ap ai3tap
a1 A Ap3+ax
az] aszxp asz+as;

Calcule o determinante das matrizes a seguir:

M ert tert
| re't (14 rt)e”

aj] +4aip 411 —4aip 413
A1 +4ax A1 —dx 0423
| 431 +4a3 a3 —asp 433
cos Bt sen Bt
| acosBt — Bsenpt wasenpt+ fcos Bt
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Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes usando operacdes elementares para
transforma-las em matrizes triangulares superiores.

1 -2 3 1 21 31
5 -9 6 3 101 1
-1 2 —6 -2 0 210
2 8 6 1 0 12 3
Determine todos os valores de A para os quais det(A —AlL,) =0, em que
[0 1 2 1 0 o0
A=10 0 3 A=1 -1 3 0
10 0 0 |3 2 =2
[2 -2 3 [ 2 2 3
A=10 3 -2 A=1]1 2 1
| 0 -1 2 |2 -2 1
X1
Determine os valores de A € R tais que existe X = : # 0 que satisfaz AX = AX.
Xn
[ 2 00 [2 3 0
A=13 -1 0 |; A=]101 0 |;
| 0 4 3 | 0 0 2
(1 2 3 4 (2 2 3 4
0O -1 3 2 0 2 3 2
A= 0 0 3 3| A= 0 011
| 0 0o 0 2 |0 0 0 1

Para as matrizes do exercicio anterior, e os valores de A encontrados, encontre a solugdo geral do sistema
AX = AX, ou equivalentemente, do sistema homogéneo (A — AL,)X = 0.
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Considere a seguinte matriz

2 -2 -4 0
-1 2 4 0
2 -4 -4 2

Determine os valores de A € R tais que existe X = # 0 que satisfaz AX = AX.

N = R

w

Para os valores de A encontrados na questdo anterior, encontre a solucédo geral do sistema

AX = AX.
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Comandos do MATLAB®:
» det (A) calcula o determinante da matriz A.
Comando do pacote GAAL:
» detopelp(A) calcula o determinante de A aplicando operagdes elementares até que a matriz esteja na
forma triangular superior.
Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma ideia do quao comum é encontrar ma-
trizes invertiveis. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:
» ¢=0; for n=1:1000,A=randi(2);if (det(A)~=0),c=c+1;end,end,c
(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha estd mandando o MATLAB® fazer é o
seguinte:
o Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

e Atribuir a varidvel A, 1000 matrizes 2 X 2 com entradas inteiras aleatdrias entre —5 e 5.

Se det(A) # 0, entdo o contador ¢ é acrescido de 1.

No final o valor existente na varidvel c é escrito.

Qual a conclusdo que vocé tira'do valor obtido na varidvel c?

Mostre que se det(AB) = 0, entdo ou A é singular ou B é singular.
O determinante de AB é igual ao determinante de BA? Justifique.
Mostre que se A € uma matriz ndo singular tal que A? = A, entéo det(A) = 1.

Mostre que se A = 0, para algum k inteiro positivo, entdo A é singular.
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Mostre que se A* = A1, entdo det(A) = +1;

Mostre que se « é um escalar e A é uma matriz n x n, entdo det(aA) = a” det(A).

Mostre que A, n X n, é invertivel se, e somente se, At A é invertivel.

Sejam A e P matrizes n x 1, sendo P invertivel. Mostre que det(P~'AP) = det(A).

Mostre que se uma matriz A = (al-j)nxn é triangular superior, (isto €, os elementos situados abaixo da
diagonal sdo iguais a zero) entdo det(A) = ay1a2; . . . dnn.

Mostre que se A = ;

outra. E se A for uma matriz n x n?

Z }, entdo det(A) = 0 se, e somente se, uma linha é multiplo escalar da

Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;j)uxn, € tal que A; = aAx + BA), para a e B

escalares e i # k, I, entdo det(A) = 0.

Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (aij)nxn, é tal que A; = Z ax Ay, para aq, ..., o

ki
escalares, entdo det(A) = 0.
Mostre que o determinante de Vandermonde é dado por
-1
1 x xi xy )
Xy X5 Xy
Vi = det = H(xi x;)
: : i>j
1 x, X3 xi—1
A expressdo a direita significa o produto de todos os termos x; — x; tais que i > jei,j = 1,...,n.

(Sugestdao: Mostre primeiro que V3 = (x3 — x2)(x2 — x1)(x3 — x1). Suponha que o resultado é verdadeiro
para matrizes de Vandermonde de ordem n — 1, mostre que o resultado é verdadeiro para matrizes de
Vandermonde de ordem 7. Faga as seguintes operag¢des nas colunas da matriz, —x1C;_1 + C; — C;, para

i=mn,...,2.Obtenha V,, = (x, — x1) ... (x2 — x1)V;_1.)
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Sejam A, B e D matrizes p X p, p X (n —p) e (n — p) x (n — p), respectivamente. Mostre que

A B
det [ i D } = det(A) det(D).
(Sugestao: O resultado é claramente verdadeiro para n = 2. Suponha que o resultado seja verdadeiro
para matrizes de ordem n — 1. Desenvolva o determinante da matriz em termos da 1? coluna, escreva
o resultado em termos de determinantes de ordem n — 1 e mostre que o resultado é verdadeiro para
matrizes de ordem n.)

Dado um polinémio
p(t) = (=1)"(t"+ ﬂnfll’n_l + o ag)

Verifique que a matriz

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : N 4 : ’
0 0 0 --- 1
—do. —ar —ax o —lp-1

nxn

é tal que det(A — tI,) = p(t). Esta matriz é chamada matriz companheira do polinémio p(t). (Sugestao:
verifique para n = 2 e depois supondo que seja verdade para matrizes (n — 1) x (n — 1) mostre que é
verdade para matrizes n x n expandindo em cofatores em relagdo a primeira coluna)

2.11 106

2.10 104 . Deixamos como exerci-

cio para o leitor a verificagdo de que para matrizes 2 x 2 o resultado é verdadeiro.
Supondo que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos
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provar para matrizes n X n. Sejam

Aq Aq Aq
Ak Ax1 Ak
A= | aX+pY |, B=| X e C=| Y
Akt Akt Aks1
i Ay ] | An | | Ap |

Suponha que k = 2,...,n. As matrizes Ayj, Byj e Cyj86 diferem na (k — 1)-ésima
linha (lembre-se que a primeira linha é retirada!). Além disso, a (k — 1)-ésima linha
de Al]- é igual a « vezes a linha correspondente de Elj mais § vezes a linha cor-
respondente de Clj (esta é a relagdo que vale para a k-ésima linha de A). Como

estamos supondo o resultado verdadeiro para matrizes (1 —1) x (n — 1), entdo
det(Ay;) = adet(By;) + Bdet(Cyj). Assim,

™=

det(A) = (—1)"iay; det(Ay))

-
Il
-

I
™=

I
—_

(—1)l+fa1]~ [ det(B’l/) + ,Bdet((flj)}
]

n ] .
® Z(—1)1+]b1j det(Blj) + ﬁ
=1

= adet(B) + pdet(C),

(—1)1+jC1]‘ det(élj)

5

j=1

pois a1 = blj = c1j, paraj=1,...,n. |

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

126

Sejam Ey = [10...0],E; =[010...0],...,E, =[0...01]. Se A é uma matriz n x n, cuja i-ésima
linha é igual a Ey, para algum k (1 < k < n), entdo

det(A) = (—=1)"*F det(Ay).

E facil ver que para matrizes 2 x 2 o lema é verdadeiro. Suponha
que ele seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é
verdadeiro para matrizes n x n. Podemos supor que 1 < i < n.

Seja Bj a matriz (n — 2) x (n +2) obtida de A eliminando-se as linhas 1 e i e as
colunas jek, paral <j <n.

Para j < k, a matriz A; é uma matriz (n =1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima li-
nha ¢ igual a E;_;. Para j > k, a matriz Ayjé uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja
(i — 1)-ésima linha ¢é igual a E;. Como estamos supondo o lema verdadeiro para
estas matrizes e como pelo 2.10 104 se uma matriz tem uma linha
nula o seu determinante é igual a zero, entdo det(A;;) = 0, segue-se que

(—1) =D+ (k1) det(B;) sej <k,
det(Asj) =14 0 sej=k, (2.10)
(—1)(=1+k det(B;) sej>k.
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Usando (2.10), obtemos
n ) -
det(A) = Z(—1)1+]a1j det(A,']’)
j=1

n . .
_ 2(71)1-‘4-]&1],( )(1 1)+(k—1) det + Z 1+]ﬂ )(1—1)+k det(B]-)
j<k >k

Por outro lado, temos que

. ~ . n o
(—1)" ™ det(Ay) = (1) | Y"(~1)"ay; det(B Z (=)0 "Dgy; det(B;)
j<k >k
E simples a verificacio de que as duas expressdes acima sao iguais. u
2.1 106
Pelo 2.14 111 basta provarmos o resultado para o desenvolvi-

mento em termos das linhas de A. Sejam
E;=[10...0], E,=[010:..0], ..., E,=[0...01].

Observe que a linha i de A pode ser escrita como

n
Ai = Z al‘]‘E]‘.
j=1

Seja B; a matriz obtida de A substituindo-se a linha i por E;. Pelo 2.10
104 e o 2.17 segue-se que
n n o B
det(A Z i det(B Z(—1)1+]aij det(A,-j).
j=1 j:l
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Calcule o determinante da matriz seguinte usando operac¢des elementares para transforma-la em uma
matriz triangular superior.

1 39 7
2 3 25
0 3 4 1
4 6 9 1
Se possivel, encontre a inversa da seguinte matriz:
1 0 0 2
01 00
0 010
2 0 0 2

Encontre todos os valores de A para os quais a matriz A — Al tem inversa, em que

WL, DNNDN
NN OO
-0 O
N O OO

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
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Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e impulso, para se-
rem completamente identificadas, precisam, além da magnitude, da direcdo e do
sentido. Estas grandezas sdo chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente veto-
res.

Geometricamente, vetores sdo representados por segmentos (de retas) orienta-
dos (segmentos de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espago. A
ponta da seta do segmento orientado é chamada ponto final ou extremidade e o
outro ponto extremo é chamado de ponto inicial ou origem do segmento orientado.

Segmentos orientados com mesma dire¢do, mesmo sentido e mesmo compri-
mento representam o mesmo vetor. A diregéo, o sentido e o comprimento do vetor
sdo definidos como sendo a direcdo, o sentido e o comprimento de qualquer um dos
segmentos orientados que o representam.

Este fato é anédlogo ao que ocorre com os niimeros racionais e as fragdes. Duas
fragdes representam o mesmo ndmero racional se o numerador e o denominador de
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/
%

Figura’3.1. Segimentos orientados representando o mesmo vetor
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cada uma delas estiverem na mesma proporgdo. Por exemplo, as fragoes 1/2,2/4
e 3/6 representam o mesmo nimero racional. A defini¢do de igualdade de vetores
também é analoga a igualdade de ntiimeros racionais. Dois niimeros racionais a/b e
c/d sdoiguais, quando ad = bc. Dizemos que dois vetores sdo iguais se eles possuem
0 mesmo comprimento, a mesma dire¢do e o mesmo sentido.

Na 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes,
que representam o mesmo vetor, ou seja, sdo considerados como vetores iguais, pois
possuem a mesma diregdo, mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor V. é A e o ponto final é B,
entdo escrevemos

A soma, V + W, de dois vetores V e W é determinada da seguinte forma:
e tome um segmento orientado que representa V;

e tome um segmento orientado que representa W, com origem na extremidade
de V;

e o vetor V + W é representado pelo segmento orientado que vai da origem de V
até a extremidade de W.
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Da 3.2, deduzimos que a soma de vetores é comutativa, ou seja,
V+W=W+YV, (3.1)

para quaisquer vetores V e W. Observamos também que a soma V + W estd na
diagonal do paralelogramo determinado por V e W, quando estdo representados
com a mesma origem.

Da 3.3, deduzimos que a soma de vetores é associativa, ou seja,

V+(WHU) = (V+ W)+, (32)

para quaisquer vetores V, W e UL
O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado
vetor nulo e denotado por 0. Segue entdo, que

V40=0+V=V, (3.3)

para todo vetor V.
Para qualquer vetor V, o simétrico de V, denotado por —V, é o vetor que tem
mesmo comprimento, mesma dire¢do e sentido contrario ao de V. Segue entdo, que

V+(=V)=0. (3.4)
Definimos a diferenca W menos V, por
W—-V =W+ (=-V).
Segue desta definicdo, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
W+(V-W)=(V-W)+W=V+(-W+W)=V+0=V.

Assim, a diferenca V — W é um vetor que somado a W d4 V, portanto ele vai da
extremidade de W até a extremidade de V, desde que V e W estejam representados
por segmentos orientados com a mesma origem.
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A multiplicacdo de um vetor V por um escalar &, « V, é determinada pelo vetor que
possui as seguintes caracteristicas:
éovetornulo,sea =0o0uV =0,

caso contrario,

tem comprimento |«| vezes o comprimento de V,
a dire¢do é a mesma de V (neste caso, dizemos que eles sdo paralelos),

tem o mesmo sentidode V,sea > 0e
tem o sentido contrario ao de V, se a < 0.

As propriedades da multiplicacdo por escalar serdo apresentadas mais a frente.
Se W = a V, dizemos que W é um miiltiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores

ndo nulos sdo paralelos (ou colineares) se, e somente se, um é um multiplo escalar
do outro.
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Figura8.5. M cacdo de vetor por escalar
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As operagdes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coorde-
nadas retangulares ou cartesianas. Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores
no plano.

Seja V um vetor no plano. Definimos as componentes de V como sendo as co-
ordenadas (v1,vp) do ponto final do representante de V que tem ponto inicial na
origem. Vamos identificar o vetor com as suas componentes e vamos escrever sim-
plesmente

V = (v1,02).
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Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor &5, que
vai da origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particulat, o vetor nulo,
0 = (0,0). Em termos das componentes, podemos realizar facilmente as operagoes:
soma de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar.

e Como ilustrado na 3.8, a soma de dois vetores V. = (vy,05) e

W = (wq,w,) é dada por

V4+ W= (01 +w1,vz+w2);

e Como ilustrado na 3.9, amultiplicacdo de um vetor V = (v1,v;) por um
escalar « é dada por

aV = (av,a0).

GoBack GoForward



3.1 Soma de Vetores e Multiplicagao por Escalar NM
) &{b’

y vew o
Uyt A av
U2
wy 2
W
X
(41 ey
U1 wy vitwy X

Figura 3.9. A multiplicacdo de vetor por escalar

Figura 3.8. A soma de dois veto op no plano
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Definimos as componentes de um vetor no espaco de forma andloga a que fizemos
com vetores no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas
retangulares no espaco. Para isto, escolhemos um ponto como origem O e como ei-
x0s coordenados, trés retas orientadas (com sentido de percurso definido), passando
pela origem, perpendiculares entre si, sendo uma delas vertical orientada para cima.
Estes serdo os eixos x,y e z. O eixo z é o eixo vertical.' Os eixos x e y sdo horizontais
e satisfazem a seguinte propriedade. Suponha que giramos o eixo x pelo menor an-
gulo até que coincida com o eixo y. Se os dedos da mao direita apontam na direcao
do semieixo x positivo de forma que o semieixo y positivo esteja do lado da palma
da mdo, entdo o polegar aponta no sentido do semieixo z positivo. Cada par de ei-
xos determina um plano chamado de plano coordenado. Portanto, os trés planos
coordenados sdo: xy, yz e xz.

A cada ponto P no espago associamos um terno de nimeros (x,y,z), chamado
de coordenadas do ponto P como segue.

e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

e A intersecdo da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xy é o
ponto P’. As coordenadas de P/, (x,y), no sistema de coordenadas xy sdo as
duas primeiras coordenadas de P.

e A terceira coordenada ¢ igual ao comprimento do segmento PP, se P estiver
acima do plano xy e ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se
P estiver abaixo do plano xy.
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As coordenadas de um ponto P sdo determinadas também da maneira dada a seguir.
e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

e A interse¢do do plano paralelo ao plano xy, passando por P, com o eixo z de-
termina a coordenada z.

e A interse¢do do plano paralelo ao plano xz, passando por P, com o eixo y de-
termina a coordenada y

¢ A interse¢do do plano paralelo ao plano yz, passando.por P, com o eixo x de-
termina a coordenada x.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas
também nas operagdes de vetores no espaco. Seja V um vetor no espago. Como no
caso de vetores do plano, definimos as componentes de V como sendo as coordena-
das (v1,v2,v3) do pontofinal do representante de V que tem ponto inicial na origem.
Também identificamos o vetor com as suas componentes e vamos escrever

V = (v1,02,03).
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Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor (i)’ que
vai da origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particulat, o vetor nulo,
0 = (0,0,0). Assim, como fizemos para vetores no plano, para vetores no espago
a soma de vetores e a multiplicacdo de vetor porescalar podem ser realizadas em
termos das componentes.

e SeV = (v1,03,v3) e W = (wy, wp, w3), entdo a adi¢do de V com W é dada por

V4+ W= (Z)l +w1,?}2+ZU2,Z)3—|—W3),’

e Se V = (v1,v;,03) e w é um escalar, entdo a multiplica¢do de V por a é dada por

aV = (av,a0y,003).

SeV =(1,-2,3), W=1(2,4,—1),entdo
V4+W=(1+2,-2+4,3+(-1))=(3,2,2), 3V=(3-1,3(-2),3-3) =(3,-6,9).
Quando um vetor V estd representado por um segmento orientado com ponto ini-

cial fora da origem ( 3.13), digamos em P = (x1,¥1,21), e ponto final em
Q = (x2,¥2,22), entdo as componentes do vetor V sdo dadas por

—  — —
V =PQ=0Q — OP= (x3 — x1,y2 — Y1,22 — 21).
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Portanto, as componentes de V sdo obtidas subtraindo-se as coordenadas do
ponto Q (extremidade) das do ponto P (origem). O mesmo se aplica a vetores no
plano.

As componentes do vetor V' que tem um representante com ponto
inicial P = (5/2,1,2) e ponto final Q = (0,5/2,5/2) sdo dadas por

V =PQ= (0—5/2,5/2—1,5/2—2) = (=5/2,3/2,1/2).

O vetor é “livre”, ele ndo tem posicdo fixa, ao contrario do ponto e do segmento orientado. Por
exemplo, o vetor V = (=5/2,3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por um segmento orientado
com a origem no ponto P = (5/2,1,2). Mas, poderia ser representado por um segmento orientado cujo ponto
inicial poderia estar em qualquer outro ponto.

Um vetor no espago V = (v1,v;,v3) pode também ser escrito na notagdo matricial
como uma matriz linha ou como uma matriz coluna:

V= (%) ou VZ[Ul (%) 03].

Estas notacoes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 wq U1+ wq U1 Qv
VW= |0 |+ | wp | =| vp+wy |, aV=a]| vy | = | avy
U3 w3 U3 + W3 U3 QU3
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ou
VAW=[0v v v3]+[w w w3y ]|=[vi+w w+w uvz+ws],
aV=alv v v3]=][avy avy avs |
produzem os mesmos resultados que as operagdes vetoriais
V 4+ W = (v1,0p,03) + (wy,wo, w3) =(v1 + w1, 02 +wo, v3+ w3),
aV = a(vy,vp,v3) = (0w, a0, 403).

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de
vetores e multiplicagdo de vetores por escalar.
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Sejam U,V e W vetores e « e B escalares. Sao vdlidas as seguintes propriedades:

Uu+v=v+u; a(BU) = (ap)U;
U+ V)+W=U+ (V+W), a(U+V)=al+aV;
u+0=u; (a +B)U = all + BU;
U+ (-Uu)=0; U = u.

Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (
1.1 9). n

Seja um triangulo ABC e sejam M e N os pontos médios de AC e BC,
respectivamente. Vamos provar que MN é paralelo a AB e tem comprimento igual
a metade do comprimento de AB.

Devemos provar que

— —
MN= = AB.

N —
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Vetores no Plane e no Espago

A

Agora, a partir da figura acima temos que

— =

N
MN=MC + CN .
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Como M é ponto médio de AC e N é ponto médio de BC, entdo

— 1 — — 1 —
MC= - AC e CN=-CB.
2 2
Logo,
— 17— 1= 1 — — 1 —

— —
Dados quatro pontos A, B, C e X tais que AX= A AB, vamos escre-

— —  —
ver CX como combinagio linear de CA e CB, isto é, como uma soma de multiplos

escalares de CA e CB

—

Como AX A AB entdo os vetores AX e AB sdo paralelos e portanto o ponto X
s6 pode estar na reta definida por A e B. Vamos desenha-lo entre A e B, mas isto ndo

representard nenhuma restricdo, como veremos a seguir.

O vetor que vai de C para X, pode ser escrito como uma soma de um vetor que

vai de C para A com um vetor que vai de A para X,

— — —
CX=CA + AX.
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Agora por hlpotese AX )L AB O que 1mphca que CX CA +A AB.
Mas, AB CB CA portanto CX CA +)\(CB CA) Logo,

- — —
CX=(1-A)CA+ACB.

Observe que:
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—  —
e Se A =0, entdo CX=CA.

— —
e Se A =1, entdo CX=CB.

—

— —
Se A =1/2,entdo CX=} CA +1 CB.

— — —
Se A =1/3,entdo CX= % CA +1 CB.

e Se 0 < A <1, entdo X pertence ao segmento AB, enquanto que se’ A < 0 ou
A > 1, entdo X pertence a um dos prolongamentos do segmento AB.

Vamos mostrar, usando vetores, que 6 ponto médio de um segmento
que une os pontos A = (x1,y1,21) e B= (x2,12,22) €

_(x1t+X Yy1+Y2 z1+22
M‘( 2 2 72 )

— —
O ponto M ¢ o ponto médio de AB se, e somente se, AM= 1 AB. Entdo, apli-

— =
cando o exemplo anterior (com o ponto C sendo a origem O), OM= 5 OA +; OB.
Como as coordenadas de um ponto sao iguais as componentes do vetor que vai da

H
origem até aquele ponto, segue-se que OM= 1 (x1,y1,21) + 3(x2,y2,22) €

[ x1t+X2 Yy1+Y2 21+ 22
M< 207 2 72 )

GoBack GoForward

Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

154

538

— —
Determine o ponto C tal que AC=2 ABsendo A = (0,—2) e B = (1,0).
Uma reta no plano tem equagdo y = 2x + 1. Determine um vetor paralelo a esta reta.

Determine uma equagdo para a reta no plano que é paralela ao vetor V = (2,3) e passa pelo ponto
Py = (1,2).

Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U).

6X — 2Y = U

Determine os vetores X e Y tais que { 3K 4 Y = U+v

Determine as coordenadas da extremidade do segmento orientado que representa o vetor V = (3,0, —3),
sabendo-se que sua origem estd no ponto P = (2,3, —5).

Quais sdo as coordenadas do ponto P/, simétrico do ponto P = (1,0,3) em relagdo ao ponto
. N

M = (1,2,—-1)? (Sugestdo: o ponto P’ é tal que o vetor MP'= — MP)

Verifique se os pontos dados a seguir sao colineares, isto é, pertencem a uma mesma reta:

A=(51,-3),B=(0,3,4)eC = (0,3,-5);
A=(-1,1,3),B = (4,2,~-3)eC = (14,4, —15);

Dados os pontos A = (1,—2,—-3), B=1(-5,2,—1) e C = (4,0, —1). Determine o ponto D tal que A, B, C
e D sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.

Verifique se o vetor U é combinacéo linear (soma de multiplos escalares) de V e W:

V=(9,+12,—6),W = (=1,7,1) e U = (—4,—6,2);
V=(54,-8),W=(211)el=(-3-41);

Verifique se é um paralelogramo o quadrildtero de vértices (ndo necessariamente consecutivos)
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A=(4-1,1),B=(9,-42),C=(434)eD = (4, —21,—14)
A=(4-1,1),B=(9,-4,2),C=(434)eD = (9,0,5)

Quais dos seguintes vetores sdo paralelos U = (6, —4, —2), V = (-9,6,3), W = (15, —10,5).
Considere os pontos A = (—3,0,4), B=(—3,-1,0) e C = (—1,—4,3).

Determine os pontos médios, M e N, dos segmentos AC e BC, respectivamente.
Verifique que

— 1 —

= - AB.
MN >

Determine o ponto D de forma que A, B, D.e C sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.

» V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por exemplo »
v=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2,3);

» V+W éasomadeVeW;» V-Wé a diferenca V menos W; » num*V é o produto do vetor V pelo escalar num;
» subs (expr,x,num) substitui x por num na expressdo expr;

» solve(expr) determina a solugdo da equacado expr=0;

Comandos graficos do pacote GAAL:

» desvet (P,V) desenha o vetor V com origem no ponto P e » desvet (V) desenha o vetor V com origem
no ponto O = (0,0,0).

» po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.
» lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2. » tex(P,’texto’) coloca o texto no
ponto P.

» axiss reescala os eixos com a mesma escala. » eixos desenha os eixos coordenados.
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» box desenha uma caixa em volta da figura.
» rota faz uma rotagdo em torno do eixo z.

» zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.

Coloque em duas varidveis V e W dois vetores do plano ou do espago a seu critério

Use a fungdo ilsvw(V,W) para visualizar a soma dos dois vetores.

Coloque em uma varidvel a um nimero e use a funcdo ilav(a,V) para visualizar a multiplicacdo
do vetor V pelo escalar a.

Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de um trapézio é paralelo
as bases, e sua medida é a média aritmética das medidas das bases. (Sugestao: mostre que

— 1 — —
MN= E(AB + DC)
— —
e depois conclua que MN é um multiplo escalar de AB. Revise o 3.3 149)
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A B

3.1.16. Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. (Sugestdo: Sejam M e N os pontos
—

médios das duas diagonais do paralelogramo. Mostre que o vetor MN= 0, entdo conclua que M = N.)

Julho 2014 GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

158 Vetores n0 Plahie e no Espago

A B

3.1.17. Considere o tridngulo ABC e sejam M o ponto médio de BC, N o ponto médio de AC e P o ponto médio

de AB. Mostre que as medianas (os segmentos AM, BN e CP) se cortam num mesmo ponto que divide
—

—
as medianas na propor¢ao 2/3 e 1/3. (Sugestdo: Sejam G, H e I os pontos definidos por AG= % AM,
— — = — — =

BH=% BN e CI= 3 CP. Mostre que GH= 0, GI= 0, conclua que G = H = I.)
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P B

3.1.18. Sejam A, B e C pontos quaisquer com A # B. Prove que:

— —
(a) Um ponto X pertence a reta determinada por A e B (AX= A AB) se, e somente se,

—  —

H
CX=aCA+BCB, com a+p=1.
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— —
Um ponto X pertence ao interior do segmento AB (AX= A AB, com 0 < A < 1) se, e somente se,

—
CX=aCA+BCB, com a>0, >0 e a+p=1

— —
Um ponto X é um ponto interior ao triangulo ABC (A’X= A A’B’,com0 < A < 1,em que A’ é um
ponto interior ao segmento AC e B’ é interior ao segmento CB) se, e somente se,

_>
CX=aCA4+BCB, com a>0, >0 e a+p<L
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3.1.19. Mostre que se aV = 0,entiow =00ouV =0.
3.1.20. Seal =aV,entétoU =V ?Esea #07?
3.1.21. SeaV = BV, entdiow= f? Ese V #0?
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Vetores no Plane e no Espago

3.2 Produto Escalar e Projecao Ortogonal

3.2.1 Norma e Produto Escalar

Ja vimos que o comprimento de um vetor V é definido como sendo o compri-
mento de qualquer um dos segmentos orientados que o representam. O compri-
mento do vetor V também é chamado de norma de V e é denotado(a) por ||V||.
Segue do Teorema de Pitdgoras que a norma de um vetor pode ser calculada usando

as suas componentes, por
— 2 4 o2
V[ = /o1 + 03,
no caso em que V = (v1,v2) é um vetor no plano, e por

V]| = y/oi + 03+ 23,

no caso em que V = (v1,v;,v3) é um vetor no espago (verifique usando as Figuras
3.14 ¢ 3.15).
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—  — -
Figura 3.13. V =SBO=0Q —OP

Y

S V = (v1,02)

oo
o

Figura8.14. A norma de um vetor V no plano

V= (01,02, 03)
L

Figura 3.15. A norma de um vetor V no espago
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Um vetor de norma igual & 1 é chamado vetor unitério.

A distancia entre dois pontos P = (x1,y1,21) e Q = (x2,¥2,22) € igual a norma
—
do vetor PQ ( 3.13 163). Como

N
PQ=0Q — OP= (xp — X1, Y2 = V1,22 — 21),

entdo a distancia de P a Q é dada por

dist(P,Q) = || PO || = /(2 — )2 + (72 — 12 ¥ (2 — 21 )%,

Analogamente, a distancia entre dois pontos P = (x1,11) e Q = (x2,2) no

—
plano é igual a norma do vetor PQ, que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = v/(¥a — x1)2 + (v2 — y1 )2

A norma do vetor V =(1,-2,3) é

V|| = /12 + (—2)2 + 32 = V14,

A distancia entre os pontos P = (2, -3,1) e Q = (—1,4,5) é

dist(,Q) = || PQ || = |(~1-2,4— (-3),5-1)[| = [(-3,7,4)|| = \/(-3)2 + 72 + £ = V74
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Se V = (v1,v3,v3) e « é um escalar, entdo da definigdo da multiplicagdo de vetor por
escalar e da norma de um vetor segue-se que

[laV]| = ||(av1, avo, av3)|| = \/(0401)2 + (0vp)? 4 (av3)? = \/ocz(v% +03 + v3),
ou seja,

aV]] = | [[V]- (3.5)

Dado um vetor V nio nulo, o vetor

u= (1) V-

é um vetor unitdrio nadire¢do de V, pois por (3.5), temos que

1
= \»] V] =1,
V]

Um vetor unitério na dire¢do do vetor V. = (1, —2,3) é o vetor
1 1 1 -2 3
U = 711 V = I 1/ _2/3 =\ .
(IVII> <\/14)( ) <\/14 V14 \/14)

O angulo entre dois vetores ndo nulos, V e W, é definido pelo angulo 6 determinado
por V e W que satisfaz 0 < 8 < 71, quando eles estdo representados com a mesma
origem ( 3.16).

Quando o angulo 6 entre dois vetores V e W é reto (§ = 90°), ou um deles é o
vetor nulo, dizemos que os vetores V e W sdo ortogonais ou perpendiculares entre
si.
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Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado é um escalar.
Por isso ele é chamado produto escalar. Este produto tem aplicacdo, por exemplo,
em Fisica: o trabalho realizado por uma forca é o produto escalar do vetor forca pelo
vetor deslocamento, quando a forga aplicada é constante.

O produto escalar ou interno de dois vetores V e W é definido por

0 se'V ou W é o vetor nulo,

VW= { [|V||||W||cos8,  caso contrério,

em que 6 é o angulo entre eles.

Quando os vetores sdo dados em termos-das suas componentes ndo sabemos
diretamente o angulo entre eles. Por isso, precisamos de uma forma de calcular o
produto escalar que ndo necessite do angulo entre os vetores.

Se V e W sdo dois vetores ndo nulos e 6 é o angulo entre eles, entdo pela Lei dos
Cossenos (ver Exercicio 3.2.10 na pagina 176),

IV —WI[? = |[VI]> + [[W]]> = 2[|V|| [|W]| cos 6.
Assim,

VW= (VI [Wlicose = 5 (IVIE+IIWIP - IV -WIR). ()

N =

Ja temos, entdo, uma férmula para calcular o produto escalar que ndo depende
diretamente do adngulo entre eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em
(3.6) obtemos uma expressao mais simples para o cdlculo do produto interno.
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\6 W

Figura 3.16. Angulo entre dois vetore

direita)

Figura 3.17. Twia esentantes de V, W e V — W. A esquerda o angulo entre V e W é agudo
e a direi
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Se V = (v1,vp,v3) e W = (wy, wp, w3) sdo vetores no espago, entdo substituindo-
se
2 2, .2, .2 2 2 2 2
[VI[F =01 +03+035, [[W]]" =w] +w; +w;3

IV =WI[* = (v1 —w1)? + (v — w2)* 4+ (v — w3)*

2 2

em (3.6) os termos v: e w7 sdo cancelados e obtemos

V- W = v1wq1 4+ vowy + v3ws.

O produto escalar ou interno, V - W, entre dois vetores é dado por
V- W = vywq + vywy,
se V = (v1,vp) e W = (wq, wy) sdo vetores no plano e por
V- W = viwq + vowy + vzws,

se V = (v1,03,0v3) e W = (wy, wyp, w3) sio vetores no espago.

Sejam V. = (0,1,0) e W = (2,2,3). O produto escalar de V por W é
dado por
V-W=vw +vowy+v3w3 =0-24+1-2+0-3=2.
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Podemos usar o 3.2 para determinar o angulo entre dois vetores ndo nulos,

Ve W. O cosseno do angulo entre V e W é, entdo, dado por

V.-w

cosf = ————.
VI TIWI]

Se V e W sdo vetores ndo nulos e 6 é o angulo entre eles, entdo
8 é agudo (0 < 0 < 90°) se, e somente se, V - W > 0,
0 é reto (0 = 90°) se, e somentese, V- W =0¢e
0 é obtuso (90° < 0 < 180°) se, e somentese, V : W < 0.

Vamos determinar o angulo entre uma diagonal de um cubo e uma de
suas arestas. Sejam V; = (1,0,0),V, = (0,1,0) e V3 = (0,0,1) ( 3.18). Uma
diagonal do cubo é representada pelo vetor D dado por

D=Vi+W+V;=(111).

Entdo o dngulo entre D e Vj satisfaz

D-V, 1.140.140.1 1

IDIVAll ~ W2 2+ ) (V2402407 V3

cosf =

ou seja,

6 = arccos(—=) ~ 54°.

1
V3
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Sejam U,V e W vetores e & um escalar. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
(comutatividade) U -V =V - U ;
(distributividade) U - (V+W) =U-V+U-W;
(associatividade) a(U - V) = (all) -V =U - (aV);
V.V =||V|]?>0,paratodo VeV -V =0se, esomentese, V = 0.

Sejam U = (uq,up, u3), V = (v1,02,03) e W = (wq, wp, w3).
U -V = uvuy + upvy + uzvs = v1uq + vptip + vzuz = V- U;
U- (V4 W)= (uy,upu3) - (034 wq, 02 + 3,03 + ws3) =
= u1(v1 +wy) + ua(va + wa) + ug(vs + ws) =

= (u101 + ugwy) + (U202 + upwy) + (U303 + Uzws3) =
= (U101 + upvy + uzv3) + (Wgwy + thwy +uswz) =U-V+U-W;

a(U-V) = a(uyv1 + upvy + usv3) = (auq)v1 + (au)vp + (auz)vs = (al) - V;

V-V = ||V||* é uma'soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a
zero e € zero se, e somente se, todas as parcelas sdo iguais a zero. |
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3.2.2 Projecao Ortogonal

Dados dois vetores V e W a projecdo ortogonal de V sobre W denotada por

proj V

€ o vetor que é paralelo a W tal que V — proj;,, V seja ortogonal a W (Figura 3.19).
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Vetores no Plane e no Espago

V — proj,, V

V — proj,, V

proj,, vV W

»
o

projy V

-

y

Figura 3.19. Projecdo ortogonal do vetor V sobre o vetor W
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Seja W um vetor nio nulo. Entdo, a projegio ortogonal de um vetor V.em W é dada por

. V~W>
10ji, V = W.
Sl <||W||2

Sejam V; = proj,, Ve Vo = V — projy,, V. Como V; é paraleloa W,

entdo
Vi =aW. (3.7)
Assim,
Vo=V —aW.
Multiplicando-se escalarmente V, por W e usando o 3.3 (d) obtemos
Vo - W= (V—-aW)-W=V-W-—a||W|> (3.8)

Mas, V, é ortogonal a W, entdo V, - W = 0. Portanto, de (3.8) obtemos

A | V-w
Wiz~
Substituindo este valor de & na equagéo (3.7) segue-se o resultado. |
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Exemplo 3.10. Sejam V = (2,—1,3) e W = (4, —1,2). Vamos encontrar dois vetores
VieVytaisque V = Vi + V), V; é paraleloa W e V; é perpendiculara W (Figura 3.19).
Temos que

V-W=2-44(-1)(-1)+3-2=15

[[W|? = 4%+ (-1)> + 22 = 21.

vV (Y (18 (4 g0y = (20,510
v etV = () v = (51) 612 = (22

2
V=V -V = (2,-1,3) — (2 —;'

10 6 211
7’ 7

)=y 5m)
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541

Determine a equacdo da reta no plano que é perpendicular ao vetor N = (2,3) e passa pelo ponto
Py =(—-1,1).
Seja O = (0,0,0). Qual o lugar geométrico dos pontos P = (x,y, z) tais que
—
|| OP ||? = 4? Qual figura é representada pela equacao x* + y* = 4?

Sejam V = (1,2, —3) e W = (2,1, —2). Determine vetores unitarios paralelos aos vetores
V+W. V-W. 2V —3W.

Determine o valor de x para o qual os vetores V = (x,3,4)e W=(3,1, 2) sdo perpendiculares.
Demonstre que nédo existe x tal que os vetores V = (x, 2,4) eW = (x, -2, 3) sdo perpendiculares.

Ache o dngulo entre os seguintes pares de vetores:
(2,1,0)e (0,1, -1); (1,1,1) e (0,—2—2); (3,3,0) e (2,1,-2).

Decomponha W = (—1,—3,2) como a soma de dois vetores W; e W,, com W, paralelo ao vetor (0,1,3) e
W, ortogonal a este tltimo. (Sugestao: revise o 3.10 174)

Ache o vetor unitdrio da bissetriz do angulo entre os vetores V = (2,2,1) e W = (6,2, —3). (Sugestao:
observe que a soma de dois vetores estd na direcdo da bissetriz se, e somente se, os dois tiverem o
mesmo comprimento. Portanto, tome miltiplos escalares de V e W de forma que eles tenham o mesmo
comprimento e tome o vetor unitdrio na direcdo da soma deles.)

Comandos numéricos do pacote GAAL:
» no(V) calcula a norma do vetor V.
» pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:
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» desvet(P,V) desenha o vetor V com origem no ponto P e » desvet (V) desenha o vetor V com origem
no ponto O = (0,0,0).

» po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontosP1, P2, ..., Pn.
» lineseg(P1,P2, cor’) desenha o segmento de reta P1P2.
» eixos desenha os eixos coordenados.

» box desenha uma caixa em volta da figura.

» axiss reescala os eixos com a mesma escala.

» rota faz uma rotagdo em torno do eixo z.

» zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.

» tex (P, ’texto’) coloca o texto no ponto P.
Coloque em duas varidveis V e W dois vetores bi-dimensionais ou tri-dimensionais a seu critério.

Use a fungdo ilproj (W, V) para visualizar a projeciode V em W.

Sejam V e W dois vetores ndo nulos, § o angulo entre eles e Wi = proj, V.

Usando somente o Teorema de Pitagoras mostre que
IVIP=IWilP+IV=wil> e |IV-WI2=[[V-W[]+][[W— W]

Mostre que ||[W — Wy || = | [[W]| — ||V]| cos8)].

Usando somente os itens anteriores prove a Lei dos Cossenos:
2 2 2
[V =WII" = [[VI[" + [[WI[" = 2[[V[| [[W]] cos 6.

Mostre que em um tridngulo is6sceles a mediana relativa a base é perpendicular & base.
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Mostre que o angulo inscrito em uma semicircunferéncia é reto.
— —

Sugestido para os préximos 2 exercicios: Considere o paralelogramo ABCD. Seja U =AB e V =AD.
Observe que as diagonais do paralelogramosdo U+ Vel — V.

Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares, entdo ele é um losango.

Mostre que se as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo comprimento, entdo ele é um retangulo.
SeV-W=V-UeV #0,entaio W = U?

Mostre que se V é ortogonal a Wy e W,, entdo V é ortogonal a ay Wy + apWh.

Demonstre que as diagonais de um losango sao perpendiculares. (Sugestdo: mostre que
—  — — = — —
AC - BD= 0, usando o fato de que AB=DCe || AB || = || BC||.)

Sejam V um vetor ndo nulo no espago e «,B e v os angulos que V forma com os vetores
i= (1, 0,0),; = (0,1,0) e k= (0,0,1), respectivamente. Demonstre que

cos®a + cos? B+ cos® v = 1.

ecosy = k)

Sugestdo: cosa = -
(Sug VT[]

Vi _ Vi
Tome s COSP = o=
VIl p VI
Demonstre que, se V e W sdo vetores quaisquer, entao:
VW= ([[VAW[? = [V - WI[[?);
1
VIR + W= > (WP + 1]V —wii).

(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
V+ W2 = (VW) (VW) e[V -W|?=(V-W) (V-W)

Demonstre que se V e W sdo vetores quaisquer, entdo:
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VW< [[VI[WI];

[V +WI| < [[V[]+[|W[]; (Sugestao: mostre que ||V +W|[> = (V+W) - (V+ W) < ([[VI|-+I[W]])?,
usando o item anterior)

’ V]| = [[W]] ‘ < ||V — W]||. (Sugestdo: defina U = V — W e aplique o item anterior a U e W)

Sejam Uy, U, e Uj trés vetores unitarios mutuamente ortogonais. Se A = [ Uy U, Us | é uma matriz
3 X 3 cujas colunas sdo os vetores Uj, U e Uz, entdo A é invertivel e Al = At (Sugestao: mostre que
AtA=15)

Vamos, agora, definir um produto entre dois vetores, cujo resultado é um vetor.
Por isso, ele é chamado produto vetorial. Este produto tem aplicacdo, por exemplo,
em Fisica: a forca exercida sobre uma particula com carga unitaria mergulhada num

campo magnético uniforme é o produto vetorial do vetor velocidade da particula
pelo vetor campo magnético.
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Figura 3.20. Triangulos formados por representantes de V, We V A, deV, Wife V = WieV —W;, V —-We
W — Wy, em que W = proj,, V. A esquerda o angulo entrf@ W/ &lV é agudo e a'direita € obtuso.

h=|W| senf

Figurd8:21. Area de um paralelogramo determinado por dois vetores

Julho 2014
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Sejam V e W dois vetores no espago. Definimos o produto vetorial, V x W, como sendo o vetor com as
seguintes caracteristicas:

Tem comprimento dado numericamente por

IV < W{[ = [[VI[|[W]|sen®,

ou seja, a norma de V x W é numericamente igual a drea do paralelogramo determinado por Ve W.
Tem diregdo perpendiculara Vea W.

Tem o sentido dado pela regra da méo direita ( 3.22): Se o angulo entre V e W é 0, giramos o
vetor V de um angulo 6 até que coincida com W e acompanhamos este movimento com os dedos da méao
direita, entdo o polegar vai apontar no sentido.de V x W.
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Figura 3.22." Regra da mdo direita
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Da forma como definimos o produto vetorial é dificil o seu calculo, mas as proprie-
dades que apresentaremos a seguir possibilitardo obter uma férmula para o produto
vetorial em termos das componentes dos vetores.

Sejam U,V e W vetores no espago e o um escalar. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
V x W = —(W x V) (anti-comutatividade).
V x W = 0 se, e somentese, V.= aW ou W = aV.
(VW) - V=(VxW)-W=0.
a(VXW)=(aV)x W=V x (aW).

Vx(W+U)=VxW+VxUe(V+W)xU=VxU+W x U (Distributividade em relagdo a soma de
vetores).

Pela definicdo do produto vetorial V x W e W x V tém o
mesmo comprimento'e a mesma dire¢do. Além disso trocando-se V por W
troca-se o sentido de V x W ( 3.22).

[lV x W|| = 0 se, e somente se, um deles é o vetor nulo ou send = 0, em que 0
é o angulo entre V e W, ou seja, V'e W sdo paralelos. Assim, V x W = 0 se, e
somentese, V = aWou W = aV.

Segue-se imediatamente da definigdo do produto vetorial.
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(d) Segue-se facilmente da defini¢do do produto vetorial, por isso deixamos como
exercicio para o leitor.

(e) Este item serd demonstrado no Apéndice Il na pagina 203.
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Os vetores candnicos

i=(1,0,0, j=(0,1,0) e k=(0,0,1)

sdo vetores unitarios (de norma igual & um) paralelos aos eixos coordenados. Todo
vetor
V = (v1,02,03)
pode ser escrito como uma soma de muiltiplos escalares de 7, f k (combinaggo linear),
pois
V= (Ul, 02, 03) ('()1, O/ 0) <& (O/ 02, 0) + (Or Or 03) =
v1(1,0,0) +v2(0,1,0) + v3(0,0,1) =

= M ?+ U2 7+ U3 k. (3.9)
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Figura 3.23. Vetores i7 k Figura3.24. V = vlf—k vJ—i— vg?

J
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Da definigdo de produto vetorial podemos obter facilmente as seguintes relagdes:

ixi=0, jxj=0, kxk=0,
PxioE Txkei Exiz]
Fxie K Fxje i ixke]

Agora, estamos prontos para obter uma férmula que dé o produto vetorial de dois
vetores em termos das suas componentes.

Sejam V = (v1,v2,03) e W = (wq, wo, w3) vetores no espago. Entdo o produto vetorial V.- x W é dado

VxW:(det[vz vs ],det[vl v },det[vl e D (3.10)
Wy W3 w1 w3 wy W2

por

De (3.9) segue-se que podemos escrever

V:U1?+sz+03z e WZW1?+sz+W3E.
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Assim, pela distributividade do produto vetorial em relagdo a soma, temos que

VxW = (01?+vzf+v3ﬁ)x(w1?+w2]_"+w37€)
= vyw (i x 1) +01w2(7 X ) + vqw3 (7 x k) +
+ 0w (F X 1) + 2w (] % ) + vpws (j x k) +
+ 03wy (k X 1) + w30 (k % ]) + v3w3(k x k)
= (vows3 — v3wy)i + (v3wy — 01W3)7+ (1w, — vzwl)E

= det[vz 3 ]7—det{vl o3 }ﬂdet[vl o2 ]E
wo W3 w1 w3 wy,  wr

- (dt[ }_ t[ }dt{ v2 D
Wy w3 wy w3 wy Wy
|

Para obter as componentes do produto vetorial V x W procedemos como se segue:

Vil _ | v v v ||

W | | w w, ws |’
e Para calcular a primeira componente de V x W, elimine a primeira coluna da
matriz acima e calcule o determinante da sub-matriz resultante. A segunda
componente é obtida, eliminando-se a segunda coluna e calculando-se o deter-

minante da sub-matriz resultante com o sinal trocado. A terceira é obtida como
a primeira, mas eliminando-se a terceira coluna.

e Escreva a matriz:
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Vetores no Plane e no Espago

Exemplo 3.11. Sejam V = i42j — 2k e W = 3{ + k. Vamos determinar o produto

vetorial V x W. Como

entao

V><W:<det[§

V] [1 2 =2
w730 1]

-2 1 -2 1 2
_,—de’c{3 1},det{3 0})2(2,—7,—6).

Usando os vetores i, j e k o produto vetorial V x W, pode ser escrito em termos do “determinante”

V x W = det

- —

k

J - - -
v 03 :det[vz v3}idet[2} Z}Z}jeret[vl vz]k.
1

wy w3 w1 w3

Wy w3
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Bigdta 3.25. Area do triangulo PQR
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Exemplo 3.12. Vamos calcular a drea do trisngulo PQR em que (Figura 3.25)
P=(320), Q=(043) e R=(1,02).
Sejam
.
V =RP=(3—1,2—0,0—2) = (2,2,-2)
—
W =RQ=(0—1,4—0,3-2) = (~1,4,1).

Entao,
V x W = (10,0,10) = 10(1,0,1).

A drea do tridangulo POR é a metade da area do paralelogramo com lados deter-
minados por V e W. Assim,

. 1
Area = §||V>< W|| = 5v2.

3.32° Produto'Misto

O produto (V x W) - U é chamado produto misto de U, V e W. O resultado
abaixo mostra como calcular o produto misto usando as componentes dos vetores.
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Sejam U = ulf—i— u2f+ u3%, V= 017+ vzf+ 03E eW = wJ—i— w27+ w37€. Entio,

01 U2 U3
(VX W) -U=det| wg wp, w3
Uy Uz Uz

Segue do 3.2 168, do 3.6 186
e da defini¢do de determinante de uma matriz que
(VxW)-u = (ul,uz,u3)~<det[vz o3 ],—det[vl v3 },det{vl 2 })
wy W3 w, W3 w1 W2
= uldet[v2 U3 ]—uzdet{vl Y3 }—!—ug,det[vl 2 ]
wz2 w3 wy w3 wp w2
U1 U2 U3
= det| wg wp ‘ws |. |
ui Uz Uz

O produto misto dos vetores U = 2i — ]_"+ 3k, V = —i+ 4]_"—}—7(' e
W =5i4j—2ké

U] Uy U3 -1 4 1
(VxW)-U=det| wy wy w3 | =det 5 1
ui Uy Uz 2 -1 3
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Dados trés vetores no espago, U,V e W,
[(V xW)- U]

¢ numericamente igual ao volume do paralelepipedo determinado por U,V e W.

O volume do paralelepipedo determinado por U,V e W é igual ao
produto da area da base pela altura, ou seja, pela defini¢do do produto vetorial, o
volume é dado por

VxW||h.

Mas, como vemos na 3.26 a altura é h = ||U||| cos 6], 0 que implica que

Volume = |

Volume = ||V x W|| ||U]|| cos8| = [(V x W) - U] .

Sejam V ='4i, W = 2{ + 5] e U = 3i 4 3] + 4k. O volume do para-
lelepipedo com um vértice na origem e arestas determinadas por U,V e W é dado

por

4 0
volume:|(V><W)-U|:|det[2 5
3 3

= O O

]=|80|=80.
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[[U]]]cos |

Figura 3.26. Volume do paralelepipedo determinado por V, We U
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N -
Figura 3.27. (P eterminado por U, Ve W do Exemplo 3.14
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Segue imediatamente do 3.7edo 3.8 um critério para saber se trés
vetores sdo paralelos a um mesmo plano.

Sejam U = ulf—i— u2]_"+ u3E, V = vﬁ—i— 02]_"4— U3E e W = wlf—l— wz]_"—l— w3E. Estes vetores sdo
coplanares (isto €, sio paralelos a um mesmo plano) se, e somente se,

v U2 U3
(VxW)-U=det| wi wp, w3 | =0.

Uy Uz Uug
Vamos verificar que os pontos P = (0,1,1), Q = (1,0,2),
R = (1,-2,0) e S = (—2,2,—2) sdo coplanares, isto é, pertencem a um mesmo

plano. Com estes pontos podemos construir os vetores
H
PQ=(1-0,0-1,2-1)=(1,-1,1),
H
PR=(1-0,—2-1,0-1)=(1,-3,-1) e
.H
PS=(-2-0,2—-1,—2—-1)=(-2,1,-3)

Os pontos P, Q, R'e S pertencem a um mesmo plano se, e somente se, os vetores
— = —

PQ, PR e PS sédo coplanares. E isto acontece se, e somente se, o produto misto deles
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é igual zero.
— = — -3 -1
(PR x PS)-PQ=det| -2 1 -3 | =0.
1 -1 1

Assim, P, Q, R e S sdo coplanares.

O resultado a seguir sera usado no préximo capitulo para deduzir as equacdes para-
métricas do plano.

Sejam U,V e W vetores coplanares nio nulos no espago.

Entdo a equagdo vetorial
xU+yV+zW =0

tem solugdo ndo trivial, em que x,y e z sdo escalares.
Entdo um dos vetores U, V ou W é combinagio linear (soma de miiltiplos escalares) dos outros dois.

Se V e W sio ndo paralelos, entdo U é combinagio linear de Ve W.

Seja A a matriz cujas colunas sdo U, V e W escritos como veto-
res colunas. A equagdo xU + yV +zW = 0 é equivalente ao sistema AX = 0.
Se'lUl, V e W sdo coplanares, entdo

det(A) = det(A") = (U x V) -W=0.
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Logo a equacdo xU + yV + zW = 0 tem solugdo nao trivial.

Pelo item anterior a equagdo xU + yV + zW = 0 possui solugdo ndo trivial. Mas,
se isto acontece, entdo um dos escalares x ou y ou z pode ser diferente de zero.
Sex # 0, entdo U = (—y/x)V + (—z/x)W, ou seja, o vetor U é combinagdo
linear de V e W. De forma semelhante, se y # 0, entdo V é combinacao linear
de U e W esez # 0, entdo W é combinacdo linearde U e V.

Como U,V e W sdo coplanares, entdo a equacdo xU +yV +zW = 0 possui
solugdo ndo trivial com x # 0. Pois, caso contrario yV +zW = 0 com y ou z
ndo simultaneamente nulos o que implicaria que V e W seriam paralelos (por
que?). Logo U = (—y/x)V 4 (—z/x)W.

|

Considere os vetores
4)
U =PQ= (1,-1,1),

ﬁ
V =PR=(1,-3,-1) e

H
W =PS=(-2,1,-3)
do 3.15 195. A equacado

xU+yV+zW =0

é equivalente ao sistema

x +.y — 2z =0
-x — 3y + z =0
x — y — 32z =0
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Escalonando a matriz do sistema obtemos

1 1 -2 1 1 -2 1 1 -2
-1 -3 1| ~10 -2 -1 |~|0 -2 -1
1 -1 -3 0 -2 -1 0 0 0

A tdltima matriz corresponde ao sistema

x + y — 2z =0
- 2y — z =0
Assim,
5a o _
TU_EV—'—(XW_O'
Logo

5 1
W=-2U+2V.
2 T2

Verifique que realmente vale esta relagdo entre os vetores U,V e W.
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542

Verifique se os seguintes pontos pertencem a um mesmo plano:

A=(2,2,1),B=(3,1,2),C=(23,0)eD=(232);
A=(2,0,2),B=(3,20),C=(0,21)eD = (10,-2,1);

Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2,1,6) e os trés vértices
adjacentes nos pontos B = (4,1,3),C = (1,3,2)e D = (1,2,1).

Calcule a édrea do paralelogramo em que trés vértices consecutivos saio A = (1,0,1),B = (2,1,3) e
C = (3,2,4).

Calcule a érea do tridngulo com vértices A = (1,2,1),B =(3,0,4) e C=(5,1,3).
Ache X tal que X x (i+k) =2(i+j—k) e [|X|] = V6.

Sabe-se que o vetor X é ortogonalai+jea —i + k, tem norma /3 e sendo 6 o angulo entre X e j, tem-se
cos® > 0. Ache X.

Mostre que A = (3,0,2), B = (4,3,0) € C = (8,1, —1) sdo vértices de um tridngulo retaingulo. Em qual
dos vértices estd o dngulo reto?

Considere dois vetores V e W tais que ||V|| = 5, |[W|| = 2 e o angulo entre V e W é 60°. Determine,
como combinacdo linear de Ve W (xV +yW):

Um vetor X talque X -V =20e X-W =5
Umvetor X talque X x V=0e X - W = 12.

» V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por exemplo »
V=[1,2,3] cria o vetor V = (1,2,3);
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>

»

subs (expr,x,num) substitui x por num na expressado expr;

solve (expr) determina a solucdo da equagdo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>

»

V=randi(1,3) cria um vetor aleatério com componentes inteiras;

pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

»

desvet (P, V) desenha o vetor V com origem no ponto P e » desvet (V) desenha o vetor V. com origem

no ponto O = (0,0,0).

»

>

>

>

»

»

>

»

Coloque em duas varidveis V e W dois vetores bi-dimensionais ou tri-dimensionais a seu critério.

po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontosP1, P2, ..., Pn.
lineseg(P1,P2, ’cor’) desenha o segmento de reta P1P2.
eixos desenha 0s eixos coordenados.

box desenha uma caixa em volta da figura.

axiss reescala os eixos com a mesma escala.

rota faz uma rotagdo em torno do eixo z.

zoom3 (fator) amplifica a regido pelo fator.

tex (P, ’texto’) coloca o texto no ponto P.

Use a fungdo ilvijk(V) para visualizar o vetor V como uma soma de multiplos escalares (combina-

¢do linear) dos vetores i, j e k.

Use a fungdo ilpv(V,W) para visualizar o produto vetorial V x W.
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-

O produto vetorial é associativo? Justifique a sua resposta. (Sugestio: experimente com os vetores 1, , k)
SeVxW=VxUeV #0,entaio W = U?

Demonstre que se V e W sdo vetores quaisquer no espago, entdo

[V < W[ < [[VI[WI].

Se U, V e W sdo vetores no espago, prove que |U - (V x W)| < ||U]|| [|[V||||W]|. (Sugestdo: use o
3.2 168 e o exercicio anterior)

Mostreque U - (VX W) =V - (W x U) = W -(U x V). (Sugestdo: use as propriedades do determinante)
Mostre que

(allh + BUz) - (Vx W) =ally - (VX W)+ BUy - (VX W);
U-[(aVi+BVo) x W] =al - (V1 x W) +BU- (V2 x W);

U- [V x (aWy + BW,)] = all - (V x W) + BU - (V x W2).
U-(VxW)=U-[(V+al+ pW) x WI.

(Sugestao: use as propriedades dos produtos escalar e vetorial)

Prove a identidade de Lagrange
IV WIP = [VIPIIWI? = (V- W)2
Mostre que a érea do tridngulo com vértices (x;,y;), parai = 1,2,3 éigual a | det(A)|/2, em que

x oy 1
X2 y21.

X3 y31

A=
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(Sugestao: Marque os pontos P; = (x1,y1,1), P, = (x2,y2,1), P3 = (x3,y3, ) eP| = (xl,yl, ). O volume

do paralelepipedo determinado por Py, P,, P; e P é dado por | P1P1 . P1P2 X P1P3 |. Mas, a altura

deste paralelepipedo é igual a 1. Assim, o seu Volume é igual & drea da base que é o paralelogramo
H —
determinado por P;, P; e P5. Observe que OP; 1 PiPe P1 P3 séo paralelos ao plano xy.)

Sejam Uy, Uy e Uj trés vetores unitarios mutuamente ortogonais. Se A = [ Uy U, Us | é uma matriz
3 x 3 cujas colunas sdo os vetores U, Uy e Us, entdo A é invertivel e A~ T = At (Sugestao: mostre que
AtA =13)

Sejam U = (uq,up,u3),V = (v1,v2,03) e W = (wq, wy, w3). Prove a féormula seguinte para o produto
vetorial duplo
U x (Vx W) =(U-W)V = (U-V)W,

seguindo os seguintes passos:

Prove que
Ux (x7) = W Hi-u-j
Ux(xF) = (U-Bj- Uk
Ux(kxi) = (U-)k—(U-K)7i

Prove usando o item anterior e as propriedades do produto vetorial que

Ux(Vxi) = (U-DHV—U-V)
Ux(Vxj) = (U-)V-
Ux (Vxk) = (U-FV—(U-V)k

Prove agora o caso geral usando o item anterior e as propriedades do produto vetorial.

Prove que
[Ax (BxC)]+[Bx (CxA)]+[Cx(AxB)]=0

(Sugestdo: use o exercicio anterior).
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Mostre que se (A x C) x B =0, entdo
Ax (BxC)=(AxB)xC,

ou seja, o produto vetorial é, neste caso, associativo.

3.5 182

Vamos dividir a demonstragdo da distributividade do produto vetorial em relacdo a
soma

Vx(W+U) =VxW+VxU e (V+FW)xU=VxU+WxU
da seguinte forma:

(V xW)-U > 0se, e somente se, V, W e U satisfazem a regra da mao direita,
isto é, se o angulo entre V e W é 0, giramos o vetor V de um angulo 6 até
que coincida com W e acompanhamos este movimento com os dedos da méao
direita, entdo o polegar vai apontar no sentido de U.

(VxW)-U=V-(WxU),ouseja, pode-se trocar os sinais X e - em
(VX W) U.

Vx(WH+U)=VxW+VxUe(V+W)xU=VxU+WxU.

Provemos, agora, os trés itens acima.

Como vemos na 3.26 193 V, W e U satisfazem a regra da médo
direita se, e somente se, 0 < § < 71/2, ou seja, cosf > 0, em que 8 é o angulo
entre V. x We U. Como, (V x W)-U = ||V x W||||U|| cosb, entdo V,W e U
satisfazem a regra da méo direita se, e somente se, (V x W) - U > 0.

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

204

Como o produto escalar é comutativo, pelo 3.8 192,
(VW) -Ul=|V-(WxU)|.

Agora, pelo item (a), temos que
(VxW)-U e V-(WxU)

tém o mesmo sinal, pois V, W e U satisfazem a regra da méao direita se, e so-
mente se, W, U e V também satisfazem.

Vamos provar a primeira igualdade e deixamos como exercicio para o leitor a
demonstragdo da segunda. Vamos mostrar que o vetor

Y=Vx(W+U) - VXW-VxU
é o vetor nulo. Para isso, vamos mostrar que para qualquer vetor X no espago
X-Y=0.

Pela distributividade do produto escalar, 3.3 170,
temos que

XY=X-Vx(W+U) -X- (VxW)-X-(VxU).
Pelo item (b), temos que

XY = (XxV)-W+U)—(XxV)-W—(XxV)-U
= (XxV)- (WHU)— (XxV)- (W+U) =0

Assim, X -Y = 0, para todo vetor X, em particular para X = Y, temos que
Y - Y =]Y||> = 0. Portanto, Y = 0, ou seja,

Vx(W+U)=VxW+VxU.
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Mostre que os pontos A = (4,0,1), B = (5,1,3), C = (3,2,5), D =(2,1,3) sdo vértices de um paralelo-
gramo. Calcule a sua area.

Dado o tridngulo de vértices A = (0,1, —1), B =(—2,0,1) e C = (1,-2,0), determine a medida da altura
relativa ao lado BC.

Sejam U e V vetores no espaco, com V # 0.

Determine o niimero «, tal que U — &V seja ortogonal a V.
Mostre que (U + V) x (U —V)'=2V x U.

Determine x para que A = (x,1,2), B=(2,-2,-3),C = (5,—1,1) e D = (3, —2, —2) sejam coplanares.
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RETAS E PLANOS

41 Equac0es do Plaro
41.1 Equacaes@eral

No plano a equagao geral de uma reta é ax + by + c = 0. No espago um plano é o
conjunto dos pontos P = (x,y,z) que satisfazem a equagao

ax+by+cz+d=0, paraab,c,deR,

que é chamada equacgao geral do plano.

Existe uma analogia entre uma reta no plano e um plano no espago. No plano,
a equacdo de uma reta é determinada se forem dados sua inclina¢do e um de seus
pontos.

No espago, a inclinagdo de um plano é caracterizada por um vetor perpendicular
a ele, chamado vetor normal ao plano e a equagdo de um plano é determinada se
sdo dados um vetor normal e um de seus pontos.
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Figura 4.1. Plano perpendigulara™N = (a,b, c) e que passa por Py = (xo, Yo, 20)
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A equagio geral de um plano 7t que passa por um ponto Py = (xo,Yo0,20) e tem vetor normal

N = (a,b,c) é
ax+by+cz+d=0,

em que d = —(axg + byo + czp).

Um ponto P = (x,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, o vetor

—
PyP for perpendicular ao vetor N, ou seja,
.
N- PpP=0. (4.2)
%
Como, PyP= (x — x0,y — Yo,2 — 20), a equagdo (4.2) pode ser reescrita como

a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—2p) =0,

ou seja,
ax + by 4 cz — (axg +byo + czp) = 0.

(4.1)
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Figura 4.2. +d=0,by+d=0ecz+d=0
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Figura 4.3. Plan

N
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Figura 4.5. +cz=0eax+by+cz+d=0
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Vamos encontrar a equagdo do plano 71 que passa pelo ponto
Py = (1,—-2,—2) e é perpendicular ao vetor N = (2,—1,2). Da 41,
a equacgdo do plano é da forma

ax+by+cz+d=0,

em que os coeficientes de x, y e z sdo as componentes do vetor normal, ou seja, a = 2,
b= —1ec=2. Assim, a equagdo de 7t é da forma

2x—y+2z4+d=0.

Para determinar o coeficiente d, ao invés de usarmos a 4.1, vamos usar o
fato de que Py = (1, —2, —2) pertence a 7t. Mas, o ponto P pertence a 77 se, e somente
se, as suas coordenadas satisfazem a equacédo de 77, ou seja,

2:1-1-(-2)+2-(-2) +d =0.

Logo, d = 2+2 —4 = 0. Substituindo-se d = 0 na equagdo anterior do plano
obtemos que a equagdo do plano 7 é

2x =y +2z=0,
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No plano, a equagdo de uma reta é determinada se forem dados dois pontos da
reta. Analogamente, no espago, a equacdo de um plano é determinada se sdo‘dados
trés pontos P;, P, e P3 ndo colineares (isto é, ndo pertencentes a uma mesma reta).

— —
Com os trés pontos podemos “formar” os vetores Py P; e P P; ( 4.7).
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— —
N =P,P, x PP

Figufad.7. Plano/que passa por trés pontos
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Plano 2x +2y +4z —1=0
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Vamos encontrar a equagdo do plano 7 que passa pelos pontos
P = (%,00), Pf (Oé 0) e P; = (0,—3,%). Com os trés pontos podemos “fot-

mar” os vetores P; P, e P; P;. O vetor

11 1 11 111
22072 =G pd)
é um vetor normal ao plano. Assim, a equagdo do plano é da forma

1 1 1

X+ -y+-z+d=0,

TR

em que os coeficientes de x,y e z sdo as componentes do vetor N. Para determinar
o coeficiente d, vamos usar o fato de que o ponto P, = (%,0, 0) pertence ao plano
7t. Mas, o ponto P; pertence a 7T se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a
equagdo de 77, ou seja,

— —
N :Plpz X P1P3= (—

11 1 1
1'§+1‘0+§'0+d—0.
Logo, d = %. Finalmente, uma equagdo do plano 7t é

1x + ! + 1Z /3 0

T TR TR T

ou multiplicando por 8, obtemos
2x+2y+4z—1=0.

Alternativamente, podemos encontrar a equagdo do plano da seguinte forma.

— —
Como vimos anteriormente ( 3.9 195), trés vetores, PP PP, e
—
Py P3, sdo coplanares se, e somente se, o produto misto entre eles é zero. Assim, um
ponto P = (x,y,z) pertence a 7 se, e somente se,

— —

N
PP - (P1P2 X P1P3) =0.
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Mas,

PP = (x—%,y,z)

P, = (-

Entéao,

Ni—= O N
I

_1
2
e assim a equacao do plano é dada por

1x + ! + 1z S 0
TR
ou multiplicando por 8§,

2x+2y+4z—-1=0

A equacdo do plano também é determinada se ao invés de serem dados trés pontos,
forem dados um ponto P; do plano e dois vetores paralelos ao plano, V = (v1,v2,v3)
e W = (w1, wp, w3), desde que eles sejam ndo paralelos. Ou ainda se forem dados
dois pontos P; e P, do plano e um vetor paralelo ao plano V = (v1,v3,v3), jd que

neste caso podemos formar o vetor W = Pﬁz = (w1, wy, w3) que é também paralelo
ao plano.

Nestes casos temos novamente pelo menos duas maneiras de encontrarmos a
equagdo do plano. Uma delas é observando que o vetor N = V x W é um vetor
normal ao plano. Desta forma temos um ponto do plano e um vetor normal ao
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plano. A outra é observando que temos trés vetores paralelos ao plano:

—
PP=(x—x,y—y1,z—21), VeW.

Como vimos anteriormente ( 3.9 195), os trés vetores sdo co-
planares se, e somente se, o produto misto entre eles é zero, ou seja,

X—=X1 Y—Yr z—21

N
PP - (VxW)=det 1 (3 U3 =0. 4.3)
w1 wo w3
Assim, um ponto P = (x,y,z) pertence ao plano 71 que passa pelo ponto
Py = (x1,y1,21) e é paralelo aos vetores V. = (v1,03,v3) e W = (wq, wp, w3) (ndo

paralelos) se, e somente se, a equacao (4.3) é verdadeira.

Nao faz sentido dizer que um vetor pertence a um plano. Pois, por um lado, um plano é um

conjunto de pontos e por outro, os vetores sdo “livres”, podem ser “colocados” em qualquer ponto. O correto
é dizer que um vetor é paralelo a um plano.

Além da equagdo geral do plano podemos também caracterizar os pontos de
um plano da seguinte forma. Considere um plano 77, um ponto Py = (o, Yo, z0)
pertencente a 7t e dois vetores V. = (v1,v3,v3) e W = (wq, wy, w3) ndo colinea-
res, paralelos a 7. Um ponto P = (x,y,z) pertence a 7 se, e somente se, 0 vetor

H
PyP= (x — x0,¥ — Y0,z — zp) é uma combinacdo linear de Ve W ( 3.10
196), ou seja, se existem escalares t e s tais que

R
PoP= tV + sW. (4.4)
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Escrevendo em termos de componentes (4.4) pode ser escrito como
(x —x0,y — Yo,z — z0) = (tvg + swy, tvy + swy, tug + sw3).
Logo um ponto P = (x,y,z) pertence a 7t se, e somente se, satisfaz as equagoes
X = xo + o0t 4+ wis
y = Yo + vt + wys parat,s € R.
z

= zop + v3t + wss

Estas equagdes sdo chamadas equag¢des paramétricas do plano.

Podemos obter equagdes paramétricas do plano do 4.2
218 usando o fato de que ele passa pelo ponto P; = (1/2,0,0) e é paralelo

— —
aos vetores P P,= (—1/2,1/2,0), P,Ps= (—-1/2,—-1/2,1/2). Assim,

—_
—_

~~
—_

X = 27328738
y = %t — %s parat,s € R.
1
4 7S
Para encontrarmos as equacdes paramétricas do plano do 4.1

213 podemos resolver a equacdo geral do plano 2x +2y +4z —1 = 0.
Podemos proceder como no caso de sistemas lineares e considerar as varidveis y e z

livres: z =t ey = s. Assim, x = % —2t— seportanto

%—Zt— s
= s parat,s € R.
t

N R
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sdo equagdes paramétricas do plano. Destas equagdes obtemos que os vetores
Vi =(-2,0,1) e V, = (—1,1,0) sdo paralelos ao plano.

544
Faca um esbo¢o dos seguintes planos:
2x+3y+5z2—-1=0 3x+2y—1=0
x—2y+4z=0 5y—2=0
3y+2z—-1=0 32z—2=0
2x+3z—-1=0 2x —=1=0

Ache a equagdo do plano paralelo ao plano 2x —y + 5z — 3 = 0 e que passa por P = (1,—-2,1).

Encontre a equagdo do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é perpendicular aos planos
x+2y—3z+2=0e2x—y+4z—-1=0.

Encontrar a equagdo do plano que passa pelos pontos P = (1,0,0) e Q = (1,0,1) e é perpendicular ao
planoy = z.

Sejam P = (4,1, —1)er: (x,y,z) = (2+t,4—t,1+2¢).

Mostre que P € 1;

Obtenha uma equagdo geral do plano determinado por r e P.

Dados os planos ty : x —y+z+1=0em : x+y —z —1 = 0, determine o plano que contém 711 N 772
e é ortogonal ao vetor (—1,1, —1).
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4.1.7. Dados os planos 711 : x+y—z=0e7m : 2x —y+3z —1 = 0. Ache a equacdo do plano que passa por
A=(1,0,—1) e contém 711 N 715.

Exercicio Tedrico
4.1.8. Seja ax + by + cz +d = 0 a equacao de um plano 7t com abcd # 0.

(a) Determine a interse¢ido de 71 com o0s eixos;

(b) Se Py = (p1,0,0), P, = (0,p2,0) e P3 = (0,0, p3) sdoas interse¢des de 77 com os eixos, a equagao de
7t pode ser posta sob a forma
X Yy .z
e
p1.- P2 P3
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421 Equacgdes Paramétricas e Equagéo.\/et

tas e Planos
4.2 EquacOes da Reta @\
\g\

R
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0 = (%0, Y0, 20)

Figura.9. Refta paralela ao vetor V = (a,b,¢)
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Vamos supor que uma reta r seja paralela a um vetor V = (g, b,¢) ndo nulo e que
passe por um ponto Py = (xo, ¥o,20). Um ponto P = (x,y,z) pertence a retar se, e
— —

somente se, o vetor PyP é paralelo ao vetor V, isto é, se o vetor PyP é um mdltiplo
escalar de V, ou seja,

PP=tV. (4.5)
Em termos de componentes, a equagdo (4.5) pode ser escrita como
(x —x0,y — Yo,z — z0) = (ta, tb, tc).
Logo,x —xg =ta,y—yo=tbez—zp=tc.

Ou seja, a reta r pode ser descrita como sendo o conjunto dos pontos P = (x,y,z)
tais que

x = xg+ta
Yy = yo+th,  parateR (4.6)
z = zg+4tc

As equagdes (4.6), chamadas equag¢des paramétricas da reta, sio de uma reta r que
passa por um ponto Py = (xo,Yo,z0) € € paralela ao vetor V = (a,b,c), chamado
vetor diretor da reta r.

O parametro f nas equacdes (4.6) pode ser interpretado como o instante de tempo,
se o ponto P = (x,vy,z) descreve o movimento de uma particula em movimento
retilineo uniforme com vetor velocidade V = (a,b, c). Observe que
parat =1, temosque P = (x,y,z) = (xo +4a,yo + b,z0 +¢),
para t = 2, temos que P = (x,y,z) = (xo + 24,9 + 2b, 29 + 2¢)

e assim por diante.

As equagdes (4.6), podem ser reescritas como
(x,y,2z) = (x0 + at,yo + bt, zg + ct),

que é chamada equacgdo vetorial da reta r.
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Figurg 4.10. Reta (x,vy,z) = (xo + at, yo,20)
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Figura 4.11. Reta (x,y,z) = (x0,y0 + bt, 20)

Um Curso.de\Geometri@ Analitica e Algebra Linear  GoBack GoForward Julho 2014



42  Equagdes da Reta 229

Figura 4.12. Reta (x,v,z) = (X0, Yo, 20 + ct)

Julho 2014 GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

230 Retas e Planos

Figura 4/13. Reta (x,y,z) = (xo + at, yo + bt, zg)
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Figura 4/14. Reta (x,y,z) = (xo,yo + bt, zo + ct)
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Figura 4/15. Reta (x,y,z) = (xo + at,yo, zo + ct)
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Figura 4.16. Reta (x,vy,z) = (at, bt, ct)
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7
' Figura 4.17. Reta (x,y, z)=(x¢+at, yot+bt, zotct)
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Nao faz sentido dizer que o vetor estd contido na reta. Por um lado, a reta é um conjunto de pontos
e por outro um vetor ndo tem posigéo fixa.

As equagdes paramétricas da reta que passa por Py = (—3,3/2,4) e é
paralela ao vetor V = (—6,1,4) sdo

x = —-3-6t
r: y = 3+t parat € R
z = 4+4t

Podemos encontrar a intersecdo da reta r com os planos coordenados xy, yz e
xz. A equagdo do plano xy é z = 0, do plano yz é x = 0. e do plano xz éy = 0.
Substituindo z = 0 nas equagdes de r, obtemos t = —1, x =3 ey = 1/2, ou seja,

e 0 ponto de intersegdo de r com o plano xy é
1
(x,y,2) = (3,5,0).

De forma andaloga obtemos
e o ponto de intersegdo de r com o plano yz é
(x,y,z) = (0,1,2),
e o ponto de interse¢do de ¥ com o plano xz

(x,y,2z) = (6,0,—2).
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y
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y

Figura 4.18. Reta q e&to Py = (—3,3/2,4) paralela ao vetor V = (—6,1,4)

J
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Se todas componentes do vetor diretor da reta  sdo ndo nulos, podemos resolver
cada equagdo em (4.6) para t e igualar os resultados obtendo o que chamamos de
equacdes na forma simétrica de r:

X—X0 _Y—Yo _z—20

a b c
No 4.5 as equagdes de r na forma simétrica sao:

x+3 y-3/2 z—4
-6 1 7 4 -

Vamos encontrar as equagdes paramétricas da reta r que passa pelos

pontos P; = (3,0,2) e P, = (0, 3,3). O vetor

.
PP=(0-3,3-08-2)=(-33,1)

é paraleloa r e o ponto P; = (3,0,2) pertence a r. Portanto, as equagdes paramétricas

de r sdo

planos

x-= 3-3t
y = 3t parat c R.
z = 2+t

Vamos encontrar as equagdes paramétricas da reta r, intersecdo dos

m o 2x+y+4z—-4 = 0
Ty @ 2x—y+2z = 0.
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Vetores normais destes planos sdo
N1 =(2,1,4) e N;=(2,-1,2).

A reta r estd contida em ambos os planos, portanto é perpendicular a ambos os veto-
res normais. Assim, a reta r é paralela ao produto vetorial Ny x N ( 3.5
182).

1 4 2 4 2 1
N1><N2:<det[1 2],—det{2 2},det{2 1 J>:(6,4,—4).

Assim, V = Nj X Np = (6,4, —4) é um vetor diretor de . Agora, precisamos encon-
trar um ponto da reta r. Este ponto é uma solugdo particular do sistema

{Zx + y + 4z £ 4=0 @7)

2x — y + 2z =0

Para encontrar uma solugédo particular do sistema, atribuimos um valor a uma das
incégnitas (neste exemplo podemos fazer x = 0) e resolvemos o sistema obtido, que
é de duas equacgdes e duas incégnitas

y + 4z - 4=0
-y 4+ 2z =0

Obtemos entdo, y = 4/3 e z = 2/3, ou seja, o ponto Py = (0,4/3,2/3) é um ponto
da reta r, pois é uma solucao particular do sistema (4.7). Assim, as equagdes para-
métricas de r sdo

x = 6t
y = 4/3+4t paratodot e R. (4.8)

Alternativamente, podemos encontrar as equagdes paramétricas de r determi-
nando a solugdo geral do sistema (4.7). Para isto devemos escalonar a matriz do
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sistema (4.7):

N~

o
—_

Precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do pivd, para isto,
adicionamos a 22 linha, menos a 12 linha.

-12 linha + 22 linha — 22 linha

2 1 4 4
0 —2 -2/ -4

Agora, ja podemos obter facilmente a solugdo geral do sistema dado, ja que ele é
equivalente ao sistema

2x + y + 4z = 4
- 2y — 2z = -4

A variavel z é uma variavel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos £,
para t € R qualquer. Assim, a solucdo geral do sistema dado é

NI
kY

x = 1
y = 20—
z =

paratodot € R. (4.9)

Estas equagdes sdo diferentes das equagoes (4.8), mas representam a mesma reta,
pois os vetores diretores obtidos das duas equagdes sdo paralelos e o ponto Py =
(1,2,0) satisfaz também as equacdes (4.9). Poderiamos dizer também que (4.8) e
(4.9) representam retas coincidentes.

O préximo exemplo mostra como encontrar a equacio da reta que é perpendicular a
duas retas.
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Achar as equagdes da reta r3 que intercepta as retas

x = —1+42t
rris Yy = 144 paratodot € R
z = 0
¢ 4
rzzx—2:yT e z=23

e é perpendicular a ambas.
Um ponto qualquer da reta r; é descrito por Pr, = (—1+2f,1+t,0) e um ponto
qualquer da reta r, é da forma P,, = (245,4+2s,3). Aqui é necessdrio o uso de um
—

parametro diferente para a reta rp. O vetor Py Pr,= (3+s — 2,3+ 25 —1,3) “liga”
um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de 7. Vamos determinar ¢ e s tais
—

que o vetor Py, P, seja perpendicular ao vetor diretor V; = (2,1,0) de r; e ao vetor
diretor V, = (1,2,0) de r5, ou seja, temos que resolver o sistema

—
PP, Vi = 94+45-5t = 0
—_—
PP, Vo = 9455s—-4 = 0
A solugdo deste sistema é t = 1, s = —1. Logo P;, = (1,2,0), P,, = (1,2,3) e
—
V3 =P, Pr,= (0,0,3). Assim, as equa¢Oes paramétricas da reta procurada sao
x = 1
r3 : y = 2, paratodot € R.
z = 3t

Esta solugdo usou o fato de que as retas sdo reversas, isto é, elas ndo sdo paralelas,
mas também ndo se interceptam. Como seria a solugao se elas se interceptassem? Por
exemplo se a reta r; fosse dada por

y—4

r: x—ZZT e z=07?
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Faca um esboco das retas dadas a seguir:

3 1
(x,y,2z) = (=3+3t, 5~ Et’4 —2t)

(x,y,z) = (2+2t,3+1t,3)
(x,y,2) = (2t,¢, 2t) (y2) = (1,2,2 14
2 (x,y,z) = (1,2 +2t,3)
(x,y,2) = (1+142,3+21) (x,y,2z) = (2+2¢,2,3)

(x,y,2z) = (1,242t % + %t)

Determine a interse¢do da reta que passa pela origem e tem vetor diretor V = i+ 2]_"—|— k com o plano
2x+y+z=>5.

Verifique se as retas 7 : (x,y,z) = (9,1 +6t,—=2+3t)es: (x,y,z) = (1+2t,3+1t1) se interceptam e
em caso afirmativo determine a intersecdo. (Sugestdo: a questao € se as trajetdrias se cortam e ndo se as
particulas se chocam, ou seja, elas ndo precisam estar num ponto no mesmo instante.)

Dadas as retas

. e s:x—2=y=2z,

obtenha uma equacao geral para o plano determinado por r e s.
Sejam P = (4,1,-1)er: (x,y,2) = (2+t4—1t,1+2t).
Mostre que P & r;
Obtenha uma equagdo geral do plano determinado por v e P.
Quais dos seguintes pares de planos se cortam segundo uma reta?
x+2y—3z—4=0ex—4y+2z+1=0;
2x —y+4z+3=0e4x -2y +8z=0;
x—y=0ex+z=0.
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Encontre as equagdes da reta que passa pelo ponto Q = (1,2,1) e é perpendicular ao plano x — y + 2z —
1=0.

Ache equagdes da reta que passa pelo ponto P = (1,0,1) e é paralela aos planos 2x +3y +z+1 =0e
x—y+z=0.

Seja r a reta determinada pela intersecdo dos planos x +y —z = 0e 2x —y +3z — 1 = 0. Ache a equagdo
do plano que passa por A = (1,0, —1) e contém a reta r.

Sejam r e s retas reversas passando por A = (0,1,0) e B = (1,1,0) epor C = (-3,1,—4)e D =
(—1,2,—7), respectivamente. Obtenha uma equagdo da reta concorrente com r e s e paralela ao vetor
V=(1,-5-1).

Mostre que os planos 2x — y +z = 0 e x +-2y — z = 1 se interceptam segundo uma reta r;

Ache equagdes da reta que passa pelo ponto A = (1,0, 1) e intercepta a reta r ortogonalmente.

Considere as retas (x,y,z) = t(1,2,-3) e (x,y,z) = (0,1,2) +s(2,4, —6). Encontre a equagao geral do
plano que contém estas duas retas.

Determine as equagdes paramétricas da reta interse¢ao dos planos:

x+2y—3z—4=0ex—4y+2z+1=0;
x—y=0ex+z=0.

Considere o plano 77 : 2x +2y —z = 0.

Determine as retas 7, interse¢do do plano 7 com o plano yz, s, interse¢do do plano 7t com o plano xz
e t, intersecdo do plano 7r com o plano z = 2. Desenhe um esboco do plano 7 mostrando as retas 7,
set.

Determine o volume do tetraedro determinado pelo plano 7T, os planos coordenados xz e yz e o

plano z = 2. (Sugestdo: este volume é igual a 1/6 do volume do paralelepipedo determinado por
— — =

OA, OB e OC, em que O = (0,0,0), A é o ponto interse¢do do eixo z com o planoz = 2, Bé a
intersecdo das retas r e t e C é a intersecdo das retas s e t.)
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Determine a 4rea da face do tetraedro contida no plano 7.

Determine a altura do tetraedro relativa a face contida no plano 7r. (Sugestdo: a reta ortogonal ao
plano 7T que passa pelo ponto A intercepta o plano 7t num ponto P de forma que a altura procurada
—

éiguala || AP |])

Ache as equacdes da reta que intercepta as retas r1 e rp e é perpendicular a ambas.

x = 1+t
] y = 243t parateR
z = A4t
¢ 1 2
y— z+
1=2_ - %
rp X+ > 3
x = =14t
o y = 243t parateR
z = 4t
© 4 3
_y-=_z-
f2r Y= 3

Comandos graficos do pacote GAAL:
» 1in(P,V) desenha areta que passa por P com diregdo V.

» 1in(P1,V1,P2,V2) desenha retas que passam por P1, P2, dire¢des V1, V2.
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» poline(P1,P2,V2) desenha ponto P2 e reta passando por P2 com dire¢do V2.
» lineplan(P1,V1,P2,N2) desenha reta passando por P1 com dire¢do V1 e plano passando por P2 com
normal N2.

Digite no prompt demog22, (sem a virgula!). Esta funcdo demonstra as func¢oes graficas para visualizagdo
de retas e planos.
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Com duas retas no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
As retas se interceptam em um ponto, ou seja, sdo concorrentes;
As retas sdo paralelas (ou coincidentes);
As retas sdo reversas, isto é, ndo sdo paralelas mas também néo se interceptam.

Se as retas se interceptam, entdo elas determinam quatro angulos, dois a dois
opostos pelo vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes
angulos.

Se as retas rq e 1, s&0 reversas, entao por um ponto P de r; passa um reta r, que
é paralela a r,. O angulo entre r1 e #; é definido como sendo o angulo entre r; e 1}
( 4.24).

Se as retas sdo paralelas o angulo entre elas é igual a zero.

Em qualquer dos casos, se V; e V; sdo vetores paralelos a r; e ro respectivamente,
entdo o cosseno do angulo entre elas é

cos(rq,12) = |cos b,

em que 6 é o dngulo entre V; e V5.
Lembrando que da defini¢do de produto escalar ( 166), po-
demos encontrar o cosseno do angulo entre dois vetores, ou seja,

Vi

cosf = ————.
VAl [|V2]]

Isto prova o resultado seguinte.
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Sejam duas retas

x = x1+tm X = Xxp+tap
o y = y1+th Ty Y Yo +tby paratodot € R.
z = z1+tq z = zp+ttc

O cosseno do angulo entre r1 e 1y é

V1-V,
cos(r1,12) = |cos O] = ANNAK
em que Vi = (a1,b1,¢1) e Vo = (a2, by, c2).
Encontrar o angulo entre a reta
. x +y — z + 1 =0
! 2x — Yy + z = 0
e areta
x = 2t
r y = 1—t paratodoteR.
z = 243t

Vamos encontrar vetores paralelos a estas retas. A reta rq é dada como a interse-
¢do de dois planos, portanto o produto vetorial dos vetores normais dos dois planos

é paraleloa rq.
Nl - (1/ ]-/ _1)/
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N2 = (2/ _1/1)/

1 -1 1 -1 1 1
O B e R I PR SR ) E

éparaleloar; e V, = (2,—1,3) é paralelo a rp. Assim,

cos(ry,72)

Vi V3 0-2+(=3)(=1) +(=3) -3

il [Vall — /074 (=3)2 + (—=3)2- /22 + (—1)24- 32

| — 6] 1

V8- Vid V7

Portanto, o dangulo entre ry e rp é

arccos (—=) =~ 67°.

Sl-

Sejam 711 e 7y dois planos com vetores normais Ny = (aj,by,c1) e N =
(a2,by,c2), respectivamente. O angulo entre 711 e 71 é definido como o angulo en-
tre duas retas perpendiculares a eles. Como toda reta perpendicular a 717 tem N
como vetor diretor e toda reta perpendicular a 77 tem N como vetor diretor, entdo
o cosseno do angulo entre eles é dado por

cos(7y, 7p) = | cos b,

em que 6 é o angulo entre os vetores normais N; e N, de 717 e 712, respectivamente
( 4.25).
|N7 - N

Portanto, o cosseno do angulo entre 711 e 715 € cos(7y, 1) = [IN:] ] ]IN2 ||
1 2

O que

prova o resultado seguinte.
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Retas e Planos

Proposicao 4.3. Sejam dois planos

m: mx+by+cz+d =0,
Ty : ax+byy+cpz+dy =0.

O cosseno do angulo entre 711 e 719 €
N1 - N

o) = Tl

em que N1 = (a1,b1,c1) e Np = (ap, by, ¢2) sio os vetores normais de 111 e 71, respectivamente.
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y

y

Figura 4.1 ue passa pelos pontos P; = (3,0,2) e P, = (0,3,3)

J

Julho 20 GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

250 \Panos

420. M :2x+y+4z—-4=0
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52

igura4.21. m :2x —y +2z=10

Julho 20 GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

252 \pams

%

igura 4.22. 711, 715 € 711 N 712
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y X

2

V2

"n

Figura 4.24” O Angulo entre duas retas reversas 1 e 1,
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Q\ 5. Angulo entre dois planos
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Dois planos 711 e 712 ou sdo paralelos ou se cortam segundo um reta. Eles sdo parale-
los se, e somente se, os vetores normais de 711 e 7, sdo paralelos, ou seja, um vetor é
um multiplo escalar do outro. Assim, 7t e 717 sdo paralelos se, € somente se, 0 angulo
entre eles é igual a zero.

Determinar o dngulo entre os planos cujas equagdes sdo

m: x+y+z =0,
m o x—y—z =0.

Os vetores normais a estes planos sdo os vetores cujas componentes sdo os coefi-
cientes de x, y e z nas equagdes dos planos, ou seja,

N =(1,1,1)eN, =(1,-1,-1).
Assim, o cosseno do angulo entre'7r] e 717 é

N7 - N, 1 1
cos(71, 3) [Ny Do| ~.

SANINE - V333

Portanto, o angulo entre eles é

1
arccos (5) ~ 70°.
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Retas e Planos

4.3.2 Distancias

Distancia de Um Ponto a Um Plano

Sejam Py = (X0, Yo,z0) um ponto qualquer e 77 : ax + by + cz +d = 0 um plano.
A distancia de P a 7t é definida como sendo a distdncia de Py até o ponto de 7 mais
proximo de Py.

—

Dado um ponto P; = (x1,y1,21) de 71, podemos decompor o vetor P; Py em duas

parcelas, uma na dire¢do do vetor normal de 71, N = (a,b, c) e outra perpendicular
—

a ele. A componente na diregdo do vetor N é a projegdo ortogonal de P;Py em N.
Como vemos na Figura 4.26, a distancia de Py a 7v é igual a norma da projecdo, ou
seja,
—
dist(Py, 7r) = ||projy 1Py ||

Mas, pela Proposicao 3.4 na pdgina 173, temos que

— —
lprojy PaBy || = [ 10X | || = LA
¥ INT? I

O que prova o resultado seguinte.
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Figura 4.26. Distaneia,de um ponto Py = (xg, o, z0) a um plano 7t

Julho 2014 GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

258

Sejam Py = (xo,Yo,z0) um ponto qualquer e 7t : ax + by + cz +d = 0 um plano. A distancia de Py
a 1t é dada por

—
3 9 S P1P0 -N
dist(Py, 77) = [|projy P1Py || = |||N|||’

em que N = (a,b,c) e Py = (x1,y1,21) é um ponto de 7t (isto é, um ponto que satisfaz a equagio de 7t).

Calcular a distancia entre o ponto Py = (1,2, 3) ao plano
mix—2y+z—1=0.

Fazendo z = 0 e y = 0 na equacgdo de 7T, obtemos x = 1. Assim, o ponto P; =
(1,0,0) pertence a 7.

R
PPy=(1-1,2-0,3-0)=(0,2,3)

e
N=(1,-21).
Assim,
H
| PPy-N| |0-14+2(-2)+3-1] [—-1] 1

. 3 —>
dist(Py, 7r) = ||projy PPy || = = N

[IN]| VIZ+(—22+12 V6 V6
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Sejam Py = (xo,Y0,20) um ponto qualquer e r uma reta. A distancia de Py ar é

definida como a distancia de Py ao ponto de r mais préximode P.
—

Dado um ponto qualquer P; = (x1,y1,21) de r podemos decompor o vetor P; Py
em duas parcelas, uma na direcdo do vetor diretor V de r e outra perpendicular a ele.
e

A componente na diregdo do vetor V é a projecao ortogonal de PPy em V. Como
vemos na 4.27,

— —
(dist(Po, 7))* + ||projy, P1 P |[> = | PPy |,

ou seja,
~ 2 oL (12 - D D12
(dist(Po,7))” = || P1Po || — ||proj, PiPo ||~ (4.10)
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G Pg = (XOI;IZO)

diSt(Po, r)

V = (a,b,c)

r L= .
Py = (x1,y1,21) projy PPy ‘—I

Figura 4.27. Distanei deonto Py = (x0,Y0,20) auma reta r
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Mas, pela 3.4 173, temos que
PBy -V ’ (ﬁ? V)2
— . q
|[proj, PiP ||2 — 710 v _ YoV
v 45 Vi

Substituindo esta expressdo em (4.10) e usando a definigdo do produto escalar na
166 e da norma do produto vetorial na 180 obtemos

- 2 B 1121117112 o 2
(PP -V) || P1Po |7 [V]* = (P1Po V)

(@ist(Po,)? = || PRy |
ist(Po, r = 150 |7 — =
> 4%
— —
|| PLPo [[P[[VI[2 — [ PuPo ||*][V]]* cos® 0
V112
— —
_ I PR [PlIV]Psen®0 || PPy x V|2
4% V1>
Isto prova o resultado seguinte.
Sejam Py = (x0,Yo,20) um ponto qualquer e
x = x1+ta
r:Q y = y1+tb paratodot € R
z = z1+tc

uma reta. A distdncia de Py a r é dada por

P—I; %4
dist(Py,r) = |1||‘0/|>|<| .
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em que V = (a,b,c) é um vetor diretor e Py = (x1,y1,21) é um ponto da reta r.

Calcular a distancia do ponto Py = (1, —1,2) a reta

x = 1+2t
T y = —t para todot € R.
z = 2-3t

Um vetor diretor daretar é V = (2,—1,—3) eum pontode r é P; = (1,0,2). Assim,
—
PiPy=(1—1,-1-0,2—2) = (0,~1,0);

.
PiPy xV = (3,0,2),

NN
| PLPy x V|| £4/13 e [|V]| = V14.

Portanto,
I| PRy x V|| 13
dist(Pp,r) = L2220 — /=2
g 14
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Angulos e Distancias

4.3

Wl
Pl

'Nfoxd

Figura 4.28. Distancia entre dois planos
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Sejam dois planos 711 e 71 quaisquer. A distancia entre 711 e 71 é definida como a
menor distancia entre dois pontos, um de 717 e outro de 7r3.

Se os seus vetores normais nao sao paralelos, entdo os planos sao concorrentes
e neste caso a distancia entre eles é igual a zero. Se 0s seus vetores normais sdo
paralelos, entdo os planos sdo paralelos (ou coincidentes) e a distancia entre 717 e 712
é igual a distancia entre um ponto de um deles, por exemplo P, de 7, e 0 ponto de
711, mais préximo de P; ( 4.28). Mas, esta distancia é igual a distancia de P, a
711. Vamos ver isto em um exemplo.

Osplanos 11 : x+2y—2z—3 =0em : 2x+4y —4z—-7 =0

sdo paralelos, pois os seus vetores normais N1 = (1,2, —2) e N, = (2,4, —4) sdo

paralelos (um é multiplo escalar do outro). Vamos encontrar a distancia entre eles.
Vamos encontrar dois pontos quaisquer de cada um deles. Fazendoz = 0ey = 0

em ambas as equagdes obtemos x; = 3 e xp = 7/2. Assim, P; = (3,0,0) pertence a

e P, = (7/2,0,0) pertence a ;. Portanto, pela 4.4 temos que
A 2
dist(m, mp) = dist(mry, P2) = [[projy, P12 || = W
. (7/2-3,0-0,0-0) - (1,2,-2)| _[(1/2)-14+0-2+0(-2)] 1
B 12422+ (—2)2 B Vo 6

Sejam r; e rp duas retas quaisquer. A distancia entre 71 e rp é definida como a

menor distancia entre dois pontos, um de r; e outro de r;.
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P,

2
e
-
=g
-2
Hae]
. —
1 Projy, PP, Vi

Figura 4.29

P

~Distancia entre duas retas paralelas
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Para calcular a distancia entre duas retas, vamos dividir em dois casos:

Se os vetores diretores sdo paralelos, entdo as retas ry e rp sdo paralelas (ou
coincidentes). Neste caso, a distancia entre elas é igual a distancia entre um
ponto de rp e a reta r1, ou vice-versa, entre um ponto dery earetar (

4.29). Assim, pela 4.5 261, temos que
PPy XV
diSt(?’l,T’z) = diSt(Pl,Tz) = % , (4.11)
2

em que P; e P, sdo pontos de 71 e 3 e V7 e V5 s@o vetores diretores de 1 e 17,
respectivamente.
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VixV,

Figura 4.30pDistancia entre duas retas reversas
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Se os vetores diretores ndo sdo paralelos, entdo elas sdo reversas ou concorren-
tes. Os dois casos podem ser resolvidos da mesma forma. Estas retas definem
dois planos paralelos (que podem ser coincidentes, no caso em que elas sdao con-
correntes). Um é o plano que contém rq e é paralelo a 7o, vamos chamaé-lo de
1. O outro, contém r; e é paralelo a r1, 712. O vetor N = V4 X V3, é normal (ou
perpendicular) a ambos os planos, em que V; e V3 sdo os vetores diretores de r;
e rp respectivamente. Assim, a distancia entre as retas é igual a distancia entre
estes dois planos ( 4.30), ou seja,

— —
. . . PP, -N PP, - (Vp x V.
dist(ry, rp) = dist(71y, 712) = dist(711, P») = | |1|Z\2]|| | = | 1||2Vl (>< 1V2|| 2)|

12)
em que P; e P, sdo pontos de r1 e r, e V] e V, sdo vetores diretores de r; e
1y, respectivamente. Observe que se as retas sdo concorrentes a distdncia entre
— —
elas é zero, pois os vetores P, P, Vj e V, sdo coplanares e PP, - (V4 X V,) =0
( 3.9 195).

Vamos determinar a distincia entre as retas

x—1 y+1 z-2

sy 2 6
e
x = 142t
Tyt y = -t para todo t € R.
z = 2-—3t
As retas sdo paralelas, pois seus vetores diretores V; = (4,—2,—6) e V, =
(2,-1,-3) ( 4.5 235) sdo paralelos (um é um multiplo escalar do

outro, ou ainda as componentes correspondentes sdo proporcionais). Além disso,
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o ponto P; = (1,-1,2) pertence a reta 1. Como dissemos acima, a distancia de rq

a rp é igual a distancia entre um ponto de 1, e a reta rq ( 4.29). Assim, pela
4.5 261, temos que
| PPy xVa||  [13
. . X Va
dist(r1,72) = dist(Py, rp) = L2220 — /2
rore) = st = AT "V
As contas sdo as mesmas do 4.12 262.

Determinar a distancia entre as retas

Sx+1 y—-1
ro: 3 = 5 =Z.
e
x =t
rn:<g y = 2t  paratodotc R.
z = 1t

As retas rq e ry sdo paralelas aos vetores Vi = (3,2,1) e V, = (1,2, —1) e passam
pelos pontos P; = (—1,1,0) e P = (0,0,1), respectivamente. As retas ndo sdo
paralelas, pois seus vetores diretores ndo sdo paralelos (observe que a 1? componente
de V] é 3 vezes a 1? componente de V,, mas as 2%’s componentes sdo iguais). Logo,

—
P1P2: (07 (—1)107 1/1 *0) = (1,*1,1)
Um vetor perpendicular a ambas as retas é

N=V,xV,=(—4,44).
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Retas e Planos

Este vetor é normal aos planos 711 (que contém r; e é paralelo a 1) e 715 (que contém
rp e é paralelo a rq) (veja a Figura 4.30). Assim,

N
PP -
dist(ry,72) = dist(my, mp) = dist(my, Pp) = %
_ [1(—4)+ (—1)-4+1-4| _ | — 4 1
(42 +4 44 43 V3
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558

Considere os vetores V = i + 3 + 2k, W = 2i — i+ kel =17- 2j. Seja 7t um plano paralelo aos vetores
W e U e r uma reta perpendicular ao plano 7r. Ache a projegdo ortogonal do vetor V sobre a reta r, ou
seja, a projegdo ortogonal de V sobre o vetor diretor da reta r.

Encontrar o angulo entre o plano 2x — y +z = 0 e o plano que passa pelo ponto P = (1,2, 3) e é perpen-
dicular ao vetor i — 2]_"+ k.

Seja 711 0 plano que passa pelos pontos A = (1,1,1), B =(1,0,1), C = (1,1,0) e 71» o plano que passa
pelos pontos P = (0,0,1) e Q = (0,0,0) e é paralelo ao vetor i + j. Ache 0 angulo entre 71; e 715.

Ache todas as retas que passam pelo ponto (1, —2,3) e que formam angulos de 45° e 60° com os eixos x
e y respectivamente.

Obtenha os vértices B e C do tridngulo equilatero ABC, sendo A = (1,1,0) e sabendo que o lado BC estd

—
contidona retar : (x,y,z) = t(0,1,—1). (Sugestdo: Determine os pontos P, da reta r tais que P, A faz
angulo de 60° e 120° com o vetor diretor da reta )

Seja 7t 0 plano que passa pela origem e é perpendicular a reta que une os pontos A = (1,0,0) e B =
(0,1,0). Encontre a distancia do ponto C = (1,0, 1) ao plano 7.

Seja r1 a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B = (0,2,0), e r, areta
y—3 z—4
— 2 = — = .
’ 3

Encontre as equagdes da reta perpendicular as retas rq e r;

Calcule a distancia entre r1 e 7.

Dados A = (0,2,1), 7: X = (0,2, —2) +t (1, —1,2), ache os pontos de r que distam /3 de A. A distancia
do ponto A a reta r ¢ maior, menor ou igual & /3? Por que?

Dada aretar : X = (1,0,0) +t(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1) e B = (0,0,1), ache o ponto de r
equidistante de A e B.
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Encontre a equagdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes de A = (1, —1,2) e B = (4,3,1). Este
plano passa pelo ponto médio de AB? Ele é perpendicular ao segmento AB?

Ache as equagdes dos planos que sao perpendiculares ao vetor (2,2,2) e que distam v/3 do ponto (1,1, 1).

Determine os planos que contém a reta

r.x—2y+2,z:0
"1 3x - 5y + 7z = 0

e formam com o plano 771 : x +z = 0 um angulo de 60°.
Verifique que aretar: (x,y,z) = (1,0,1) +t(1,—1,0) é paralela ao plano
mw:x+y+z=0.

Calcule a distancia de r a 7.

Existem retas contidas no plano 71, que sdo reversas a reta r e distam 2 desta?

Determine a equagdo do plano m; que passa por A = (10/3,1,—-1), B = (1,9/2,-1) e
C = (1,-1,5/6).

Determine a equacao do plano 7, que passa por D = (—1,4,—1), E = (3/2,—1,10) e é paralelo ao
eixo z.

Escreva equagdes paramétricas para a reta r intersegao dos planos 7 e 715.
Faca um esbogo dos planos 711, 71p e da reta r no primeiro octante.

Qual o angulo entre os planos 711 e 712?
—
Qual o ponto P de 71 que estd mais préoximo da origem? (Sugestdo: este ponto é tal que OP é

ortogonal ao plano 7ty .)

Qual a area do tridangulo ABC?
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Prove que o lugar geométrico dos pontos do espaco que equidistam de dois pontos distintos
A = (x1,11,21) e B = (x2,¥2,22) é um plano que passa pelo ponto médio do segmento AB e é per-
pendicular a ele. Esse plano é chamado plano mediador do segmento AB.

Mostre que a distancia de um ponto Py = (X, yo,20) a um plano 77 : ax+ by +cz+d =0é

b d
dist(Py, 77) — laxg + byo + czo + d| .
Va2 +b? +c?
Mostre que a distancia entre dois planos paralelos 771 : ax+by+cz+dy=0em: ax+by+cz+dy =0
é
dy—d
dist(my, 7p) = M—
Va2 + b2+ c?
Mostre que a distancia entre duas retas ndo paralelas r1 :  (x,y,z) = (x1 + taj,y1 + tby,z1 + tcy) e

ro: (x,y,z) = (xa+tay, ya + thy, zp + tey) é

X2 —X1 Ya—=VY1 22— 21
det ay bl C1

ap by 3

(e[ e Voo 22 ]) s (s 22 ]
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) :
Fig 31. Reta e plano concorrentes

N
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O angulo entre uma reta r que tem vetor diretor V. = (a,,by,¢,;) € um plano 7 que tem vetor normal
N = (ar, by, cr) é definido pelo complementar do dngulo entre uma reta perpendicular ao plano 7 e a
reta . Mostre que

sen(r, ) = _IN-V]
' [NV

A distancia entre uma reta r que passa por um ponto Py = (xo, yo,20) e tem vetor diretor V = (a,, b, cr)
eum plano 7t : azx + by + crz + dr = 0 é definida como a menor distancia entre dois pontos um de
r e outro de 7. Se o vetor diretor da reta v, V = (a;, by, ¢;), ndo é ortogonal ao vetor normal do plano
7, N = (az,br, cx), entdo a reta e o plano sdo concorrentes e a distancia entre eles é igual a zero, caso
contrario a distancia é igual a distancia de uma ponto da reta r ao plano 7r. Mostre que

b d
oo+ bibo +cxo Rial 1y
dist(r, 1) = Vg + br + cn
0, caso contrario
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Ache os pontos do plano 7 : y = x que equidistam dos pontos A =(1,1,0) e B=1(0,1,1).

Determine m, n € R para que a reta (x,y,z) = (n,2,0) 4+ £(2, m, m) esteja contida no plano

mix—3y+z=1

Encontre a equagdo do plano 7t que passa pelos pontos A = (0,0,—1), B=(0,1,0) e C = (1,0,1).

Encontre a distancia da origem ao plano 7.

Mostre que os planos x —y = 0 e ¥y — z = 1 se interceptam segundo uma reta r.

Ache a equagdo do plano que passa pelo ponto A = (1,0, —1) e é perpendicular a reta r.
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Esracos R"

5.1 Independéncia Linear

Ja vimos que os vetores no plano sdo identificados com pares ordenados de ntiimeros
reais e que vetores no espaco sao identificados com ternos ordenados de ntimeros re-
ais. Muito do que estudamos sobre vetores no plano e no espago pode ser estendido
para n-uplas de ntimeros reais, em que 7 pode ser um ntimero inteiro positivo.

5.1 \Qs Espacos R”
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Para cada inteiro positivo 1, o espaco (vetorial) R" é definido pelo conjunto de todas as n-uplas
ordenadas X = (xy,...,x,) de nameros reais.

O conjunto R! é simplesmente o conjunto dos niimeros reais. O conjunto R? é o
conjunto dos pares de ntimeros reais e'0 R? é o conjunto dos ternos de ntimeros
reais.

No R3 o terno de ntimeros (x1,x,x3) pode ser interpretado geometricamente
de duas maneiras: pode ser visto como um ponto, neste caso x1, X2 e x3 sdo as co-
ordenadas do ponto ( 5.1), ou como um vetor, neste caso x1, Xy € X3 Sao as
componentes do vetor ( 5.2). Também no R" uma n-upla pode ser pensada
como um vetor ou como um ponto: Por exemplo, a quintupla X = (1,-2,3, 5,4)
pode ser pensada como um ponto no R°, quando consideramos X como um ele-
mento do conjunto R%, ou como um vetor do R?, quando fazemos operagdes com X,
como as que iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R" de pontos
ou de vetores dependendo da situagdo.

Dois vetores V = (v1,...,v,) e W = (wy, ..., w,) no R" sdo considerados iguais

sev] = Wy, ..., Uy = Wy. As operacdes de soma de vetores e multiplicagdo de vetor
por escalar no R” sdo definidas de maneira andloga ao que fizemos no plano e no
espago.
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A soma de dois vetores V = (vy,...,0,) e W = (wy,...,w,) de R" é definida por

V4+W=(v1+wy,..., 00+ ws); (5.1)

A multiplicagdo de um vetor V = (vy,...,v,) do R" por um escalar « é definida por

aV = (avy,...,00). (5.2)

O vetor nulo de R" é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se
V = (v1,...,04) é um vetor do R", entdo o simétrico de V é denotado por —V
e é definido por —V = (—vy,..., —0vy). A diferenca de dois vetores no R" é definida
porV—-W =V + (—W). Se V e W sdo vetores do R" tais que W = aV, para algum
escalar a, entdo dizemos que W é um multiplo escalar de V.

Um vetor V = (v1,...,0,) de R"” pode também ser escrito na nota¢do matricial
como uma matriz linha ou como uma matriz coluna:

01
V=] : ou V=[v ... v].

On
Estas notacoes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 wq U1+ Wy (4] %ol
V+W= : + : = : , oV =u : =

Uy Wy, Up + Wy Un avy
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ou
VAW=[ov1 ... v |+[w ... wy|=]0vidwy ... va+w, |,
aV=alov ... vg|=[av; ... aoy]
produzem os mesmos resultados que as operagdes vetoriais
VAW = (v1,...,00) + (w1,..., wp) = (01 +w1,..., 00 + W)
aV =wa(vy,...,0,) = (€vg,:..,040,).

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de
vetores e multiplicagdo de vetores por escalar no RR".

Sejam U = (uy,...,uy), V= (v1,...,0n) e W = (wy, ..., wy) vetores de R" e u e B escalares. Sio
vdlidas as sequintes propriedades:

U+V=V+U; a(pU) = (ap)U;
(U+V)+W=U+ (V+W), w(U+V)=al+aV;
u+0=u; (a4 p)U = all + BU;
U+ (~U) =0; U = U.

Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (
11 9). n

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

282

O conceito de vetores pode ser generalizado ainda mais. Um conjunto nido vazio
onde estdo definidas as operagdes de soma e multiplicacdo por escalar é chamado
espaco vetorial se satisfaz as oito propriedades do 5.1 (ver por exemplo

[51]).

Uma combinacgdo linear de vetores Vj, ..., Vi, é simplesmente uma soma de miil-
tiplos escalares de V, ..., Vi.

Um vetor V € R" é uma combinagio linear dos vetores V7, ...,V € R", se existem escalares
X1, .., Xk que satisfazem a equacgéo
x Vi+xoWo+.. .+ V=V (5.3)

ou seja, se a equacgdo vetorial (5.3) possui solugdo. Neste caso, dizemos também que V pode ser escrito como
uma combinacdo linear de V, ..., V;.

Se k = 1, entdo a equacgdo (5.3) se reduz a x1V; = V, ou seja, V é uma combinacao
linear de V; se, e somente se, V é um multiplo escalar de V;.
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Sejam V; = (1,0,0) e Vo = (1,1,0), vetores de R3. O vetor V = (2,3,2)

ndo é uma combinacdo linear de V; e V,, pois a equacgéo
uVi+xV, =V,
que pode ser escrita como
x1(1,0,0) +x2(1,1,0) = (2,3,2),

ou ainda,
(xl + X2,X2, O) = (2/ 3/ 2)/

é equivalente ao sistema

X1 + xp = 2
X2 3
0 = 2

que ndo possui solugio.

(5.4)

O vetor V = (2,3,0) é uma combinagédo linear de V; = (1,0,0) e

V2 = (1,1,0), pois a equagdo
1 Vi+xVh=V

ou
x1(1,0,0) + x(1,1,0) = (2,3,0)

ou ainda,
(x1 +x2,%2,0) = (2,3,0),

é equivalente ao sistema

X1+ x = 2
Xy = 3
0 =0

que possui solucdo.

(5.5

GoBack GoForward

Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

284 Espagos R”

Exemplo 5.3. O vetor nulo 0 é sempre combinagéo linear de quaisquer vetores
Vi,..., Vg, pois

0=0V1+...+0Vk.

Exemplo 5.4. Todo vetor V = (a,b,c) de R3 é uma combinagao linear de

i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1).

Pois,
(a,b,¢) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) = ai + bj + ck.
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Figura 5.1. Ponto (x, v,z 3 Figura 5.2. Vetor (x,1,z) € R3
Y Y

J
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V1 = (1,0,0)

o
. y

v (2,3,0)

Figura5.3. O vetor V néo é combinag% Figura 5.4, O vetor V 6 combinagao lincar de V, ¢

Q,
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v %“(Uh?z,?»{s»)’__...

- = -

Figura 5.5. Vetores i, j Figura5.6. V = vlf—i— '0274— 0375

J
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Para verificarmos se um vetor B é combinagdo linear de um conjunto de vetores
{A1,...,An}, escrevemos a equagéo vetorial

X1A1 4+ xA 4+ ...+ x,An =B, (5.6)

e verificamos se ela tem solugdo. Se Aq,..., A, sdo vetores de R, a equagdo (5.6),
pode ser escrita como

an a1y by
ORI T A B

Am1 Amn b

que é equivalente ao sistema linear

AX =B,
em que as colunas de A sdo os vetores A; escritos como matrizes colunas, ou seja,
X1
A=[A;...Ay)JeX = | : |.Istoprova o seguinte resultado.
Xn

Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. O vetor B é combinagio linear das colunas de A
se, e somente se, o sistema AX = B tem solucdo.
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Dizemos que um conjunto S = {V, ..., V;} de vetores de R" é linearmente independente (LI)
se a equacdo vetorial )
xVi+xV+... 4+ x5V, =0 (5.7)

s6 possui a solucdo trivial, ou seja, se a tnica forma de escrever o vetor nulo como combinagédo linear dos
vetores Vi, ..., Vi é aquela em que todos os escalares sdo iguais a zero. Caso contrdrio, isto é, se (5.7) possui
solugdo ndo trivial, dizemos que o conjunto S é linearmente dependente (LD).

Um conjunto finito de vetores de R" que contém o vetor nulo é LD,
poisse {V1,...,Vi} é tal que V; = 0, para algum j, entdo

OVy + ...+ 0Vj g+ 1V; 4 0Vj (g +... + 0V = 0.

Um conjunto formado por um tnico vetor, {V; }, ndo nulo é LI, pois
x1Vp = 0 é equivalente a x; = 0.ou V4 = 0. Mas, V; # 0; portanto x; = 0.

Se {V4, ..., Vg} é um conjunto de vetores LD, entdo qualquer conjunto
finito de vetores que contenha Vj, . .., Vi é também LD, pois a equacéo

X1V1+...+kak+0W1+...+0WmI(_)

admite solugdo néo trivial.
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Um conjunto formado por dois vetores de R”, {V1,V,} é LD se, e
somente se, a equagdo x1V; + x,V, = 0 possui solugdo néo trivial. Mas se isto acon-
tece, entdo um dos escalares x1 ou x, pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo
Vi = (—x2/x1)Va ese x # 0, entdo Vo = (—x1/x2)Vy. Ou seja, se {V4, Va} é LD,
entdo um dos vetores é multiplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor é multiplo escalar do outro, digamos se V; =aVj,
entdo 1 V) —aV, = 0 e assim eles sdo LD. Portanto, podemos dizer que dois vetores
sdo LD se, e somente se, um é um miltiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto S = {V;, V»}, em que V4 = (1,0,1) e V, = (0,1,1), é LI,
pois um vetor ndo é multiplo escalar do outro.
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<N

z 4

®
/
Vz Vl
1%
V2

X y % X y
en-

Figura 5.7. Dois vetores linearmente de Figura 5.8. Dois vetores linearmente independen-
tes tes

J
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Espacos R"

V2

Vs

Vi

Figura5.9. Trés vetores linearmente dependentes
(paralelos)

Figura 5.10. Trés vetores linearmente dependen-
tes (dois paralelos)
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X y X
Figura 5.11. Trés vetores linearmente dependen- Figura 5.12. Trés vetores linearmente indepen-
tes (coplanares) dentes
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Um conjunto formado por trés vetores de R", {V;,V,,V3} é LD se, e
somente se, a equagdo x1V; + xV, + x3V3 = 0 possui solugdo ndo trivial. Mas se
isto acontece, entdo um dos escalares x; ou x; ou x3 pode ser diferente de zero. Se
x1 # 0, entdo Vi = (—x2/x1)Va + (—x3/x1)V3, ou seja, o vetor V; é combinagado
linear de V; e V3. De forma semelhante, se x, # 0, entdo V, é combinagéo linear de
Vi e Vzesexs # 0, entdo V3 é combinagédo linear de V; e V;. Assim, se trés vetores
Vi, Vo e V3 do R” sdo LD, entdo um deles é uma combinagéo linear dos outros dois,
ou seja, um deles é uma soma de mdltiplos escalares dos outros dois. No R? temos

que se trés vetores ndo nulos sdo LD, entdo ou os trés sdo paralelos ( 5.9), ou
dois deles sdo paralelos ( 5.10) ou os trés sdo coplanares, isto é, sdo paralelos
a um mesmo plano ( 5.11).

Reciprocamente, se um vetor é uma combinagado linear dos outros dois, digamos
se Vi = aV, + BV, entdo 1 V] — aV, — V3 = 0-€ assim eles sdo LD. Portanto, po-
demos dizer que trés vetores sdo LD se, e somente se, um deles é uma combinagdo
linear dos outros dois. No R3, se trés vetores sdo LI, entdo eles ndo sio coplanares
( 5.12).

Vamos mostrar que os vetores
E; =(1,0,...,0), E, =(0,1,0,...,0), ..., E, = (0,...,0,1)

sdo LI Em particular os vetores i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1) sdo LL A
equagao

x1Ey+...¥x,E, =0
pode ser escrita como
21(1,0,...,0) + ..o+ x,(0,...,0,1) = (0,...,0).
Logo, (x1,...,x1) = (0,...,0), que é equivalente ao sistema

x1=0,..., x,=0.
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Para descobrir se um conjunto de vetores {Al, el An} é LI, precisamos saber se a
equagdo vetorial )
XA +xA + ...+ x,A, =0 (5.8)

tem somente a solugdo trivial. Se Ay, ..., A, sdo vetores de R, a equagdo (5.8), pode
ser escrita como
a11 A1 0
xl : + .o + xn : = :
Am1 Amn 0

que é equivalente ao sistema linear homogéneo AX = 0, em que as colunas de A sdo
X1
o0s vetores A; escritos como matrizes colunas, ouseja, A = [A1... Ay]e X =

Xn
Isto prova o seguinte resultado.

Seja A uma matriz m X n.
As colunas de A sio LI se, e somente se, o sistema AX = 0 tem somente a solucdo trivial.

Se m = n, entdo as colunas de A sio LI se, e somente se,

det(A) # 0.
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Trés ou mais vetores no Rz, assim como quatro ou mais vetores no R3 e mais de n
vetores no R" sdo sempre LD. Pois, nestes casos, o problema de verificar se eles sao
ounao Ll leva a um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do que equagdes,
que pelo 1.6 47 tem sempre solugdo nao trivial.

Em R" um conjunto com mais de n vetores é LD.

Considere os vetores V1 = (1,0,1), Vo = (0,1,1) e V3 = (1,1,1) de
R3. Para sabermos se eles sdo LI ou LD, escrevemos a equagao

x1Vi+ xVa 4+ x3V3 = 0.

Esta equacdo vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

101
A=[VivaWl=]0 1 1
111
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Concluimos, entdo que o sistema A X = 0 possui somente a solugdo trivial
X1 = Xp = X3 = 0.

Portanto, os vetores V;, V; e V3 sdo LI

Sejam Vi = (1,2,5), Vo, = (7,—1,5) e V5 = (1,—1, —1) vetores de R>.
Para sabermos se eles sdo LI ou LD, escrevemos a equagéo

1 Vi +xVo +x3V3 = 0. (5.9)

Esta equacdo vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

1 7 1
A=[ViVhVa]=1]2 -1 —1
5 5 -1

A matriz [ A| 0] é equivalente por linhas a matriz escalonada reduzida

1 0 -2/500
[RI0]=]0 1 " 1/500 |. (5.10)
0 0 00

Assim, a varidvel x3 pode ser uma variavel livre que pode, portanto, assumir qual-
quer valor. Concluimos que o sistema A X = 0 e a equagéo vetorial (5.9) tém solugdo
nao trivial. Portanto, V7, V5 e V3 sdo LD.

A expressao “linearmente dependente” sugere que os vetores dependam uns dos
outros em algum sentido. O teorema seguinte mostra que este realmente é o caso.
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Um conjunto S ={V,..., Vi} (k > 1) de vetores é LD se, e somente se, pelo menos um dos vetores, V;,
for combinagio linear dos outros vetores de S.

Vamos dividir a demonstragdo em duas partes:

Se V] é uma combinacio linear dos demais vetores do conjunto S, isto €, se
existem escalares «, ..., Nj1, 041, .-, Kk tais que

oV +. + Dé]‘,ﬂ/];l + 06]'+1V]‘+1 + Ve = V]‘,
entdo somando-se —Vj a ambos 0os membros ficamos com
oV +.o + OC]‘_1V]'_1 — V] + “j+1vj+1 + ... +a Vi, =0. (5.11)

Isto implica que a equacdo x1V; + ... + %V, = 0 admite solugdo ndo trivial,
pois o coeficiente de Vj em (5.11) € —1. Portanto, S é LD.
Se § é LD, entdo a equagdo

X1V1 +x2V2+...+kak =0 (512)

admite solugdo néo trivial, o que significa que pelo menos um x; ¢é diferente
de zero. Entdo, multiplicando-se a equagdo (5.12) por 1/x; e subtraindo-se

(%)V1 +...+ (%)Vk obtemos

Xi_ X
V== <ﬂ> Vi <L> Vi — (’“) Vi —...— (x"> Vi.
Xj Xj Xj Xj

Portanto, um vetor V; é combinacéo linear dos outros vetores de S. ]

GoBack GoForward



299

Na demonstragdo da segunda parte, vemos que o vetor, cujo escalar na combinagdo linear, puder
ser diferente de zero, pode ser escrito como combinagao linear dos outros.

Sejam Vi = (1,2,5), Vo, = (7,—1,5) e V3 = (1,—1, —1) vetores do R>.
Vamos escrever um dos vetores como combinagéo linear dos outros dois. Vimos no
5.12 que estes vetores sdo LD. De (5.10) segue-se que

x1Vi+xVo+x3V3 =0

se, e somente se, x; = (2/5)a, x = —(1/5)a e x3 = a, para todow € R:
Substituindo-se os valores de x1, x7 e X3 na equagdo acima, ficamos com

(2/5)aVy — (1/5)aVy +aV3 =0
Tomando-se & = 1, obtemos
(2/5)V1 — (1/5)Va+ V3 =0

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V; + 5V3, temos que V, = 2V; 4 5V3. Ob-
serve que, neste exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinacdo
linear dos outros. O préximo exemplo mostra que isto nem sempre acontece.

Sejam Vi = (=2,-2,2), V, = (=3,3/2,0) e V3 = (—2,1,0).
{V1,Vp,V3} é LD (xV4 +yVo+2V3 =0 <= x =0,y = —2a,z = 3a, paraa € R,
verifique!), mas V; ndo é combinagdo linear de V; e V3 ( 5.10 292).
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Vamos estudar a posigdo relativa de duas retas, usando a dependéncia linear de
vetores. Sejam 11 : (x,y,z) = (x1 + tay, y1 + tby,z1 +tey) e
ry: (x,y,z) = (x2 + tap, y2 + tby, zo + tcp) as equagdes de duas retas.

Se os vetores diretores V; = (ay,b1,¢1) e Vo = (a2, by, c3) sdo LD, entdo as retas
sdo paralelas ou coincidentes. Além de paralelas, elas sdo coincidentes, se um
ponto de uma delas pertence a outra, por exemplo se P, = (x1,y1,21) pertence
arpouse P = (x,12,22) pertencea ry. Ou ainda,

— —
Se V1 e PiP, ou V5 e PiP, sdao LD (com V; e Vo LD), entdo elas sdo coinci-
dentes.

— —
Se V; e P1P; ou V, e P P, sdo LI (com V; e V, LD), entdo elas sdo paralelas
distintas.

Se os vetores diretores Vi = (a1,b1,¢1) e Vo = (ap, by, c») sdo LI, entdo as retas
S30 reversas ou concorrentes.

.
Se P1 Py, V1 e V sd0 LD (com V; e V; LI), entdo as retas sdo concorrentes.

—
Se Py P, V1 e V; sdo LI, entdo as retas sdo reversas ( 5.13).
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V1 X Vz

Rigura 53 Duas retas reversas

Julho 2014 GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

302

Vamos estudar a posicdo relativa dos dois planos usando a dependéncia linear
de vetores. Sejam 711 : ayx + b1y +c1z+dy = 0e My : apx 4 bpy + oz +dy = 0 as
equagdes de dois planos.

Se os vetores normais N7 = (ay,b1,¢1) e Ny = (aa,by, ¢2) sdo LD, entdo os pla-
nos sdo paralelos distintos ou coincidentes. Além de paralelos, eles sdo coinci-
dentes se, e somente se, todo ponto que satisfaz a equagdo de um deles, satisfaz
também a equagdo do outro. Ou ainda,

Se os vetores (ay,b1,¢1,d1) e (ag, by, ¢2,ds) sdao LD, entdo as equagdes sdo
proporcionais e os planos sdo coincidentes.

Se os vetores (a1, by,c1,d1) e (a, b, ¢3,dp) sdo LI(com N; e N, LD), entdo
os planos sdo paralelos distintos ( 5.15).

Se os vetores normais Ny = (a1, b1,¢1) e No = (ay, by, c2) sdo LI, entdo os planos
sdo concorrentes ( 5.14).
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. X O

St 5

Figura 5.15. Dois planos paralelos

Figura 5.14. Dois planos que se interceptam

gundo uma reta Q
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Vamos estudar a posi¢do relativa de uma reta e um plano usando a dependéncia
linear de vetores. Sejam r : (x,y,z) = (x1 + tay, y;1 + tby, z1 + fc1) a equagdo de uma
reta e 771 um plano que passa pelo ponto P, = (x3,¥2,22) e é paralelo aos vetores
Va = (ag, b2, c2) e V3 = (a3, b3, c3).

Se o vetor diretor da reta r, Vi = (ay,b1,¢1), 0s vetores paralelos ao plano 7,
Vo = (az,by,c3) e V3 = (a3, bz, c3) sdo LD, entdo a reta e 0 plano sdo paralelos
ou a reta estd contida no plano. A reta estd contida no plano se além dos vetores
V1, Va2 e V3 forem LD, um ponto da reta pertence ao plano, por exemplo, se
Py = (x1,y1,21) pertence a r. Ou ainda,

Se V; = (al,bl,cl), V, = (ﬂz,bz,Cz) e V3 = (Cl3, bg,Cg,) sio LD e
Vo = (ag,by,c2), V3 = (as, bz, c3)e€ P?Pz também sdo LD, entdo a reta
estd contida no plano.

Se V = (al,bl,q), V, = (ﬂz,bz,Cz), V3 = (ag,bg,C3) sdo LD, mas
Vo = (ag,by,c2), V3 = (a3, bs,c3) e P?Pz sdo LI, entdo a reta é paralela

ao plano, mas ndo estd contida nele.

Se Vi = (m,b1,61), Vo = (az,ba,c2), V3 = (a3, b3, c3) sdo LI entdo a reta é
concorrente ao plano.
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Figura 5.16. Reta e plano ent

J

Figura 5.17. Reta e plano paralelos
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564
Quais dos seguintes vetores sdo combinagdo linear de V; = (5,-3,1), V, = (0,4,3) e V3 = (—10,18,7)?
(10,2,8); (-1,2,3).

Os vetores V; = (5,-3,1), Vo = (0,4,3) e V3 = (—10,18,7) do exercicio anterior sdo LD ou LI? Caso
sejam LD escreva um deles como combinacéo linear dos outros.

Quais dos seguintes conjuntos de vetores sdo linearmente dependentes?
{(1,1,2),(1,0,0), (4,6,12)}; {(1,1,1),(2,3,1),(3,1,2) };
{(1,-2,3),(—2,4,-6)}; {(4,2,—-1),(6,5,-5),(2,—-1,3)}.

Para quais valores de A o conjunto de vetores {(3,1,0), (A2 +2,2,0)} 6 LD?

Suponha que {V1,V,, V3} é um conjunto linearmente independente de vetores de R". Responda se
{Wy, W,, W3} é linearmente dependente ou independente nos seguintes casos:

Wi=Vi4+ WV, Wo =Vi+V3eW; =V, + V3;
Wi =V, Wo =V +VzeWs =V, +V,+4 V.

Sejamry : (x,y,z) = (1+2t,t,243t)ery: (x,y,z) = (t, 1+ mt, —1+ 2mt) duas retas.
Determine m para que as retas sejam coplanares (ndo sejam reversas).

Para o valor de m encontrado, determine a posigdo relativa entre rq e r5.

Determine a equagdo do plano determinado por r1 e r3.

Sejam aretar: (x,y,z) = (1,1,1) + (2t,mt, t) e o plano paralelo aos vetores V; = (1,2,0) e V, = (1,0,1)
passando pela origem. Determine o valor de m para que a reta seja paralela ao plano. Para o valor de m
encontrado a reta estd contida no plano?

Considere os seguintes vetores V; = (—1,—-1,0,2), V, = (—2,—4,2,6) e V3 = (1,3, -2, —4).
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Entre os vetores V; = (3,1,2,—4), V5 = (-2,-1,-1,3) e Vg = (—4, -3, -2, —2), quais sdo combi-
nagdo linear de V4, V, e V3? Para os que sdo combinagdo linear de V3, V;, e V3 escreva a combinagéo
linear.

Os vetores Vi, V, e V3 sdo LD ou LI? Caso sejam LD escreva um deles como combinagéo linear dos
outros.

Seja A uma matriz n x n. Mostre que det(A) = 0 se, e somente se, uma de suas colunas é combinagao
linear das outras.

Suponha que {V3,V,,...,V,} é um conjunto de vetores de R" linearmente independente. Mostre que
se A é uma matriz n X n ndo singular, entdao {AV;, AV,,..., AV, } também é um conjunto linearmente
independente.

Se os vetores ndo nulos U, V e W sdo LD, entdao W é uma combinacéo linear de U e V?
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Sejam A uma matrizm x ne W C R" o conjunto solug¢do do sistema linear homo-
géneo AX = 0. J4 vimos na 1.7 48 que o conjunto W satisfaz
as seguintes propriedades:

Se X e Y pertencem a W, entdo X + Y também pertence a W.

Se X pertence a W, entdo « X também pertence a W para todo escalar «.

Revise como foi feita a demonstracdo dos itens (a) e (b) acima na 1.7

48. Assim, se X e Y sdo solugdes de um sistema homogéneo, entdo X 4+ Y

e aX também o sdo. Portanto, combinagoes lineares de solucdes de AX = 0 sdo
também solucgdes de AX = 0.

O conjunto soluc¢do de um sistema homogéneo AX = 0 é chamado de espaco
solucdo do sistema homogéneo AX = 0. Ele se comporta como se fosse um espaco,
no sentido de que fazendo soma de vetores do conjunto ou multiplicando vetores do
conjunto por escalar ndo saimos dele.

Um subconjunto néo vazio de R"” que satisfaz as propriedades (a) e (b) acima é
chamado de subespago de R". Com relac¢do as operagdes de soma e multiplicacdo
por escalar podemos “viver” nele sem termos que sair. Assim, o espago solucdo do
sistema homogéneo AX = 0 é um subespago de R". Vale também a reciproca, todo
subespaco é o espago solugdo de um sistema homogéneo ( 5.2.18
331).
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x y X y
Figura 5.18. Soma de vetores do plano Figura 5.19. Multiplicagdo de vetor por escalar do
ax+by+cz=0 plano ax + by +cz =0
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o
z e z
f f
Xi1+Xo
aX
2
1
X
X Yy X y
w A J
Figura 5.20. Soma de vetores da reta Figura 5.21. Multiplicagdo de vetor por escalar da
(x,y,z) = (at, bt,ct) reta (x,y,z) = (at, bt, ct)

J
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Os exemplos triviais de subespagos de R” sdo o subespago formado
somente pelo vetor nulo, W = {0} e W = R". Mas cuidado, o R? nao é subespago
de R3, pois o R? (conjunto de pares de ntimeros reais) nao é um subconjunto-do R3
(conjunto de ternos de ntimeros reais). O plano
W = {(x,y,z) € R® | z = 0} é um subespago de R® mas ele nao é o R?.

Considere o sistema linear

ax + by + cz = 0
mx + by + oz = 0
azx 4+ b3y + iz = 0

Cada equagdo deste sistema é representada por um plano que passa pela origem. O
conjunto solugdo é um subespago de R> e é a intersecdo dos planos definidos pelas
equagdes, podendo ser:

Somente um ponto que é a origem.
Uma reta que passa pela origem.

Um plano que passa pela origem.

Vamos escrever toda solugéo do sistema linear homogéneo AX = 0 como uma com-
binagdo linear de um niimero finito de vetores Vi, ..., V. que sdo também solugdo do
sistema.
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Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, em que

1 1 0 0 1
A=| -2 =2 1 -1 -1
1 1 -1 1 0

Escalonando a matriz aumentada do sistema acima, obtemos a matriz escalonada
reduzida

1 0 0 1:0
0 1 -1 1:0
0 0 0 0:0

T =R=

E assim a solugdo geral do sistema pode ser escrita como

Xp=—a—7 X2=7x3=—a+p, x4 =Bxs=a

para todos os valores de a, B,y € R, ou seja, o conjunto solucdo do sistema AX = 0
é

W = {(x1,x2,%3,%4,%5) = (—0 — v, —a+B,B,a) | a,B,7v€R}.

Agora, um elemento qualquer de'W pode ser escrito como uma combinagdo linear
de vetores de W:

(_0‘_’)//')// _a+,Br,B/“) - (—06,0,—06,0,06)+(0,0,[6,[3,0)+(—’)’,’)’,0,0,0)
= «(-1,0,—-1,0,1) + B(0,0,1,1,0) + v(—1,1,0,0,0)

Assim, todo vetor de W pode ser escrito como combinacéo linear dos vetores
V1 =(-1,0,-1,0,1),V, =(0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0)
pertencentesa W (V é obtido fazendo-sea = 1ef = v =0, V, fazendo-sea = v =0
eB=1eVzfazendosea =p=0ey=1).

Neste caso dizemos que V; = (-1,0,—-1,0,1), V, = (0,0,1,1,0) e V53 =
(—=1,1,0,0,0) geram o subespago W. Em geral temos a seguinte definicao.
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Seja W um subespaco de R" (por exemplo, o espago solugdo de um sistema linear homogéneo
AX = 0). Dizemos que os vetores Vj,..., Vi pertencentes a W, geram W ou que {Vj,..., Vi} é um conjunto
de geradores de W, se qualquer vetor de W é combinagéo linear de V3, ..., Vi. Dizemos também que W é o
subespaco gerado por V3,..., V.

Uma questdo importante é encontrar o maior niimero possivel de vetores linear-
mente independentes em um subespaco. O resultado a seguir responde a esta ques-
tao.

Seja W subespaco de R" (por exemplo, o espago solugio de um sistema linear homogéneo AX = 0). Seja
{W1, ..., Viu} um conjunto de vetores de W

linearmente independente (LI),
que gera W (ou seja, todo vetor X de W é combinagdo linear de V4, . .., Viy).

Entdo, um conjunto com mais de m vetores em W é linearmente dependente (LD).
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Seja {Wl,...,Wp} um subconjunto de W, com p > m. Vamos
mostrar que {Wy,...,W,} é LD. Vamos considerar a combinagao linear nula de
Wi, ..., W,

x1Wq +x2W2+...+xpr =0. (5.13)

Como qualquer elemento de W pode ser escrito como combinagdo linear de
Vi,..., Vi, em particular,

m
Wi =b1jVi 4+ boiVa+ ...+ byjVie = ) bjjVi, paraj=1,...,p. (5.14)
i=1

Assim, substituindo (5.14) em (5.13) e agrupando os termos que contém V;, para
i=1,...,m, obtemos

(br1xy + ...+ b1pxp) Vi + oA (byaxy + .o A bupXp) Vi = 0. (5.15)

Como {V4,...,V,,} é LI entdo os escalares na equagdo (5.15) sdo iguais a zero. Isto
leva ao sistema linear

BX =0,
em que B = (b,-]-)mxp. Mas, este é um sistema homogéneo que tem mais incégnitas
do que equagdes, portanto possui solucdo néo trivial, ( 1.6 47),
como queriamos provar. |

O resultado anterior mostra que se podemos escrever todo elemento do subespaco
W como uma combinagdo linear de vetores V3, ..., V;,; LI pertencentes a W, entdo m
€ o maior ntimero possivel de vetores LI em W.

No 5.17 os vetores

Vl = (_1101_1/0/1)/ VZ = (O/O/ 1/ 1/0) e V3 = (—1, 1,0,0,0)
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geram W. Além disso de
«(—-1,0,—1,0,1) + B(0,0,1,1,0) +(—1,1,0,0,0) = (= =y, v, —a + B, B, a)

segue-se que Vi, V, e V3 sdo LI (por que?)

Assim, pelo 5.6 ndo podemos obter um niimero maior de vetores, em W,
LI Neste caso dizemos que { V3, V5, V3} é uma base de W. Em geral temos a seguinte
definicéo.

Seja W um subespaco de R" (por exemplo, o espago solugdo de um sistema linear homogéneo
AX = 0). Dizemos que um subconjunto {Vj, ..., Vy} de W é uma base de W, se

{V1,...,Vk} é um conjunto de geradores de W (ou seja, todo vetor de W é combinacdo linear de
Vl/ ey Vk) e

{(Vi,...,Vi} éLL

Os vetores
E; =(1,0,...,0),E; = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1)
formam uma base do R". Pois, um vetor qualquer do R" é da forma V = (ay,...,a,)
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e pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro
e cada vetor dependendo apenas de um parametro, obtendo

V=(a,...,an) = (m,0,...,0)+(0,a2,0,...,0)+...4(0,...,0,a,)
= 21(1,0,...,0) +a2(0,1,0,...,0) + ... +a,(0,...,0,1).

Assim, os vetores E; = (1,0,...,0),E; = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) geram
o R". Vimos no 5.10 294 que Eq, Ey, ... E;, sdo LI. Esses vetores
formam a chamada base canénica de R”. No caso doR?, E; = i Er, = 7e E; = k.
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V =(a,b,c)

Figura 5.22. Vj e V, que formam uma base para o Figura 5.23. Vetor V = (a,b, c) que é base para a reta
plano (x,y,z) =t(a,b,c)
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Seja W = {(x,y,z) = t(a,b,c) | t € R} uma reta que passa pela
origem. Como o vetor diretor V = (a, b, c) é ndo nulo e gera a reta, entdo {V} é uma
base de W.

SejaW = {(x,y,z) € R® | ax + by + cz = 0} um plano que passa pela
origem. Vamos supor que a # 0. Um ponto (x, y, z) satisfaz a equacao
ax + by + cz = 0 se, e somente se,

zZ=0,1Y = ,x:—1 cx + bp), ara todos o, B € R.
y=p J(eatbp), p B

. . c b
Assim, o plano W pode ser descrito como W = {(—;D& - E'B' B«) | o, p € R}.
Assim, todo vetor de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um para

cada parametro, obtendo

(~Sa—28,B0) = (~Sa,0,0) + (2B B0) = a(~$,0,1) + (- ,1,0).

Assim, todo vetor de W pode ser escrito como uma combinacéo linear dos vetores
Vi = (=5,0,1) e Vo = (—£,1,0) pertencentes a W (V; é obtido fazendo-sea = 1 e
B = 0eV,, fazendo-sea = 0 e B = 1). Portanto, Vi = (—£,0,1) eV, = (72,1,0) ge-
ram o plano W. Como V; e V, sdo LI, pois um ndo é multiplo escalar do outro, entdo
{V1,V2} é uma base do plano W. Deixamos como exercicio para o leitor encontrar
uma base de W para o caso em que b # 0 e também para o caso em que ¢ # 0.

Segue do 5.6 313 que se W # {0} é um subespago, entdo qualquer
base de W tem o mesmo ntimero de elementos e este é o maior niimero de vetores LI
que podemos ter em W. O ntimero de elementos de qualquer uma das bases de W é
chamado de dimensido de W. Se W = {0} dizemos que W tem dimens&o igual a 0.
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A dimensdo do R" é n, pois como foi mostrado no 5.18
315,

E; =(1,0,...,0), E, = (0,1,0,...,0), ..., E, = (0,...,0,1)

formam uma base do R”.

Pelo 5.19 318 uma reta que passa pela origem tem
dimensdo 1 e pelo 5.20 318 um plano que passa pela origem tem
dimens&o 2.

Vamos mostrar a seguir que se a dimensdo de um subespago W é m > 0, entdo basta
conseguirmos m vetores LI em W, que teremos uma base.

Seja W um subespago de dimensido m > 0. Se m vetores, V1, ..., Vi, € W, sdo LI, entdo eles geram o
subespaco W e portanto formam uma base de W.

Sejam V3, ..., Vy, vetores Ll e seja V um vetor qualquer do subespaco

W. Vamos mostrar que V é combinagdo linear de V3, ..., V). Considere a equagdo
vetorial

x1V1 +XQV2+...+Xme+Xm+1V: 0 (5.16)
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Pelo 5.6 313, V1, ..., Vi, V sdo LD, pois sdo m + 1 vetores em um
subespaco de dimenséo m. Entdo a equagdo (5.16) admite solugdo ndo trivial, ou seja,
pelo menos um x; # 0. Mas, x,,41 # 0, pois caso contrério, Vi, ..., V;, seriam LD.

e subtraindo-se

Entédo, multiplicando-se a equacéo (5.16) por
Xm+1

X1 X2 v
mys

i+ mw+...+
Xm41 Xm+41 Xm4-1

V:—( ad )Vl—...—< Xm >Vm.
Xm+1 Xm+1

Dos resultados anteriores, vemos que se a dimensao de um subespago, W, é m > 0,

Xm

obtemos

entdo basta conseguirmos m vetores LI em W, que teremos uma base ( 5.7)
e ndo podemos conseguir mais do que m vetores LI ( 5.6 313).
Do 5.7 segue-se que n vetores LI do R" formam uma base

de R". Por exemplo, 3 vetores LI do R3 formam uma base de R3.
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Figura§24. O subespaco W do Exemplo 5.24
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Figuras25. O subespago V do Exemplo 5.24
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Figura 5.26. "Os/subespagos W,V e VMW do Exemplo 5.24
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Sejam W o planox +y+z = 0e Vo plano 4x — 2y +z = 0. As-

sim, o plano W tem vetor normal N; = (1,1,1) e o plano V tem vetor normal
N, = (4,—2,1). A intersecao W NV é a reta cujo vetor diretor é
V = Ny x N = (3,3,—6) (revise o 4.7 237) e que passa pela

origem. Assim, a reta que € a intersecdo, VN'W, tem equagdo (x,y,z) = £(3,3,—6),
para todo t € R. Portanto, o vetor V = (3,3, —6) gera a intersecao VN 'W. Como um
vetor ndo nulo é LI, o conjunto {V = (3,3, —6) } é uma base da reta que é a interse¢do
VNw.

Alternativamente, podemos encontrar as equagdes paramétricas da reta V O'W,
intersecdo dos planos determinando a solugdo geral do sistema (5:17)

W: x+y+z =0,

V: 4x-2y+z =0. (6-17)

Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (5.17):

1 1 1.
4 -2 1

Precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do pivd, para isto,
adicionamos a 22 linha, —4 vezes a 12 linha.
1 1 1:i0
_4x12 1 ajj ajj :
4x12 linha + 22 linha — 22 linha [ 0 —6 3.0
Agora, ja podemos obter facilmente a solucdo geral do sistema dado, ja que ele é
equivalente ao sistema

x + y + z =0
-6y — 3z = 0

A varidvel z é uma variadvel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos ¢,
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para t € R qualquer. Assim, a solucdo geral do sistema (5.17) é

NI—=N[—

t
t paratodot € R.
t

N < R

A reta que é a intersec¢do, VN'W, tem equacgdo (x,y,z) = t(—1/2,—-1/2,1), paratodo
t € R (revise o 4.7 237). Portanto, o vetor V = (—1/2,=1/2,1)
gera a interse¢do VN'W. Como um vetor ndo nulo é LI, o conjunto

{V =1(-1/2,-1/2,1)} é uma base do subespago que ¢ a reta interse¢do de V com
W.

Como no exemplo anterior, em geral, 0 espaco solucdo de um sistema linear homogéneo pode
ser visto como uma intersecdo de subespacos que sdo as solugdes de sistemas formados por subconjuntos de
equagdes do sistema inicial.

Considere o subespaco W = {(a+c,b+c,a+b+2c) | a,b,c € R}
de R3. Vamos encontrar um conjunto de geradores e uma base para W.
Qualquer elemento V de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo
um vetor para cada pardmetro e cada vetor dependendo apenas de um parametro,
obtendo

V=(a+cb+ca+b+2) = (a0,a)+(0,b,b)+ (c,c 2c)
= a(1,0,1) +b(0,1,1) + ¢(1,1,2).

Logo, definindo V; = (1,0,1), Vo, = (0,1,1) e V3 = (1,1,2), temos que {V3, V5, V3}
gera W. Para sabermos se {Vj, V,, V3} é base de W, precisamos verificar se V3, V, e
V3 sdo LI. Para isto temos que saber se a equagédo vetorial

xVi+yVo+2zV3 =0 (5.18)
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ou equivalentemente,
AX=0, emque A=[VV, V3]

s6 possui a solugdo trivial. Escalonando a matriz A, obtemos
1 01
R=|1011
000

Logo 5.18 tem solugdo ndo trivial. Assim, os vetores V1, V, e V3 sdo LD. A solugdo
de (5.18) é dada por x = —a,y = —a e z = w, para todo &« € R. Substituindo-se esta
solucdo em (5.18) obtemos

—aVy —aVo+aV3 =0

Tomando-se &« = 1 obtemos V3 = V, + V. Assim, o vetor V3 pode ser descartado
na geracdo de W, pois ele é combinagdo linear dos outros dois. Logo, apenas V; e
V, sdo suficientes para gerar W. Como além disso, os vetores V; e V, sdo tais que
um ndo é multiplo escalar do outro, entdo eles sdo LI e portanto {V;, V,} é uma base
de W. Observe que a mesma relacdo que vale entre as colunas de R vale entre as
colunas de A (por que?).

Considere os vetores V; = (=1,1,0,—-3) e V, = (=3,3,2, —1) linear-
mente independentes de R%, Vamos encontrar vetores V3 e V tais que {V1, Vo, V3, V4 }
formam uma base de R*. Escalonando a matriz cujas linhas sdo os vetores V; e V,,

-1 1 0 -3

A=| 13 3 2 1

,  obtemos R—[l -0 3}

0 01 4

Vamos inserir linhas que sdo vetores da base candnica na matriz R até conseguir
uma matriz 4 x 4 triangular superior com os elementos da diagonal diferentes de
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zero. Neste caso acrescentando as linhas V3 = [0100]eV;, =[0001 | em
posicoes adequadas obtemos a matriz

=

Il
OO O
OO =
O = OO
— kO W

Vamos verificar que Vi, V3, V3 e V4 sdo LL
X 1Vi+x0Vo +x3V3 + x4V =0
é equivalente ao sistema linear

CX=0, emqueC=[VVaV3V,].

Mas como det(R) # 0, entdo det(C) # 0, pelo 2.13 108, pois
R pode ser obtida de C' aplicando-se operagdes elementares. Logo { V1, Va, V3, V4 }
é LI. Como a dimensdo do R* é igual a 4 , entdo pelo 5.7 319,

{V1,V, V3, V,} é uma base de R*.
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572
Encontre um conjunto de geradores para o espago solucdo do sistema homogéneo AX =0, em que
1010 112 -1
A=11 2 3 1/|; A= 2 36 -2
21 31 =21 2 2

Para as matrizes A dadas, encontre os valores de A tais que o sistema AX = AX tem solugdo ndo trivial
e para estes valores de A, encontre uma base para o espago solugio:

0 0 1 -1 2 2 0
A=|1 0 -3 |; A— |71 210
01 3 1 120
(2 2 3 4 | 00 0 1
A:0232 [2 3 0]
00 1 1| A=|10 1 0 |;
000 1 00 2
1 1 -2 [2 3 0]
A=| -1 2 1| A=|0 2 0 |;
01 1 00 2

Determine uma base para a retaintersegdo dos planos x — 7y +5z =0e3x —y +z = 0.
Sejam V) = (4,2,-3), V2 = (2,1,-2) e V3 = (—2,—1,0).

Mostre que Vi, Ve V3 sdo LD.
Mostre que V; e V; sdo LL

Qual a dimensdo do subespago gerado por V3, V> e V3, ou seja, do conjunto das combinagdes lineares
de V1 ’ V2 e V3.

Descreva geometricamente o subespago gerado por Vi, Vo e V3

Dados V; = (2,1,3) e V5 = (2,6,4):
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Os vetores V; e V, geram o R3? Justifique.

Seja V3 um terceiro vetor do R3. Quais as condicdes sobre V3, para que { V1, V,, V3} seja uma base de
R3?

Encontre um vetor V3 que complete junto com V; e V5 uma base do R3.

Seja W o plano x + 2y + 4z = 0. Obtenha uma base {V;, V,, V3} de R? tal que V; e V;, pertencam a W.

Considere os seguintes subespacos de R>:
V=1[(-1,23),(1,3,4)] e W=[(1,2-1),(0,1,1)].

Encontre as equagdes paramétricas da reta V N'W e uma base para o subespago VN'W. A notacéo [V;, V3]
significa o subespaco gerado por V; e V,, ou seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares de V; e V5.

Seja V = {(3a +4b — 4c,2a — 4b — 6¢, —2a = 4b+2c) | a,b,c € R} um subespaco de R>.
Determine um conjunto de geradores para V.
Determine uma base para V.

Dados V; = (—3,5,2,1) e V5, = (1,-2,-1,2):

Os vetores V; e V, geram o R*? Justifique.

Sejam V3 e V vetores do R%. Quais as condicdes sobre V3 e V, para que {Vy, V,, V3, V,} seja uma
base de R*?

Encontre vetores V3 e Vi que complete junto com V; e V; uma base do R4,

Dé exemplo de:
Trés vetores: Vi, Vp e V3, sendo {V;} LL {V,, V3} LI, V; e V3 ndo sdo multiplos de V; e {V3, Vo, Va}
LD.

Quatro vetores: Vq, V5, V3 e Vy, sendo {V;, Vo } LI, { V3, V,} LI, V3 e V4 ndo sdo combinagéo linear de
VieVse {Vi, Vs, Vs, Vi) LD.
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Considere a seguinte matriz

0 1 -5 -3

2 -2 -4 0
A= -1 2 4 0
2 -4 -4 2

Determine os valores de A € R tais que o sistema AX = AX tem solugdo nao trivial.

Para cada valor de A encontrado no item anterior, encontre uma base para o espago solugao.

Seja A uma matriz m x n. Mostre que se o conjunto solugdo do sistema linear AX = B é um subespaco,
entdo B = 0, ou seja, o sistema linear € homogéneo. (Sugestdo: se X é solugdo de AX = B,entdoY = 0X
também o é.)

Determine uma base para o plano ax + by + cz = 0 no caso em que b # 0 e no caso em que ¢ # 0.

Sejam V e W vetores do R”. Mostre que o conjunto dos vetores da forma aV + W é um subespaco do
R™.

Mostre que se uma reta em R? ou em R? nao passa pela origem, entao ela nao é um subespaco. (Sugestao:
se ela fosse um subespago, entéo ...)
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-1
-2 -1 0 1 2 3 4

Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m X 1. Mostre que o conjunto dos vetores B para os quais o
sistema A X = B tem soluc¢do é um subespago de R™. Ou seja, mostre que o conjunto

Z(A) ={BeR"|B= AX, paraalgum X € R"}
é um subespago de R".
Sejam Wy e W, dois subespacos.

Mostre que W1 N W, é um subespago.
Mostre que W1 U W5 é um subespaco se, e somente se, W; C W, ou W, C Wj.

Definimos a soma dos subespacos W e W, por
Wi +W, = {V1+V2 | VieWieV, EWz}.
Mostre que W1 + W, é um subespago que contém W; e W.

Sejam W um subespaco de R" e {Wj, ..., Wi} uma base de W. Defina a matriz B = | Wy ... W ]!, com
W1, ..., Wy escritos como matrizes colunas. Sejam W+ o espaco solugdo do sistema homogéneo BX = 0
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e{V1,...,V,} umabase de W-+. Definaamatriz A = [ V; ... Vy |, com V..., V) escritos como matrizes
colunas. Mostre que W é o espaco solucdo do sistema homogéneo AX = 0, ou seja,

W= {X e R | AX = 0}.

Sejam A uma matriz m x n e B uma matriz m x 1. Seja Xp uma solugdo (particular) do sistema linear
A X = B. Mostre que se {V, ..., V;} é uma base para o espago solugdo do sistema homogéneo AX = 0,
entdo toda solucdo de A X = B pode ser escrita na forma

X=Xo+a1Vi+...4+a,V,
em que «q, ..., &) sdo escalares. (Sugestdo: use o 1.2.21 66)

Mostre que a dimensédo do subespaco gerado pelas linhas de uma matriz escalonada reduzida é igual a
dimensao do subespaco gerado pelas suas colunas.

Mostre que a dimensao do subespago gerado pelas linhas de uma matriz é igual a dimensédo do subespaco
gerado pelas suas colunas. (Sugestdo: Considere a forma escalonada reduzida da matriz A e use o
exercicio anterior.)
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Um subconjunto {Vy,Va, ..., Viu} de um subespaco W é uma base para W se, e somente se, todo vetor X

de W é escrito de maneira vinica como combinagio linear de V1, Vs, ..., Viy.

Em primeiro lugar, suponha que todo vetor X de W é escrito
de maneira tinica como combinagdo linear de Vi,..., V). Vamos mostrar que
{V1,Va,...,Vy} é uma base de W. Como todo vetor é escrito como combinagéo
linear de V4, ..., V};, basta mostrarmos que Vj, . .., V;; sdo LI. Considere a equacao

X1V1+...+vam:(_).

Como todo vetor é escrito de maneira tinica como combinagéo linear de Vi, ..., V,
em particular temos que para X = 0,

Vi+ .ot xuVy =0=0V] +...+ 0V,

o que implica que x;'=0,...,x;, = 0, ouseja, V,..., V), sdo linearmente indepen-
dentes. Portanto, {V4, V,, ..., Vi, } é base de W.
Suponha, agora, que {V1,Va, ...,V } é base de W. Seja X um vetor qualquer de
W. Se
xVi+.. 4+ xyVpy=X=y1Vi+...+yuVu
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entao B
(Xl —y1)V1 +...+ (Xm — ym)vm =0.

Como V4, ...,V formam uma base de W, entdo eles sdo LI, o que implica que x; =
q plica q
Yi,---,Xm = Y. Portanto, todo vetor X de W é escrito de maneira tinica como

combinacdo linear de V3, ..., V. |
Se § = {W,...,.V,x} é um conjunto de vetores que gera um subespago W, ou seja,
W = [S] = [W,..., V4|, entdo existe um subconjunto de S que é base de W.

Se § é LI, entdo S é uma base de W. Caso contrario, S é LD e pelo

5.5 298, um dos vetores de S é combinacao linear dos outros. As-

sim, o subconjunto de S obtido retirando-se este vetor continua gerando W. Se esse
subconjunto for LI, temos uma base para W, caso contrério, continuamos retirando
vetores do subconjunto até obtermos um subconjunto LI e ai neste caso temos uma
base para W. |

Vamos mostrar que se a dimensdo de um subespaco W é m, entdo m vetores que

geram o subespago, W, formam uma base ( 5.10) e que ndo podemos ter
menos que m vetores gerando o subespaco ( 5.11).

Sado simples as demonstra¢oes dos seguintes corolarios, as quais deixamos como
exercicio.

GoBack GoForward



335

Em um subespaco, W, de dimensido m > 0, m vetores que geram o subespago, sdo LI e portanto formam
uma base.

Em um subespaco, W, de dimensdo m > 0, um conjunto com menos de m vetores ndo gera o subespago.

Se R ={V1,...,Vi} é um conjunto de vetores LI em um subespaco W de R", entdo o conjunto R pode
ser completado até formar uma base de W, ou seja, existe um conjunto S = {V,..., Vi, Vkx1..., Vi } (R C S), que é
uma base de W.
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Se {Vy,...,Vi} gera W, entdo {Vj,..., V} é uma base de W. Caso
contrério, seja Vi1 um vetor que pertence a W, mas nédo pertence ao subespaco ge-
rado por {Vy,..., Vi}. Entdo, o conjunto {V;,..., V4, Vii1} € LI, pois caso contrario
x1V1 + ..+ X1 Vipr = 0, implicaria que x1 # 0 (por que?) e assim, Viyq se-
ria combinacdo linear de Vi, ..., Vg, ou seja, Vi1 pertenceria ao subespaco Wy.. Se
{V1,..., Vkr1} gera W, entdo {V3,..., Vj11} é uma base de W. Caso contrério, o
mesmo argumento é repetido para o subespago gerado por {Vy,..., Vi, Vi 1 }.

Pelo 54 296 este processo tem que parar, ou seja,
existe um inteiro positivo m < n tal que {V4,..., Vi, Viit,:.., Viu} é LI, mas
{V1,.. ., Vi, Vikx1, ..., Vi, V} € LD, para qualquer vetor V de W.. O que implica
que V é combinacdo linear de {Vy,..., Vi, Viiq,..., Vi) (por que?). Portanto,
{1, ., Vi, Vi1, - -, Vi } € uma base de W. [ |
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Todo subespago de R" diferente do subespago trivial {0} tem uma base e a sua dimensio é menor ou
igual a n.

Os préximos resultados sdo aplicagdes dos resultados anteriores as matrizes.

Sejam A e B matrizes m X n equivalentes por linhas. Sejam Ay, ..., Ay as colunas 1, ...,n, respec-
tivamente, da matriz A e By, ..., By as colunas 1, . . ., n, respectivamente, da matriz B.

B:

sy B]-k sdo LI se, e somente se, Ah" .., Ajk também o sdo.

Se existem escalares Qjpyeee s Wy tais que
A = chlAjl +oF “jkAjk’

entdo
By = aj, By, + -+ By,

O subespago gerado pelas linhas de A é igual ao subespaco gerado pelas linhas de B.
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Se B é equivalente por linhas a A, entdo B pode ser obtida de A
aplicando-se uma sequéncia de operagdes elementares. Aplicar uma operagdo ele-
mentar a uma matriz corresponde a multiplicar a matriz a esquerda por uma matriz
invertivel ( 1.8 54). Seja M o produto das matrizes invertiveis cor-
respondentes as operagdes elementares aplicadas na matriz A para se obter a matriz
B. Entdo M é invertivel e B = MA.

Vamos supor que Bh' ., Bjk sdo LI e vamos mostrar que Ah' e, A]-k também o
sdo. Se
xj Ajy + -+ x5 A5 =0,
entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos
Xh]\/IA]‘1 + -+ X]'kMA]'k =0.
Como MAj = B;, paraj=1,...,n/( 1.1.18 25), entdo

lele +o Tt xjkBjk =0.

Assim, se Bj,..., B sdo LI, entdo x; = ... = x;, = 0. O que implica que
Ah' eeey A]-k também sio LI.

Trocando-se B por A o argumento acima mostra que se Ah' R A]-k sdo LI, entao
Bj], e, Bjk também o sdo.

Sejam a;,, ..., &, escalares tais que
Ap=wj A+t A,
entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos
MAy = MAj + -+ +aj MA; .
Como MAj = B;, paraj=1,...,n/( 1.1.18 25), entao
By = wj Bj, + - +u;Bj,.
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A matriz B é obtida de A aplicando-se uma sequéncia de operagdes elementares
as linhas de A. Assim, toda linha de B é uma combinagéo linear das linhas
de A. Logo, o espago gerado pelas linhas de B estd contido no espago gerado
pelas linhas de A. Como toda operacdo elementar tem uma operacgao elementar
inversa, o argumento anterior também mostra que o espago gerado pelas linhas
de A esté contido no espaco gerado pelas linhas de B. Portanto, eles sdo iguais.

Vamos agora provar a unicidade da forma escalonada reduzida.

Se R = (rij)mxn € S = (Sij)mxn sd0 matrizes escalonadas reduzidas equivalentes por linhas a uma

matriz A = (al-]-)mxn, entio R = S.

Sejam S e R matrizes escalonadas reduzidas equivalentes a A. Sejam
Ri,...,Ryascolunasde Re Sy, ..., S, as colunas de S. Seja ¥ o nimero de linhas ndo
nulas de R. Sejam jj,...,jr as colunas onde ocorrem os pivos das linhas 1,...,7,
respectivamente, da matriz R. Entdo R e S sdo equivalentes por linha, ou seja, existe
uma sequéncia de operagdes elementares que podemos aplicar em R para chegara S
e uma outra sequéncia de operacdes elementares que podemos aplicar a S e chegar
aR.

Assim, como as colunas, ..., j; — 1 de R sdo nulas o mesmo vale para as colunas
1,...,j1 —1deS. Logo o pivd da 1? linha de S ocorre numa coluna maior ou igual a
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J1- Trocando-se R por S e usando este argumento chegamos a conclusdo que R, = §Sj,
eassim Ry = 5y,...,R;, =5,
Vamos supor que Ry = Sy,...,R; = §j, e vamos mostrar que

Rj+1=Sj+1,---,Rj,, =Sj..,, sek<rou

Rjr+1 :Sjr-i—l/---/Rn:Sn/ sek =r.

Observe que paraj = jy+1,...,jky1 —1,se k < r,ouparaj=j, +1,...,n, se
k = r, temos que

R] = (7’1]',. . .,rkj,O,. . ,0) = rljle + ...+ T’k]'R]'k,
o que implica pela 5.14 337 que
S] = }’1]'5]'1 +...+ l’k]‘Sjk.
Mas por hipétese le = Sjl, s, Rjk = S]-k, entdo,
Sj = leR]'l +...F rijjk = R]',

paraj=jr+1,...,jky1 —1,sek <rouparaj=j +1,...,n,sek=r.
Logo, se k < r, o pivd da (k + 1)-ésima linha de S ocorre numa coluna maior
ou igual a jiy1. Trocando-se R por S e usando o argumento anterior chegamos a

conclusdo que Rj., = S, eassimRy = 5y1,...,R;, =S§;,.Ese k = r, entdo

Jie+1

Ry =S1,...,Ry = Sp.

Portanto, R = S. |
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Vimos que podemos estender a soma e a multiplicagdo de vetores por escalar para
o R". Podemos estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.

Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores X = (x1,...,x,) € R"'e
Y = (y1,-..,yn) € R" por

n
X-Y=xiy1+X02+ ...+ XulYn = ) Xi¥i -
i=1

Definimos a norma de um vetor X = (x1,...,%,) € R" por

n
I|X|| = VX -X=/x2+... +22 = szz
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Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores

X1 n
X = : e Y= :
Xn Yn
pode ser escrito em termos do produto de matrizes como

XY = Xty.

Sejam V = (1,—-2,4,3,5) e W = (5,3,—1,—2,1) vetores do R5. O
produto escalar entre V e W é dado por

V-W=(1)(5)+(=2)(3) + (4)(=1) + 3)(=2) + (5)(1) = —6.

Asnormas de V e W sdo dadas por

VI = /12 + (-2)2 + 424 32 4 52 = V55,

[W]] = /524 32 £ (<12 4 (~2)2 +12 = V4O

Sao validas as seguintes propriedades para o produto escalar e a norma de vetores
de R™.

GoBack GoForward



343

Se X,Y e Z sio vetores de R™ e « é um escalar, entio
X-Y =Y - X (comutatividade);
X - (Y+Z)=X-Y+ X Z (distributividade em relagdo i soma);
(aX) Y=a(X-Y)=X-(aY);
X-X=||X||> > 0e||X]|| = 0se, e somente se, X = 0;
X || = fae] [|X]|;
|X Y| < ||X]||||Y]|| (desigualdade de Cauchy-Schwarz);
[|IX+Y|| < ||X]||+ ||Y]| (desigualdade triangular).

Sejam X,Y,Z € R" e « € R. Usando o fato de que se os vetores sdo
escritos como matrizes colunas, entdo o produto escalar pode ser escrito como o pro-
duto de matrizes, X - Y = X'Y, e as propriedades da dlgebra matricial ( 1.1

9), temos que
XY=xiy1+ - +xnyn=y1x1+ - +yuxpn =Y -X.
X-(Y+Z2)=X{(¥Y+Z2)=XY+X'Z=X-Y+X Z.
a(X-Y) = a(XY) = (aX')Y = (aX)'Y = (aX)-Y. A outra igualdade é
inteiramente anéloga.

X - X é uma soma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a zero e é
zero se, e somente se, todas as parcelas sdo iguais a zero.
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[|aX|]> = (ax1)?+ - + (axy)? = &> (23 + - - + x2) = a?||X||*. Tomando a raiz
quadrada, segue-se o resultado.

A norma de AX + Y é maior ou igual a zero, para qualquer A real. Assim,
0 <AX+Y[]> = (AX+Y) - (AX+Y) = (|[X[)A* + 2X - V)A+[Y]]%

para qualquer A real. Logo, o discriminante deste trindmio tem que ser menor
ou igual & zero. Ou seja, A = 4(X - Y)% — 4||X||?||Y||? < 0. Logo,
XY < |[X[[Y]-

Pelo item anterior temos que

IX+YI? = (X+Y)-(X+Y) =||X[[>+2X - ¥+ |[Y|]2
< JIXIP 20X Y]+ |2
< XTI+ 20X+ 12 = (11X + 11D
Tomando a raiz quadrada, segue-se o resultado. |

Dizemos que dois vetores X e Y sdo ortogonais se X - Y = 0. As propriedades do
produto escalar permitem introduzir o conceito de bases ortogonais no R”. Antes
temos o seguinte resultado.

Se Vi, ..., Vi sio vetores ndo nulos de R" ortogonais, isto é, V; - V; =0, para i # j, entdo
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O conjunto {V,..., Vi } é LL

k
V-V
SeV =Y a;Vj, entdo aj = V||;
i

= l

Considere a equacao vetorial
X1V1 +...+kak =0. (519)

Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (5.19) com V;,i =1,...,k
e aplicando as propriedades do produto escalar, obtemos

(Vi V) 4. 4+ x(Vi- Vi) +... +x (V- V) =0. (5.20)
Mas, V; - V; = 0, se i # j. Assim, de (5.20) obtemos que
x| Vil 2= 0.
Mas, como V; # 0, entdo || V|| #0ex; =0, parai =1...,k.
Seja
V=Y aV. (5.21)

Fazendo o produto escalar de V. com V;, paraj =1,...,k, obtemos que
k k )

V.Vi= gl"iVi 'ijg(“iVi'Vj):“jHVjH-

1= =

1

GoBack GoForward

Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

346

Assim,

Observe que o item (a) é uma consequéncia imediata do item (b).
Definimos a proje¢ao ortogonal de um vetor V sobre um vetor ndo nulo W, por
. V-w
pro¥ = (e )

Observe que a projecdo ortogonal de um vetor V sobre um vetor ndo nulo W é
um mdltiplo escalar do vetor W. Além disso temos o seguinte resultado.
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Seja W € R"™ um vetor ndo nulo. Entdo, V — projy, V é ortogonal a W, para qualquer vetor V € R™.

Precisamos calcular o produto escalar de W com V — proj, V:

V-W
Portanto, V — proj,, V é ortogonal a W.
|
O préximo resultado é uma generalizacdo da 5.18.

Sejam W1, W, . . ., Wy vetores ndo nulos de R", ortogonais entre si, entdo para qualquer vetor V,
V —projy, V — ... — projy, V

éortogonal a Wi, parai =1, ...,k
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Demonstracao. Vamos calcular o produto interno de V — projy, V — ... — projy, V
com Wj, paraj=1,. . k.

k k

‘ VoW, VoW
V_ZPrOJWiV 'Wj:V'V\]f_Z<||W.||;>Wi'wjzv'wf_ [TW,[]2 Wj-Wj =0,
i=1 ! Y

i=1
poisWi-W]-:0,sei7éjer'Wj=||Wj||2' -
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V — proj,, V
<
V — projy, V

projyy V. w projy V w

»
o

y

Figura 5.27. Projegdo ortogonal do vetor W sebre o vetor W

>(\l

=
g

0
~
.3

2

i
> s

- projy, V
Proj, V —

Projyy, V+projy, V

higura 5.28. V —proj, V —proj,, V € ortogonal a Wy ea W,
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Vamos mostrar no préximo exemplo como encontrar no conjunto solucdo do sistema
linear homogéneo AX = 0 um conjunto com o maior nimero possivel de vetores
unitdrios (com norma igual a 1) ortogonais.

Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, em que

1 1 0 0 1
A=| -2 =2 1 -1 -1
1 1 -1 1 0

Escalonando a matriz aumentada do sistema acima, obtemos a matriz escalonada
reduzida .

1 10 0 1:0

001 —1-1:0
000 000

E assim a solugdo geral do sistema pode ser escrita como
X =—a—7 X2=7 X3=—0+p, x4 =px5s=u

para todos os valores de a, B,y € R, ou seja, o conjunto solucdo do sistema AX = 0
é

W = {(x1,%0,x3,%4,%5) = (=a — 7,7, —a+B,B,a) | a0, B,y € R}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma combinagdo linear
de vetores de W:

(7“")9')// 7“+ﬁrﬁ/“) — (70(1()/7“’0/“)+(O/O/,B/,BIO)+(771’Y/0/0/0)
= a(-1,0,-1,0,1) + B(0,0,1,1,0) + 7(—1,1,0,0,0)
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Assim, todo vetor de W pode ser escrito como combinacao linear dos vetores

V; = (~1,0,—1,0,1), V5 = (0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0)

pertencentes a W (V] é obtido fazendo-sea =1ef = v =0, V, fazendo-sea = v =0
e =1eVzfazendo-sewx = f = 0 ey = 1). Além disso segue da equagdo anterior
que V;, V; e V3 sdo LI Logo {Vj, V3, V3} é uma base de W.

Wi
W,

W3

Vamos, agora, encontrar uma base ortonormal para W. Para isso vamos aplicar a

5.18 347.

Vl = (_1/ 0/ _1/ 0/1)/

1 1
Vo — projWl Vv, =(0,0,1,1,0) + g(—l,O, -1,0,1) = 5(—1,0,2,3,1)

1 1
V3 = projyy, Vs — projy, V3 = (=1,1,0,0,0) = 2(~1,0,<1,0,1) = =(~1,0,2,3,1)
1

5(73, 51,-1,-2)

Agora, vamos “dividir” cada vetor pela sua norma para obtermos vetores de norma
igual 4 1 (unitarios).

1 1 1 1
U = T W - _7/0/_';/01—;
! <||W1II> 1=V 155
1 1 2 3 1
U = TTITA7 11 W — = /0/ 7 7
2 <||W2||> 2= V15 V15 V15 75
1 3 5 1 1 1
U3 = W?,:(_ ’ ’ r r )
| W3] 210" 2v/10° 2107 2107 /10
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Seja {V4, ..., Vi} uma base de um subespaco de R".

Dizemos que {Vj,..., Vi} é uma base ortogonal, se V; - V; = 0, parai # j, ou seja, se quaisquer dois
vetores da base sdo ortogonais;

Dizemos que {V4, ..., Vi } é uma base ortonormal, se além de ser uma base ortogonal, ||V;|| = 1, ou seja,
o vetor V; é unitario, parai =1,...m.

A base candnica de R”, que é formada pelos vetores
E;=(1,0,...,0), E»=(0,1,0,...,0), ... E,=(0,...,0,1)

¢ uma base ortonormal de R".

No 5.28, {W1,W,, W3} é uma base ortogonal de W e
{Uy, Uy, U3} é uma base ortonormal de W.
O resultado a seguir mostra que o procedimento usado no 5.28 conhecido
como processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt pode ser aplicado a qualquer
subespaco de R"”. Nas 5.29 e 5.30 vemos como isto é possivel no caso em que

o subespaco é o R?, ja que o R3 é subespaco dele mesmo.
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) &

W=

A o | Vaprojy,

—projw2V3

W W,
proi Vs /o projs
projy, V2 & W, PO 5 e ’

proj w, V3 +projW2V3
Figura 5.29. Wy = V; e Wy = Vo= proj

Figura 5.30. W3 = V3 — projy,, V3 — projy, Va
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Seja { V1, ..., Vi } uma base de um subespaco W de R". Entio, existe uma base
{Uy, ..., Uy} de W que é ortonormal e tal que o subespago gerado por Uy, ..., U; é igual ao subespago gerado por
Vl,...,Vjpamj =1,...,k

Sejam
Wl = Vl s
Wz = V2 — pI'O]'W1 Vz ’
Wy = V3— projWl V3 — projw2 V3,
Wi = Vi = projy, Vie — projyy, Vi ... — projy, Vi
Pela 5.18, segue-se que W, é ortogonal a Wy e W, # 0, pois Vi e V;

sdo LI Assim, W; e W, formam uma base ortogonal do subespaco gerado por
V1 e V. Agora, supondo que Wy, ..., Wi_; seja uma base ortogonal do subes-
pago gerado por Vi, ..., Vy_q, segue-se da 5.19, que Wj é ortogonal
aWy,...,Wi_1. W, # Q, pois caso contrario, Vi pertenceria ao subespago ge-
rado por Wy, ..., Wiy_1 que é igual ao subespago gerado por V3, ..., Vi_1 eassim
Vi,..., Vg seriam LD Como Wj, ..., Wy sdo ortogonais ndo nulos, pela

517 344, eles sdo LI e portanto formam uma base do subespaco
W.
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(b) Sejam, agora

1 1 1
Uy=(—— W, =W, ..., U=+ )W.
! <||w1||) o <r|wz||> 2 g <||wkr) $

Assim, {Uj, ..., Ui} é uma base ortonormal para o subespago W.
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595

Sejam X = (1,1, —2) e Y = (a,—1,2). Para quais valores de a, X e Y sdo ortogonais?

Sejam X = (1/+/2,0,1/v/2) e Y = (a,1//2,—b). Para quais valores de a e b, o conjunto {X,Y} é
ortonormal?

Encontre uma base ortonormal para o plano x +y +z = 0.

Encontre um subconjunto com o maior ntimero possivel de vetores ortonormais no subespago dos vetores
(a,b,c,d) € R* tais quea—b—2c+d=0.

Encontre um subconjunto com o maior niimero possivel de vetores ortonormais no conjunto solucao do
sistema homogéneo

x +y — z + w = 0
2x + y 4+ 2z — w = 0
4 + vy + 8 — bdw = 0

-x + vy — 7z + 5w = 0.

Considere as retas (x,y,z) = t(1,2,—3) e (x,y,z) = (0,1,2) +5(2,4, —6) em R3. Encontre a equacio geral
do plano que contém estas duas retas e ache um subconjunto com o maior ntimero possivel de vetores
ortonormais neste plano.

Use o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para o subes-
paco de R* que tem como base {(1,1,-1,0), (0,2,0,1),(—1,0,0,1)}.

Aplique o processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal de R? a partir
dabase {(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3) }.

Ache as equagdes dos planos em R3 ortogonais ao vetor (2, 2,2), que distam \/5 do ponto (1,1,1). Estes
planos sdo subespacos de R3? Caso afirmativo, encontre base(s) ortonormal(is) para ele(s).
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Mostre que se V é ortogonal a W, entdo V é ortogonal a aW, para todo escalar «.

Mostre que se V é ortogonal a Wy,..., Wy, entdo V é ortogonal a qualquer combinacdo linear de
Wi, ..., Wg.

Sejam X, Y e Z vetores de R". Prove quese X - Y = X - Z, entdo Y — Z é ortogonal a X.

Mostre que se Wy, ..., Wy sdo vetores ndo nulos ortogonais entre sie X = a;Wy+ ... + axW, entdo
X = projy, X + ... + projy, X.

Sejam V7, ..., Vi vetores linearmente dependentes. Mostre que, aplicando-se o processo de ortogonaliza-
do de Gram-Schmidt aos vetores V7, ..., Vi, se obtém um vetor W; que é nulo, para aleumi = 1,...,k.
¢ k iq p 2]
(Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [V4,..., V1] = [Wy,..., W;_1] e use o0 exercicio anterior.
g ] p q i i—1 i—1

Seja S = {W1, ..., Wi} uma base ortogonal de um subespagco W de R". Mostre que um todo vetor V de
W pode ser escrito como

V-W; VW, V- Wy
V= 7W1+7W2++7Wk
Wi 2 [[W2 2 [ Wil 2
(Sugestao: escreva V = x1Wj + ... + x; Wy, faga o produto escalar de V com W; e conclua que x; = H‘;;/leig,

parai=1,...,k)
Mostre que o conjunto de todos os vetores do R” ortogonais a um dado vetor V = (ay,...,a,),

W={X=(x1,...,x4) ER"| X-V =0} ¢éum subespaco de R".

Demonstre que, se V e W sdo vetores quaisquer de R”, entdo:

VW = ||V + W|]? — ||V — W||?] (identidade polar);
|V +W[? + ||V = WI|]Z =2(]|V|> + ||W]||?) (lei do paralelogramo).
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(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima _observando que
IV+WIE= (VW) (VW) e[V -W[?=(V-W) - (V-W)

Seja {Uj, ..., U, } uma base ortonormal de R". Se A = [ U; ... U, | é uma matriz n X n cujas colunas
sdo os vetores Uy, ..., Uy, entdo A é invertivel e A~! = A!. (Sugestao: mostre que A'A = I,.)

Mostre que o dngulo entre dois vetores ndo nulos X = (x1,...,x,) € Y = (y1,...,yn) de R", que é
definido como sendo o ntimero real 6 entre 0 e 77 tal que

X-Y
XY

estd bem definido, ou seja, que existe um tal ndmero real 6 e é tnico. (Sugestdo: mostre, usando a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, que
XY

1< 7<)

XTI
Seja W um subespaco de R”. Mostre que o conjunto de todos os vetores ortogonais a todos os vetores de
W é um subespago de R”. Este subespago é chamado de complemento ortogonal de W e denotado por
W+, ou seja,

cosf =

Wt ={X€ER"| X Y =0,paratodoY € W}.

2

Mostre que todo subespaco W de R" é 0 espago solucdo de um sistema linear homogéneo. (Sugestao:
seja {Wy, ..., Wi} uma base de W+ tome A = [ Wy ... W, |!.)

Embora ndo exista o produto vetorial de dois vetores em R", para n > 3, podemos definir o produto
vetorial de n — 1 vetores, Vi = (v11,..,01n), .-, Va1 = (V1)1 - - -+ U(n—1)n) COMO

Vix Vax - X Vyoq = ((—1)”+1 det(0;j) 21, (—1)"2 det(0;)) g, - -, (—1)%" det(vij)#n) .

Mostre que:

Vi x Vo x.---xV,_1éortogonala Vy,..., V,_.
DC(V1><V2X"'Xanl):V1XH'(XVZ'><‘”><Vn,1
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5.4 Mudanca de Coordenadas %
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Figura5.31. OP= xi + yj

J

gonais {0,7,7,k} e {O', Uy, Uy, U3}

y a
x Figura 5.32. Dois sistemas de coordenadas orto-

Um Curs Analitica e Algebra Linear  GoBack GoForward Julho 2014



361

Se as coordenadas de um ponto P no espago sdo (x,y,z), entdo as componentes do

—
vetor OP também sdo (x, Y, z) e entao podemos escrever

—_—
OP = (xy,z)=(x00)4+(0,4,0)+ (0,0,2)
= x(1,0,0) +y(0,1,0) +2(0,0,1) = xi + yj + 2k,
em que i= (1,0,0), ]_": (0,1,0) e k= (0,0,1). Ou seja, as coordenadas de um ponto
_>
P sdo iguais aos escalares que aparecem ao escrevermos OP como uma combinac¢do

linear dos vetores candnicos. Assim, o ponto O = (0,0,0) e os vetores ?, fe k deter-
minam um sistema de coordenadas ortogonal, { O,?,f, k}. Para resolver alguns pro-
blemas geométricos é necessdrio usarmos um segundo sistema de coordenadas or-
togonal determinado por uma origem O’ e por 3 vetores Uy, U, e Uj ortonormais de
R3.* Por exemplo, se O' = (2,3/2,3/2), Uy = (/3/2,1/2,0), Uy = (—1/2,+/3/2,0)
els; = (0,0,1) = k, entdo {0/, Uy, U, U3} determina um novo sistema de coorde-
nadas: aquele com origem no ponto @', cujos eixos ',y e z’ sdo retas que passam
por O’ orientadas com os sentidos e direcdes de Uy, U, e Us, respectivamente (
5.32).

As coordenadas de um ponto P no sistema de coordenadas {O’, Uy, Uy, U3} é de-

—

finido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O’ P como combinagio
linear dos vetores Uy, U, e Us, ou seja, se

N
O'P=x'U; +y'Uy +Z'Us,

entdo as coordenadas de P no sistema {O/ , Uy, Uy, U3} sdo dadas por

x/

[Plioruunusy = | V'
Z/

*Em geral, um sistema de coordenadas (ndo necessariamente ortogonal) é definido por um ponto O’ e trés vetores Vi, V; e V3 LI de R3
(ndo necessariamente ortonormais) (veja o 549 381).
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—
Vamos considerar inicialmente o caso em que O = O'. Assim, se OP= (x,¥,z),

N
entdo x'U; + y'U, + z'Uz =OP é equivalente ao sistema linear

x! x
QX'=X, emque Q=1 WL Us;], X' =|y |, X=|y
z/ z
Como a matriz Q é invertivel (por que?) a solugdo é dada por
X' =Q'X.
Mas, como Uy, U, e U3 formam uma base ortonormal de R3, entdo
t u uu, utu, ulus Up-uy Up-U, Up-Us
Q Q = Ué [ u, U, Us ] = Uélll UEUZ UEU3 = UZ . Ul UZ . Uz Uz . U3 =13
Ui uith, uiu, Uulus Us-Uy Us-Uy Uz-Us
Assim, a matriz Q = [U; U, U3 | é invertivel e Q~1 = QF. Desta forma as coordena-

das de um ponto P no espago em relagdo ao sistema {O, Uy, Uy, U3}, x’, i’ e 2/ estdo
unicamente determinados e

x X
[Pliomuytny = QPloszry 0w | v | =Q| v
Z z

Também no plano temos o mesmo tipo de situagdo que é tratada de forma intei-
ramente andloga. As coordenadas de um ponto P no plano em relacdo a um sistema
de coordenadas {O’, Uy, U, }, em que U e U, sdo vetores que formam uma base or-

tonormal do R?, ¢ definido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos
—

O'P como combinagdo linear de U; e Uy, ou seja, se

.
O'P= x'U; +y'Uy,
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entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, U, } sdo dadas por

x/
[P]{O/,Ul,UQ} = |: ! :| °
Yy
As coordenadas de um ponto P no plano em relagdo ao sistema {O, Uy, Uy, U3 }
estdo bem definidas, ou seja, x” e ¥’ estdo unicamente determinados e sdo dados por

x! x
[P]{O,ul,UZ} = Qt[P]{O,El,Ez} ou l: y/ :| = Qt |: y :| 7
em que E; = (1,0) e E; = (0, 1). Observe que, tanto no caso do plano quanto no caso
do espago, a matriz Q satisfaz, Q! = Q. Uma matriz que satisfaz esta propriedade
é chamada matriz ortogonal.

Considere o sistema de coordenadas no plano em que O’ = O e
U, = (vV3/2,1/2) e, = (—1/2,4/3/2). Se P = (2,4), vamos determinar as
coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas.

V3/2 —1/2]
1/2 V/3/2 |-

Assim, as coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sdo da-
das por

Q—[Uluz]_[

[P]{o,ul,uz}:Qt{i}—[lig][i]_[\_/z; \/%;5}[:21}_[22\%{51}
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Figu ordenadas de um ponto P em dois sistemas
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Considere o mesmo sistema de coordenadas do exemplo anterior,
mas agora seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as
coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas.

As coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas por

=Ll -150 wa L ]- S|

_ t
[Pliou,uzy = Q {y us ~1/2 +/3/2 (—x++3y)/2

Vamos agora considerar um problema inverso aqueles apresentados
nos exemplos anteriores. Suponha que sejam vélidas as seguintes equacdes

_ 1 7 2
]/:7 - %y
ou equivalentemente
1 2
HEES 2
2 _ 1 /
y /5 75 y

/
x < .
entre as coordenadas [ / } de um ponto P em relagdo a um sistema de coordenadas

{O,U;,U,} e as coordenadas de P, { ; }, em relacdo ao sistema de coordenadas

original
{O0,E; =(1,0),E; = (0,1)}.

Queremos determinar quais sdo os vetores U e U,.
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0 .
Os vetores U e U, da nova base possuem coordenadas e , respecti-

1

0 1
vamente, em relagdo ao novo sistema de coordenadas, {O, U, Uy }. Pois,

Uy =1U; +0Uy e Uy = 0U; + 1 Up. Queremos saber quais as coordenadas destes

vetores em relacdo ao sistema de coordenadas original, {O, E; = (1,0),E; = (0,1)}.
Logo,
u = [

.- |

a2
Ou seja, U e Uy sdo as colunas da matriz Q = [ ‘ég \{5 ] .
Vi VB
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Suponha que o novo sistema de coordenadas {O, Uy, U, } seja obtido do sistema
original {O, E; = (1,0),E; = (0,1)} por uma rotagdo de um angulo 6. Observando
a 5.34, obtemos

Uy = (cosB,seno)

U, = (—senb,cosb)
seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de
P em relagdo ao novo sistema de coordenadas.

A matriz
cosf) —senf

senf cos

QZ[Uluz]Z{ :|:R9

é chamada matriz de rotagao.
As coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sdo dadas por

X A cos® senf x
y | 7 y | | —senf cosb vy |
O sistema de coordenadas que aparece nos dois primeiros exemplos desta segdo

podem ser obtidos por uma rotagdo de um angulo 6 = 71/6 em relagdo ao sistema
original.
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Figura 5.35. adas'de um ponto P em dois sistemas (translagao)
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Vamos considerar, agora, o caso em que O’ # O, ou seja, em que ocorre uma
translac¢do dos eixos coordenados.
Observando a 5.35, obtemos

— — —
0'P=0P — 00 . (5.22)
N
Assim, se OO'= (h, k), entdo
H
O'P= (¥, y) = (xy) — (k) = (x —h,y—k)

Logo, as coordenadas de P em relacdo ao novo sistema sdo dadas por

[Plio k) = [ ;/ ] = { ;:Z } . (5.23)

O eixo x" tem equagdo v’ = 0, ou seja, y = ke o eixo y/, x' = 0, ou seja, x = h.
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Esta projegdo é usada para fazer desenhos de objetos tridimensionais no papel
ou na tela do computador. Com esta projegdo os pontos no espago sdo projetados
ortogonalmente ao plano do desenho.

Para encontrar a proje¢do de um ponto P podemos encontrar as coordenadas de P
em relagdo ao sistema S8’ = {O’, Uy, Uy, U3} e tomar as duas primeiras coordenadas.

Como a projecdo em qualquer plano paralelo ao plano do desenho fornece as
mesmas coordenadas podemos supor que O’ = O, ou seja, que os dois sistemas tém
a mesma origem.

A relacdo entre as coordenadas de um ponto nos dois sistemas
Sl y {O’ ul/ uZI U3} e S§= {O/Zﬁ%}

é dada por
X' =Q'X, emqueQ=[U U,U;]

Vamos encontrar os vetores U, Up e Uz em funcdo dos angulos 6 e ¢. O vetor U; é
paralelo ao plano xy e é perpendicular ao vetor (cosf,sen6,0), ou seja,

U; = (—sen6,cosb,0).
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Espacos R"
(063
g
g
1
:
!
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S
oy
RO R
7 l ”\ ________
'. T
4 [} .- \
. A \}
! \ |
1 “ 1
\ ,
\‘ \“ \‘ /I
N ' | 5
. \ . j
‘\ A) 1
~. A 1
.. N :
R - . “ive
RTINS - N
N T (cos 6, sen8;0)
! \ ! \\\
\\ " \~\
‘\s ,' \~\\
N ’ ~o
Se /' \*~\
~‘\~ ’/' ‘~\~
Figura 5.38y Bases relacionadas a projegdo ortogréfica
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. v
¢ '

[y

'

'

! 0 i \‘k. (cos,sen®,0)
: > >
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|
]
1
]

'

I}

Figura 5.39. Relagaioentre os vetores das bases {U;, Uy, Uz} e {7, 7,k}
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Os vetores U, e Uj estdo no plano definido por k e (cos 6, sen 6,0).

U, = —cosg(cosh,send,0)+sendk = (— coscost, = cos P senf,sen ¢)
Us = cosk+ seng(cosf,senfd,0) = (sendcos b, sendsen b, cos )

Assim, a relagdo entre as coordenadas de um ponto nos dois sistemas

x
¥
z
x ] —senf cos 6 0
y'| T | —cospcos® —cospsend sen¢

x

v |-

z
Por exemplo para 8 = 30° e ¢ = 60° temos que

X1 —1 ol|*|_[-050 o8 07"
VA I V3 Y17 043 -025 0.87 g '

z
Usando esta projecgdo os vetores i, j e k sdo desenhados como na figura abaixo.

S'={0,Uy, Uy, Uz} e S={0,ijk}
é dada por
x! —senf cos @ 0
y | = | —cos¢cost —cos¢psent sen¢
sen ¢ cos 6 sen¢sentd cos¢

e a projecdo é dada por

@
S
PN oY)
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0.8t ‘ i
0.6f |

0.4r b

0.2F . 4

_1 | | | | | | | | |
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

- -

Figura 540. Vet@ltes, j e k desenhados usando projecio ortografica
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Experimente desenhar o cubo que tem a origem O = (0,0,0) como um dos vérti-
ces e como vértices adjacentes a origem (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Observe que ndo
é necessdrio calcular a proje¢do dos outros pontos (por que?)
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600

Encontre as coordenadas do ponto P com relagdo ao sistema de coordenadas &, nos seguintes casos:

S=1{0,(1/v2,-1/v2),(1/v2,1/V/2)} e P = (1,3);
S={0,(1/v2,-1/v2,0),(0,0,1), (1/v/2,1/v/2,0)} e P = (2,—1,2);

Encontre o ponto P, se as coordenadas de P em relagdo ao sistema de coordenadas'S, [P]S, sdo:
2
Pls = [ 2 ],em que S = {0, (~1/v2,1/v/2), (1/V2A/V2)}.

-1
[P]Sz{ 1 |,emqueS =1{0,(0,1/+/2,-1/v2),(1,0,0),(0,1/v/2,1//2)}.

2 -
-
Sejam [P]gr = | y | ascoordenadas de um ponto P em relacdo ao sistema de coordenadas
z
_ o
R ={0,ijk}e[Pls=| ¥ } , em relagdo ao sistema de coordenadas S = {O, U;, Up, U3}. Suponha
Z/

que temos a seguinte relacdo:

x
Y
z

| E— |

1 0 0
RO
0 V3/2 1/2

Determine qual a rotagdo do plano em que as coordenadas do ponto P = (\/5, 1) sdo [

Quais sdo os vetores Uq, U, e U3?

q]
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Considere o plano 7 : 3x — /3y + 2z = 0.
Determine uma base ortonormal para o plano em que o primeiro vetor esteja no plano xy.
Complete a base encontrada para se obter uma base ortonormal {Uy, Uy, U} de R.
Determine as coordenadas dos vetores ?, fe k no sistema {O, Uy, Uy, Us}.

Considere dois sistemas de coordenadas R = {0, i f, E} eS = {O,?, Uy, U3}, em que o sistema S é obtido

do sistema R por uma rotagdo do dngulo 6 em torno do eixo x. Determine a relacao entre as coordenadas,
(x/,y',2"), em relagdo ao sistema S e (x,y,z), em relagdo ao sistema R
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Mostre que
Rg,Rg, = Rg, 16,-
Ry =R _,.
Seja B uma matriz quadrada 2 x 2.

Verifique que RyB é a matriz obtida girando as colunas de B de 6.
Verifique que BRy é a matriz obtida girando as linhas de B de —6.

Quais as condicdes sobre B e 8 para que RgB = BRy. Dé um exemplo.

Definimos coordenadas de pontos no espago em relagdo a um sistema de coordenadas determinado por
um ponto O’ e trés vetores Vy, V, e V3 LI ndo necessariamente ortonormais do R3 da mesma forma como
fizemos quando os vetores formam uma base ortonormal. As coordenadas de um ponto P no sistema de

—

coordenadas {O’ V1, Vo, V3} é definido como sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O'P como

combinacéo linear dos vetores Vi, V, e V3, ou seja, se

—
O'P=x'V1 +y' Vo +2'V3,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’ Va1, Vo, V3} sdo dadas por

xl

[P]{o’,vl,v2,v3} =y
Z/

— —
Assim, se O'P= (x,v,z), entdo x' V1 + y'V, + 2'V3 =O'P pode ser escrito como

/

X X
(Vi ]|y | =]y
z' z
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Mostre que a matriz Q = [V; V, V3] é invertivel.

Mostre que as coordenadas de um ponto P no espago em relagdo ao sistema {O’, V4, V3, V3} estdo
bem definidas, ou seja, ¥/, y' e Z/ estdo unicamente determinados e sdo dados por

/

X X
_ N1 _ -1
[P]{O/rverZIVB} - ]Z/: =Q ]Z/ =Q [P}{O’,Z?,jjﬁ}'
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Sejam S e Sp subconjuntos finitos do R” tais que S; seja um subconjunto de Sp (S1.# Sz). Se Sy é
linearmente dependente, entdo:

S1 pode ser linearmente dependente? Em caso afirmativo dé um exemplo.

S1 pode ser linearmente independente? Em caso afirmativo dé um exemplo.

Encontre os valores de A tais que o sistema homogeéneo (A — AlI3)X = 0 tem solugdo nao trivial e para
estes valores de A, encontre um subconjunto de vetores ortonormais no conjunto solugéo, para a matriz

0 0
A=|0 2
0 2

NN O

Considere o vetor U; = (3, ‘/73)

Escolha U, de forma que S = {Uj, U, } seja base ortonormal do R?. Mostre que S é base.
Considere P = (\/5, 3). Escreva P como combinagéo linear dos elementos de S.

Determine [P]( s}, as coordenadas de P em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela
origem O e pela base S.
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DIAGONALIZACAO

6.1 Diagonalizacao de’Matrizes

6.1.1 Mativacao

Certos processos sdo descritos em cada estadgio por uma matriz A quadrada e em k
estagios pela poténcia k da matriz A, A¥, em que k é um ntmero inteiro positivo.
Suponha que desejamos saber a matriz que corresponde a k estdgios, para k um
inteiro positivo qualquer. Se a matriz A é diagonal,

A0 .0 AA0 0
0 A ... 0 0o A ...o0

A= , entdo Ak =

0 ... 0 Ay 0 ... 0 Ak
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Se a matriz A ndo é diagonal, mas existe uma matriz P tal que

A 0 ... 20
0-A ... O

A= PDP_l, emque D= . ! . ,
0 0 A,

entao

A? = (PDP Y (PDP~Y) = PD(P_'P)DP* = PD?*P L.

Agora, supondo que A¥"1 = PD*~1P~1 ‘temos que

AR = AMTA = (pDP Y Y(PDP™Y)
(pDF-1p~1y(PDP') = PD*1(P~1P)DP!
Ao o0
0 A5 ...0
— ppFpl=p N
0 ... 0 Ak

Assim, podemos facilmente encontrar a k-ésima poténcia de A.

Exemplo 6.1. Seja

[ 1 -1
a=| 3 1)

mostraremos no Exemplo 6.6 na pagina 403 que

P:

o-[3 1]

1 1]
-2 2| 0 -1
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sdo tais que

Assim,

Vamos descobrir, a seguir, como podemos determinar matrizes P e D, quando elas
existem, tais que A = PDP~!, ou multiplicando & esquerda por P~! e a direita por
P,D = P~1AP, com D sendo uma matriz diagonal. Chamamos diagonalizagdo ao
processo de encontrar as matrizes P e D.

Dizemos que uma matriz A, n X n, é diagonalizavel, se existem matrizes P e D tais que
A = PDP~!, ou equivalentemente, D = P! AP, em que D é uma matriz diagonal.
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Toda matriz diagonal

A0 0
0 A 0
A= .
0 0 Ay
é diagonalizavel, pois
A= (I,) AL,

Vamos supor inicialmente que a matriz A seja diagonalizdvel. Entdo existe uma
matriz P tal que
P'AP =D, (6.1)

em que D é uma matriz diagonal. Vamos procurar tirar conclusdes sobre as matrizes
PeD.
Multiplicando a esquerda por P ambos os membros da equacado anterior, obtemos

AP =PD. (6.2)
Sejam
A O 0
0 A 0
D = . eP=[Vi W Vi |,
0 0 Ay
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ndo nulo V.=

em que V; é a coluna j de P. Por um lado

AP=A[WVi Vo ... Vu ]=[AVi AV ... AV, |
( 1.1.18 25) e por outro lado
A 0 ... 0
0 A ... 0
PD:[V1 Vo ... Vn} : . : :[/\1V1 AV .. /\nVn]
0 0
( 1.1.17 25) Assim, (6.2) pode ser reescrita como,
[AVl AV, .. AVn]:[/\lvl MV, .. /\nVn].
Logo,
AV, = A

paraj = 1,...n. Ou seja, as colunas de P, Vj, e os elementos da diagonal de D, )\]-,
satisfazem a equagdo
AX = AX,

em que A e X sdo incdgnitas. Isto motiva a seguinte definigdo.

Seja A uma matriz n x n. Um ntimero real A é chamado autovalor (real) de A, se existe um vetor

de R”, tal que

AV = AV. (6.3)

Um vetor ndo nulo que satisfaga (6.3), é chamado de autovetor de A.
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AV = \V 1% v
\% AV = AV
/ ' &LV =~ 0

(0] .O
A>1 0<Aaxkl A <O

Observe que, usando o fato de que a matriz identidade

10 0

0 1 0
I, = .

0 0 1

é tal que I,V =V, a equacao (6.3) pode ser escrita como
AV = ALV

ou
(A—AL)V =0. (6.4)

Como os autovetores sdo vetores ndo nulos, os autovalores sdo os valores de A, para os quais o sistema

(A — AL;)X = 0 tem solucdo ndo trivial. Mas, este sistema homogéneo tem solugdo nao trivial se, e somente
se, det(A — Al,) =0 ( 2.15 113). Assim, temos um método para encontrar os autovalores e
o0s autovetores de uma matriz A.
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Seja A uma matriz n X n.
Os autovalores (reais) de A sdo as raizes reais do polindmio
p(t) = det(A —t1I,)
Para cada autovalor A, os autovetores associados a A sdo os vetores nio nulos da solugio do sistema

(A _)\In)X S (_).

Seja A uma matriz n X n. O polindmio
p(t) = det(A —t1,)

é chamado polinémio caracteristico de A.

(6.5)

(6.6)

6.7)
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Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz

A=l ]

Para esta matriz o polindmio caracteristico é

1-¢t -1

p(t) = det(A —tl) = det [ 41—t

]—(1—&2—4—t?—m—3.

Como os autovalores de A sdo as raizes de p(t), entdo os autovalores de A sdo A1 =3
e )Lz =-1.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A{ = 3 e
Ay = —1. Para isto vamos resolver os sistemas (A —A1)X =0e (A —AxL) X =0

(A=ML)X =0

TN i A

cuja solugdo geral é

[N

o

Wy ={(a, —2a) |« € R}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 3 acrescentado o vetor
nulo. Agora,
(A= AL)X =0

\&IHRY
W, = {(a,2a) | « € R},

que é 0 conjunto de todos os autovetores associados a A, = —1 acrescentado o vetor
nulo.

[N

cuja solugdo geral é
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Para determinarmos os autovalores de uma matriz A precisamos determinar as rai-
zes reais do seu polindmio caracteristico, que tem a forma

p(t) = (=1)"t" +a, 1"V + ...+ art + ag. (por que?) Um resultado sobre polind-
mios que muitas vezes é 1til, é o seguinte

Se ag,ay,...,a,_1 sdo inteiros, entdo as raizes racionais (se existirem) de
p(t) = (=1)"" + a,_1#" L+ ... +ayt +aq.

sdo niimeros inteiros e divisores do coeficiente do termo de grau zero ag.

. A . . ~
Seja - raiz de p(t), com r e s inteiros primos entre si, entdo
S

r
(—1)n*+an—1sn—1 +..._‘_alg—‘—a0:0 (6.8)

multiplicando-se por s obtemos

D ags" = —s(ay_1r" 4 dagrs" 2 4 ags" ).

(=1)"r" = —a,_ 1" s — e o—agrstT
Como r-e s sdo primos entre si, entdo s = 1. Substituindo-se s = 1 na equacéo (6.8)
obtemos

(=1)"r" +a,_ "L+ agr = —ay
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colocando-se r em evidéncia obtemos

r[(=)"" ! a4 ag] = —ag,
0 que prova o que querfamos. n
Por exemplo, se p(t) = —t> +6t> — 11f + 6, entdo as possiveis raizes racionais sao

+1,42,43 e +£6. Substituindo estes valores de + em p(t), vemos que p(1) = 0, ou
seja, 1 é uma raiz de p(t). Dividindo p(t) por £ — 1, obtemos

p(t) - o B
—t—l_ t“+5t—6,

ouseja, p(t) = (t— 1)(=t?> + 5t — 6). Como as raizes de —t> + 5t — 6 sdo 2 e 3, entdo
as raizes de p(t),sdo 1,2 e 3.

Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz

4 2 2
A=12 4 2
2 2 4
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Para esta matriz o polindmio caracteristico é

4—t 2 2
p(t) = det(A—tI3) =det 2 4-t 2
2 2 4—t

_ (4—t)det{4t 2 ]—2det[2 2 ]—i—Zdet{z 4;}

2 4t 2 4-—t 2
4—t 2 2 2
= (4—t)det{ ” 4t]—4det[2 4t]

= 4-D[4—-12—4]-82—1t)=—2+12> —36t+32

Como néo fatoramos o polindmio caracteristico (neste caso até é possivel!), sabemos
que se ele tem raizes racionais, entdo elas sdo nimeros inteiros e sdo divisores de 32,
ou seja, podem ser +1, +2, +4, £8, £16, £32. Substituindo-se t = +1 obtemos

p(1) = -1+12-364+32>0, p(-1)=1+12+36+32>0.

Substituindo-se t = 2 obtemos p(2) = 0. Dividindo-se p(t) por t — 2 obtemos

p(t) 2
AN 10t — 1
= t= + 10t 6

ouseja, p(t) = (t —2)(—t*>+ 10t — 16) = (t — 2)%(8 — t). Portanto, os autovalores de
AsdoA =2eA, =8
Alternativamente, poderiamos calcular o polinémio caracteristico aplicando ope-
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racdes elementares na matriz A — t3:

4—t 2 2

p(t) = det(A—tI3) =det 2 4-t 2
2 2 4t
24—t 2 1 -4 1
= —det|4—t 2 2 | =-2det|—(t—4) 2 2
2 2 4t 2 2 —(t-49)
1 -G 1
(t—6) (t—2)
— —2det|p _(=61t=2) 4 o | = _2det|” &
2 — 4 —(t=2)
0 t—2 —(t—2)

_ —2(t—2)2det[_t1_26 _ﬂ:—(t—z)z(t—s).

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A; e A,. Para
isto vamos resolver os sistemas (A — A1I3)X = 0e (A — A;I3) X = 0. Como

X 0
y| =10
z 0

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

11140

0. 00:0

0 0 0:0
Assim, a solugéo geral do sistema (A — A1[3)X =0¢

Wi ={(-a=p,Ba)|apcR},

que é o conjunto de todos o0s autovetores associados a A; = 2 acrescentado o vetor
nulo.

2 2.2
(A—MB)X=0 é |22 2
222
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Com relagdo ao autovalor A, = 8, o sistema (A — Ap[3)X =06

-4 2 27« 0
2 4 2| |yl=1]0
2 2 —4 ||z 0

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

10 —-110
01 —1'0
00 0:0

Assim, a solugdo geral do sistema (A — A, [3)X =0 ¢é

Wy = {(a,a,a) | « € R}.

Para cada autovalor A, o conjunto dos autovetores associados a ele acrescentado o
vetor nulo é o conjunto solucdo do sistema linear homogéneo (A — AL,)X = 0e é
chamado de autoespacgo associado ao autovalor A.

Vamos enunciar € demonstrar o resultado principal deste capitulo. J4 vimos que
se uma matriz A€ diagonalizavel, entdo as colunas da matriz P, que faz a diagona-
lizagdo, sdo autovetores associados a autovalores, que por sua vez sdo elementos da
matriz diagonal D. Como a matriz P é invertivel, estes n autovetores sdo LI. Vamos
mostrar, a seguir, que se a matriz A tem n autovetores LI, entédo ela é diagonalizavel.
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y y
. W .
. . W= (1,2)
0 o
X X
-2p 1 -2 V={(1,-2)
AW
4 4
Wy
AV

-6 ; - - ; -6 . - - y
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 6.1. Autovetores associadosa Ay %= 3ea Ay =\~1 qwz; matriz do Exemplo 6.3

2

Figura 6.2. Autoespagos do Exemplo 6.4
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Seja A uma matriz n X n que tem n autovetores LI, V1, ..., Vy, associados a Ay, . . ., Ay, respectivamente.
Entdo as matrizes

Ay 0 ... 0
0 A ... O
P=[V Vo ... Vu ] e D= . ; .
0 ... 0 Ay
sdo tais que
A =PDP7},

ou seja, A é diagonalizdvel. Reciprocamente, se A é diagonalizdvel, entdo ela possui n autovetores linearmente indepen-
dentes.

Suponha que Vi, ..., V, sdo n autovetores linearmente independen-
tes associados a Ay, ..., Ay, respectivamente. Vamos definir as matrizes

A0 ... 0
0 A, ... O
P:[Vl |7 Vn] e D= . . .
0 ... 0 Ay
Como AV]- = /\]-Vj, paraj=1,...,n, entdo
AP = A[V1 Vo Vn]:[AVl AV, ... AVn]
Ar 0 ... 0
0 A ... O
= [/\1V1 AV .. /\nVn]:[Vl Vv, ... Vn] : . : = PD.
0 0 Ay
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Como Vj,...,V,; sdo LI, a matriz P é invertivel. Assim, multiplicando a equagdo
anterior por P! a direita obtemos

A =PDP L.

Ou seja, a matriz A é diagonalizavel.
Vamos, agora, provar que se A é diagonalizavel, entdo ela possui n autovetores
LI Se a matriz A é diagonalizdvel, entdo existe uma matriz P tal que

A=PDP7!, (6.9)

em que D é uma matriz diagonal. Multiplicando a direita por P ambos 0os membros
da equacgdo anterior, obtemos

AP =PD. (6.10)
Sejam
Ao 0 0
0 A ... 0
D= . . . eP:[Vl V2 Vn},
0 ... 0 A4

em que V; é a coluna j de P. Usando as defini¢es de P e D temos que

AP=A[ Vi Vi oo Vy | =[ AV, AV, ... AV, ]
M0 ...0
0 A ... 0
PD=[Vi Vo . Vul| | L =AM A A
0 ... 0 A,

Assim, de (6.10) segue-se que
AV; = AV,
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paraj =1,...n. Como a matriz P é invertivel, pela 53 295, os
autovetores V4,...,V, sdo LL

Assim, se uma matriz A é diagonalizdvel e A = PDP~1 entdo os autovalores de A
formam a diagonal de D e n autovetores linearmente independentes associados aos
autovalores formam as colunas de P.

O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor,
autovetores LI, entdo ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuardo
sendo LI.

Seja A uma matriz n X n. Se Vl(l), ey, Vn(l1 ) sdo autovetores LI associados a Aq, Vl(z),. .., V,§22 ) sdo
autovetores LI associados a A,, ..., Vl(k), s, Vn(f) sdo autovetores LI associados a Ay, com Aq, ..., Ay distintos, entio
{Vl(l), ey, V,E),. .., Vl(k),. .., Vn(f)} ¢é um conjunto LI.

Vamos demonstrar apenas para o caso em que temos dois autovalo-

)

res diferentes. O caso geral é inteiramente analogo. Sejam Vl(1 PR Vygll ) autovetores

. 2 2 . .
LI associados a Aq e Vl( ), ey VYSZ) autovetores LI associados a A,. Precisamos mos-
trar que a tinica solugao da equacdo

AV DV PV PP =0 (6.11)
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é a solucdo trivial. Multiplicando a equagéo (6.11) por A e usando o fato de que os

Vi(] ) sdo autovetores, obtemos

AV 4Py 4 P v P =0 (6.12)
Multiplicando a equagdo (6.11) por A1, obtemos
KAV 4 D) P v e PP =00 (6.13)

Subtraindo a equacdo (6.12) da equagdo (6.13), obtemos
P AV 4P v =0,

() _ (2) _

Como Vl(z), s, Vn(22 ) sdo LI, temos que x;”" = ... = x,;,” = 0. Agora, multiplicando a
equagdo (6.11) por A, e subtraindo da equagéo (6.13) obtemos

KW =)V + 2B — AV = 0.

(1) _ (1 _

Como Vl(l), ey V,Sll) sdo LI, temos que x; ' = ... = x;,” = 0. O que prova que todos
os autovetores juntos sdo LI
|

Considere a matriz

A=

NN
N =N
NN

|
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Ja vimos no 6.4 393 que seu polinémio caracteristico é
p(t) = (t —2)(—+>+10t — 16) = (t —2)?(8 — t), 0s seus autovalores sdo A; = 2 e
Ay = 8 e 0s autoespagos correspondentes sdo

Wi ={(-a—p,Ba)|apecR}
Wy = {(a,a,20) | « € R},

respectivamente. Vamos encontrar, para cada autoespago, o maior niimero possivel
de autovetores LI, ou seja, vamos encontrar uma base para cada autoespago. E o
teorema anterior garante que se juntarmos todos estes autovetores eles vdo continuar
sendo LI

Para W, temos que
(—IX - ,B,IB,DC) = “(_1’0’1) + 'B(_l’ 1/0)

Assim, os vetores V] = (—1,0,1) e Vo = (—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles
sdo LI (um ndo é multiplo escalar do outro), entdo eles formam uma base para Wi.
Assim, ndo podemos ter um niimero maior de autovetores LI associados a A = 2
( 5.6 313).

Para W;, temos que o conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para W, pois como
(o, 0j00) = (1,1,1),

V3 gera W, e um vetor ndo nulo é LI. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de

autovetores LI associados a A, = 8 ( 5.6 313).
Como V; e V, sdo autovetores LI associados a A1 e V3 é um autovetor LI associado
a Ay, entdo pela 6.4 400 os autovetores juntos Vi, V, e V3 sdo

LL Assim, a matriz A é diagonalizdvel e as matrizes

At 0 0 2 00 -1 -1 1
D=| 0 A 0 |=1]10220 e P=[V, 3] = 0 1 1
0 0 A 0 0 8 1 0 1
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sdo tais que
A=PDP!.

Considere a matriz

Ja vimos no 6.3 391 que o seu polindmio caracteristico € p(t) =
det(A — tIp) = t> — 2t — 3, que os seus autovalores sdo A; = 3 e Ay = —1 e que os
autoespagos correspondentes sdo

Wy ={(a, —2a) |a € R} e W, ={(a,20a)]|acR}

respectivamente.
Para A = 3, temos que {V; = (1, —2)} é uma base de Wy. Assim, ndo podemos
ter mais autovetores LI associados a A;. De forma anéloga para A, = —1, {V, =

(1,2)} é um conjunto com o maior namero possivel de autovetores LI associados a
Ap. Assim, a matriz A é diagonalizédvel e as matrizes

Pz[vlsz{—; H \ D:M Aﬂ:[g -(1)]

sdo tais que D = P~1AP.

Considere a matriz
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O seu polindmio caracteristico é p(t) = det(A — t I,) = t?, assim A possui um tnico
autovalor: A = 0. Agora, vamos determinar os autovetores associados ao autovalor
A1 = 0. Para isto vamos resolver o sistema (A — A1) X = 0. Como

0 11
A—MQ—A—[O ,

entio (A—ML)X=0¢

ou

cuja solugdo geral é
Wi = {(a,0) |« € R} = {a(1,0) | « € R}

que é o autoespago correspondente a A1 = 0. Assim, para A; = 0, temos que {V; =

(1,0) } é um subconjunto LI de V. Pelo 5.6 313 ndo podemos ter
um numero maior de autovetores LI associados a A1 e como s6 temos um autovalor
ndo podemos ter mais autovetores LI. Portanto, pelo 6.3 398, a

matriz A ndo é diagonalizavel, ou seja, ndo existem matrizes P e D tais que

A= PDp L.

Vamos retomar a cadeia de Markov do 1.9 16.
Vamos supor que uma populacdo é dividida em trés estados (por exemplo: ricos,
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classe média e pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanga
de um estado para outro seja constante no tempo, s6 dependa dos estados.

Seja t;; a probabilidade de mudanca do estado j para o estado i em uma unidade
de tempo (geracdo). A matriz de transicdo é dada por

fn ti2 f13
T = try tn tx3
f31 f32 f33

Vamos considerar a matriz de transi¢dao

1 1
2 1 0
_ 1 1 1
T = 72 2 2
1 1
0 1 2

Vamos calcular poténcias k de T, para k um inteiro positivo qualquer. Para isto
vamos diagonalizar a matriz T. Para isso precisamos determinar seus os autovalores
e autovetores. Para esta matriz o polindmio caracteristico é

1 1
p(t) = det(T—th)y=det| 1 - 1-¢t 1
0 it
1 14 1 1 1 1
2 i 75—t 4 0 5—t
1 1 5, 1] 1,1
-0 |G- -5G-1
3 1 3, 1 1
3 2 Ty g 42 Se T — _ -
= sttt t( 45t 2) t(t—1)(t 2)
Reginaldo J. Santos
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Portanto, os autovalores de T sdo A1 = 0,A, =1/2e A3 = 1. Agora, vamos determi-
nar os autovetores associados aos autovalores A1, A; e A3. Para isto vamos resolver
os sistemas (T — M [3)X =0,(T — AI3)X =0e (T — A313)X = 0. Como

L1 9
2 1 X 0
(T-MB)X=TX=0 ¢ |1 1 1 y|=10
11 z 0
0 7 2
A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é
1 0 -1 0
0 1 210
0 0 0:0

Assim, a solugédo geral do sistema (T — A1I3)X =0 é
Wi = {(a, —2a,a) | « € R},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A1 = 0 acrescentado o vetor
nulo. O conjunto {V; = (1, —2,1) } é uma base para Wy, pois como

(0, —20,00) = w(1,-2,1),

Vi1 gera Wy e um vetor ndo nulo é LI
Com relagdo ao autovalor A, = 1/2, o sistema (T — A\,I3)X =06

1

07 0 x 0
30 3| (vl=1]0
04 0Lz 0

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

OO =

0
1
0
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Assim, a solugdo geral do sistema (T — A, I3)X =0 ¢
Wy = {(a,0,a) | x € R}.

O conjunto {V, = (1,0,1)} é uma base para W5, pois como («,0,a) = «(1,0,1), V3
gera W5 e um vetor ndo nulo é LL
Com relagdo ao autovalor A3 = 1, o sistema (T — A3[3)X =06

1 1
-2 1 O x 0
1 1 1 _
7 —2 2 y|= 8
1 1 ya
0 1 —3

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

10 —-1:0
01 —-2:0
00 0:0

Assim, a solugdo geral do sistema (T — A313)X =0¢
W3 = {(a,20,a) | @ € R},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A3 = 1 acrescentado o vetor
nulo. O conjunto {V; = (1,2,1)} é uma base para Wy, pois como

(0,20, ) = w(1,2,1),

V1 gera W1 e um vetor ndo nulo é LI
Como V3, V; e V3 sdo autovetores associados a A1, Ay e A3, respectivamente, entdo

pela 6.4 400 os autovetores juntos V7, V2 e V3 sdo LI. Assim, a
matriz A é diagonalizavel e as matrizes
A0 O 0 00 1 -1 1
D = 0 )\2 0 = 0 % 0 e Q:[V1V2V3]: -2 0 2
0 0 As 0 01 1 1 1
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sdo tais que
D=Q 'TQ ou T=QDQ "

Assim,
1 -1 1 0 0 0 -1 1
™" = QDQ'=| -2 0 2|0 (ko -3 0 3
1 1.1
1 1 1)[0 o0 1 Y S
Rt
- 1 1 1
2 2 2
G B S5 2

Esta é a matriz que dé a transicdo entre k unidades de tempo (geragdes).
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6.1  Diagonalizagao de Matrizes 409

Exercicios Numeéricos (respostas na pagina 603)

6.1.1. Ache o polindmio caracteristico, os autovalores e os autovetores de cada matriz:

(1 1 1 =1
@ |1 1 ] ® |, @, }
[0 1 2 [ 1 0 0
(|0 0 3 (d | =13 0
10 0 0 3 2 =2
[2 -2 3 [ 2 2 3
()]0 3 =2 O [1 21
0o -1 2 |2 =2 1
6.1.2. Ache bases para os auto-espagos associados a cada autovalor
[2 0 0 [2 30
() | 3 =1 0 by 10 10
|0 4 3 |0 0 2
(1 2 3 4 [2 2 3 4
) 0o -1 3 2 0 2 3 2
“l0 0 3 3 “@lo 011
|0 0 0 2 10 0 0 1
6.1.3. Verifique quais das matrizes sdo diagonalizaveis:
(1 4 10
@ |1 ) o397
(1 1 =2 (1 2 3
(c) |4 0 4 (d {0 -1 2
| -1 4 |0 0 2

6.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz nao-singular P tal que P~ AP seja diagonal:
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11 2 4 2 3
010 2 1 2
(01 3| -1 2.0
(1 2 3] (3 -2 1
010 0 2.0
21 2| 0 00

Sabendo-se que V; = (—4,—4,—1), Vo, = (5,4,1) e V3 = (5,3,1) sdoautovetores da matriz

BN
I
|
OV WM Wl
|
A= Q= NG
o= vz <8

Sem obter o polindmio caracteristico determine os autovalores correspondentes a estes autovetores.

A matriz é diagonalizdvel? Justifique?
Dé exemplo de:

Uma matriz que ndo tem autovalor (real) (Sugestdo: use o Exercicio 27 na pagina 413).
Uma matriz que tem um autovalor (real) e ndo é diagonalizdvel (em R").
Uma matriz que tem dois autovalores (reais) e ndo é diagonalizavel (em R").

Considere a seguinte matriz
0 1 -5 -3

2 -2 -4 0
A= -1 2 4 0
2 -4 -4 2

Determine os autovalores da matriz A.

Para cada autovalor da matriz A encontre os autovetores correspondentes.
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Se possivel, diagonalize a matriz A, ou seja, determine uma matriz P e uma matriz diagonal D tais

que A = PDP~1.
» A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os elementos al1i,
al2, ..., amne aarmazena numa variavel A;
» A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An co-

locadas uma ao lado da outra;
» [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.
inv(A) calcula a inversa da matriz A.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no formato simbélico.
A fungdo numeric faz o processo inverso.

Comandos do pacote GAAL:

» A=randi(n) ou» A=randi(m,n) cria uma matriz n porn ou m por n, respectivamente, com elementos
inteiros aleatérios.

» escalona(A) calcula passo a passoa forma reduzida escalonada da matriz A.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’ ,zeros(2,1) ;zeros(1,2),randi]. A matriz A é diago-
nalizdvel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye(2) ,zeros(2,1) ;randi(1,2),0] e A=sym(L*L’). Determine o polinémio ca-
racteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior
numero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Veri-
fique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine o polindmio ca-
racteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior
numero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Veri-
fique o resultado. Use o0 comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.
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Dizemos que uma matriz B, n X n, é semelhante a uma matriz A, n X n, se existir uma matriz P ndo
singular tal que B = P~! AP. Demonstre:

A é semelhante a A;

Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;

Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.
Seja A um autovalor (fixo) de A. Demonstre que o conjunto formado por todos os autovetores de A
associados a A, juntamente com o vetor nulo, é um subespago de R". Este subespago é chamado de au-

toespaco associado a A. Em outras palavras, combinagdo linear de autovetores associados a um mesmo
autovalor é um autovetor associado a esse mesmo autovalor.

Demonstre que se A e B sdo semelhantes, entdo possuem os mesmos polindmios caracteristicos e por-
tanto os mesmos autovalores.

Demonstre que se A é uma matriz triangular superior, entdo os autovalores de A sdo os elementos da
diagonal principal de A.

Demonstre que A e A’ possuem os mesmos autovalores. O que podemos dizer sobre os autovetores de
Ae A2

Seja A um autovalor de A com autovetor associado X. Demonstre que A¥ é um autovalor de A* = A... A
associado a X, em que k é um inteiro positivo.

Uma matriz A é chamada nilpotente se AX = 0, para algum inteiro positivo k. Reveja o 1.1.29
27. Demonstre que se A é nilpotente, entdo o tinico autovalor de A é 0. (Sugestdo: use o
exercicio anterior)

Seja A uma matriz n x n.

Mostre que o determinante de A é o produto de todas as raizes do polindmio caracteristico de A;
(Sugestao: p(t) = det(A —t1,) = (=1)"(t — A1) ... (t = An).)
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Mostre que A é singular se, e somente se, 0 for um autovalor de A.

Seja A um autovalor da matriz ndo-singular A com autovetor associado X. Mostre que 1/A é um auto-
valor de A~1 com autovetor associado X.

Seja A = [ Z Z } . Ache condigdes necessdrias e suficientes para que A seja diagonalizavel.

Se V e W sdo autovetores associados a um autovalor A, entio W — proj,, W é também um autovetor
associado a A? E se V e W forem autovetores associados a autovalores diferentes?

Sejam A e B matrizes n x n. Mostre que AB e BA possuem 0s mesmos autovalores. (Sugestdo: Separe em
dois casos: A = 0 e A # 0. No segundo caso, mostre que se V é autovetor de AB, entdo BV é autovetor
de BA.)

Seja A uma matriz n X n diagonalizavel. Mostre que o traco de A é igual a soma das raizes do seu
polinémio caracteristico, incluindo as multiplicidades. (Sugestao: use o fato de que tr(AB) = tr(BA).)

Suponha que duas matrizes n x n A'e B sdo tais que B = a A, para um escalar & # 0. Mostre que se A é
autovalor de uma matriz A, entdo aA é autovalor de B.

Seja A uma matriz n X n com n autovalores diferentes. Mostre que A é diagonalizavel.

Mostre que se V € autovetor de A, entdo V é autovetor de Ak, Com qual autovalor?
E se V é autovetor de AX, entdo V é autovetor de A? (Sugestdo: veja o que acontece com uma matriz

nilpotente)

Dado um polinémio

p(t) = ()" (t" + ay_1t"" "+ +ag)
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Verifique que a matriz

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : IR : ’
0 0 0 --- 1
—dp —ap —az - —lp-1

nxn

é tal que o seu polindmio caracteristico é p(t). Esta matriz é chamada matriz companheira do polindmio
p(t). (Sugestdo: verifique para n = 2 e depois supondo que seja verdade paramatrizes (n —1) x (n —1)
mostre que é verdade para matrizes n X n expandindo em cofatores em relacao a primeira coluna)
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6.2 Diagonalizacao de Matrizes Simétricas

6.2.1 Motivacao

O problema da identificagdo de uma cdnica (curva no plano descrita por uma
equacdo de 2° grau em x e y) através da sua equagdo é facilmente resolvido se a
equagdo nio possui um termo em que aparece o produto xy. Mas, ao contrério, se
aparece este termo misto, temos que fazer uma mudanca de coordenadas de forma
que nas novas coordenadas ele ndo apareca. Vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 6.9. Considere o problema de identificar uma conica representada pela

equagao

3x? +2xy + 3y* = 4. (6.14)
Usando matrizes, esta equagdo pode ser escrita como
Bx+y x+3y] { ; ] =4
ou
3 1 X
il sl ]
ou ainda,
X'AX =4, (6.15)
em que
3 1 x
SEsb
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Como veremos adiante ( 6.11 421), podemos escrever
A =pDP!
em que
41 2 0
P:[ vzoov2 eD:[O 4}.
V2 V2

Assim, a equacao (6.15) pode ser escrita como
(X'P)D(P'X) = (P'X)'D(P'X) = 4.

Se fazemos a mudanca de varidveis (ou de coordenadas) X = PX’, entdao como PP =
I, a equagédo (6.15) se transforma em

Xt'DX' =4

v afi R

que pode ser reescrita como,

ou

2x/2 +4y/2 L 4,
ou dividindo por 4, como
x'2 yfz
2 1
que é a equacdo da elipse mostrada na 6.3. Veremos na préxima segdo como

tragar esta elipse.

A matriz P, tem a propriedade de que a sua inversa é simplesmente a sua transposta,
P~! = P!. Uma matriz que satisfaz esta propriedade ¢ chamada de matriz ortogonal.
O que possibilitou a identificagdo da conica, no exemplo anterior, foi o fato de que
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a matriz A é diagonalizdvel através de uma matriz ortogonal P. Ou seja, existe uma
matriz P tal que A = PDP~1e P~ = P

Ja vimos que nem toda matriz é diagonalizavel ( 6.7 403).
Vamos ver que se uma matriz A é simétrica, entdo ela é diagonalizavel, isto é, existe
uma matriz diagonal D e uma matriz invertivel P tal que A = PDP~1. Além disso,
para matrizes simétricas, existe uma matriz P tal que’A = PDP". Isto porque existe
uma matriz ortogonal P que faz a diagonalizacdo, ou seja, que tem a propriedade
P~! = P!. Em algumas aplicacdes a diagonalizacdo com uma tal matriz é necesséria,
como por exemplo na identificagdo de conicas.

Vamos em primeiro lugar, caracterizar as matrizes ortogonais.

Uma matriz P tal que P~' = P! é chamada de matriz ortogonal.

Uma matriz P é ortogonal se, e somente se, as suas colunas formam wum conjunto ortonormal de vetores.

de P. A inversa de P é P! se, e somente se, PP = I,,. Mas,

Pip =

t,

u,

Vamos escrever P = [U1 ... Un]. Ou seja, Uy, ..., Uy sdo as colunas
U{ U, U{ u ... U{ u,
Ué U, Ué U ... Ué u,
Uy ... Uy = : . :
U,ﬁ U, U,ﬁ U, ... ll,tl u,
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Logo, P'P = I, se, e somente se, U/U; = U; - U; = O para i # je UlU; = U; - U; = 1
parai =1,...n. Ouseja, PP = I, se, e somente se, Uj, ..., U, sdo ortonormais. M

Vamos supor que uma matriz A é diagonalizavel através de uma matriz ortogonal,
ou seja, que existe uma matriz P tal que D = Pt AP é uma matriz diagonal. Como a
matriz P é uma matriz cujas colunas sdo autovetores de A, deduzimos da proposicao
anterior que uma matriz A é diagonalizdvel através de uma matriz ortogonal se, e
somente se, ela possui um conjunto ortonormal de autovetores. Como veremos, as

matrizes simétricas possuem esta caracteristica.

Para uma matriz A simétrica, os autovetores associados a autovalores diferentes sio ortogonais.

Sejam V; e V; autovetores de A associados aos autovalores A e Ay,
respectivamente, com A1 # Ay. Entdo, AV) = A V) e AV, = A, V,.

Agora, se escrevemos 0s vetores como matrizes colunas, o produto escalar é sim-
plesmente o produto matricial da transposta da primeira matriz pela segunda. As-
sim,

AV - Vy = (AV)'V, = VIATV, = vy - AV, (6.16)
Como A é simétrica AL = A e como V; e V> sdo autovetores de A, temos de (6.16)

que
MV Vo= AV -V,

ou
(M —=A)V1- Vo =0.
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Como A1 # Ay, concluimos que Vi - V, = 0, ou seja, V3, V; sdo ortogonais.
[ |

Como autovetores associados a autovalores diferentes ja sdo ortogonais, para diago-
nalizarmos uma matriz simétrica A através de uma matriz P ortogonal, precisamos
encontrar, para cada autovalor, autovetores ortonormais associados a eles. Para isso,
podemos aplicar a 5.18 5.19 347 a cada con-
junto de autovetores LI associados a cada um dos autovalores.

Considere a matriz

4 2 2
A=1|2 4 2
2 2 4
Esta é a matriz do 6.5 401. Para esta matriz o polindmio caracte-

ristico é
p(t) = det(A —t L) = (E=2)%(8 — )
Portanto, os autovalores de A sdo Ay =2e Ay = 8.
Os autovetores associados aos autovalores Ay = 2 e A = 8 sdo as solugdes de
(A—MI3)X =0e (A — AyI3) X =0 respectivamente.
A forma escalonada reduzida de

2 2.2
A=2l= |22 2
2.2 2

e
O O =
OO =
OO =

Portanto, o autoespago associadoa Ay =2 é

Wi ={(-a—ppa)|apcR}
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Agora, (—a — B,B,a) = a(—1,0,1) + B(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e
Vo, = (—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles sdo LI (um ndo é multiplo escalar
do outro), entdo eles formam uma base para Wj.

Vamos encontrar dois autovetores ortonormais associados a A; = 2. Para isso
vamos usar a 5.18 347.

W1 = Vl = (—1,0,1), Wz = Vz —projley_ = (—1/2,1,—1/2),

Com relagdo ao autovalor A, = 8, a forma escalonada reduzida da matriz

-4 2 2 10 =1
A—-8 = 2 -4 2 é 0 1 -1
2 2 —4 0 0 0

Assim, o autoespago associadoa Ay = 8 é
Wy = {(a,a,a) | & € R}.

O conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para W5, pois como («, &, &) = «(1,1,1), V3
gera W5 e um vetor ndo nulo é LI. Assim, o vetor

1
Uz = <|V||> Vs = (1/4/3,1/V/3,1/V/3)
3
forma uma base ortonormal para W,. Como a matriz A é simétrica, autovetores

associados a autovalores diferentes sdo ortogonais. Portanto, U, U, e U3 sdo orto-
normais e assim as matrizes

P = [UhUU3] =

S SNl
SIS
SIS
)
)
|
oo N
oNn o
® oo

sdo tais que A = PDP".
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3

Considere a matriz A = [ 1 3

] . O seu polindmio caracteristico é

p(t) =det(A —th) =t —6t+8 = (t —2)(t —4).

Portanto, os autovalores de A sdo A; = 2 e A, = 4. Os autovetores associados aos
autovalores A\ =2 e Ay = 4 sdo as solugdes de (A — A L)X =0e (A—Mlh)X =0
respectivamente.

A solugdo geral do sistema (A — 2I) X = 0 é o autoespago

Wi = {(a, —a) | @ € R}.

Como (&, —a) = «(1,—1), entdo V; = (1, —1) gera W; e como um vetor ndo nulo é
LI {V;} é uma base de W;. Assim,

() = (77 3)
Ul = — == —t _——
[IWl| V2 V2
é uma base ortonormal de W;.

Para determinar os autovetores associados a autovalor A, = 4 ndo precisamos
resolver outro sistema linear. Como a matriz A é simétrica, pela 6.6

418, autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais. Logo o

autoespaco associado a A, = 4 é dado por

W, = {a(1,1) | « € R}.

O vetor V, = (1,1) gera W e como um vetor ndo nulo é LI, {V;} é uma base de W5.

ok (1)~ 33

¢ uma base ortonormal de W.
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Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo
ortogonais. Portanto,

eD:{(Z)

e
I
|
St
S-Sl

sdo tais que A = PDP".

Observe que se uma matriz A é diagonalizdvel com uma matriz ortogonal, ou seja,
se A = PDPt, com D diagonal e P ortogonal, entdo

A" = (PDP"! = (P!)!D'P! = PDP! = 4,

ou seja, a matriz A tem que ser simétrica.

O préximo resultado, que estd demonstrado no 426, ga-
rante que toda matriz simétrica € diagonalizével através de uma matriz ortogonal,
ou seja, o procedimento seguido nos dois exemplos anteriores sempre funciona para
matrizes simétricas e somente para elas.

Se A é uma matriz simétrica, entdo ela é diagonalizdvel com uma matriz ortogonal, ou seja, existe uma
matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D tal que

A = PDP!.
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Exercicios Numeéricos (respostas na pagina 615)

6.2.1. Diagonalize cada matriz dada A por meio de uma matriz ortogonal, ou seja, ache uma matriz ortogonal
P tal que P! AP seja diagonal:

2 2 2 1
@15 5 VN RN
[0 0 1] [0 0 0]
0|0 00 (d |0 2 2
|1 0 0 | 0 2 2 |
(1 1 0] (2 1 1]
e |1 10 1121
|0 0 1| 1.1 2
(1 2 0 0 [0 0 0 O
(0)2100 (h)oooo
1001 2 0001
|00 21 |00 10

6.2.2. Seja A uma matriz simétrica. Sabendo-se que
V1=10(0,2-21) e V,=(21,-23)
sdo autovetores de A associadosa A =2e
V3 =(-2,0,1,2) e Vy=(-3,-2,-1,2)

sdo autovetores associados a Ay = 4 determine, se possivel, uma matriz P e uma matriz diagonal D tais

que A = PDP:.
Exerciciosaleorigds
6.2.3. Mostre que se A é uma matriz ortogonal, entdo det(A) = +1.

6.2.4. Mostre que se A e B sdo matrizes ortogonais, entdo AB é ortogonal.
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e .| cos@ —senf | )
Verifique se a matriz [ sen 6 cos 0 } é ortogonal;
Mostre que X = (x,y) é ortogonal a V = (a,b) # 0 com ||X|| = ||V|| se, e somente se, X = (—b,a)
ouX = (b, —a).

Mostre que se A é uma matriz ortogonal 2 X 2, entdo existe um ntimero real 6 tal que

| cosf® —senf ou | /cos@ sen
~ | senf cos 6 ~ | senf —cosf |’
A primeira matriz, tem determinante igual a 1, é a matriz de rotacdo (vejaa 54.1

368). Observe que a segunda matriz além de ortogonal é simétrica.
(Sugestao: Comece com uma matriz (4;;)2x2 e use o fato de que as colunas sdo ortonormais. Uma
das equagdes serd a%l + “%1 = 1. Faca aq1 = cos 6 e ap; = sen 6. Use o item anterior.)

Mostre que se uma matriz A é diagonalizdvel por uma matriz ortogonal (isto é, existem P e D, com
P~! = P! e D diagonal, tais que A = PDP'), entdo A é uma matriz simétrica.

Dizemos que uma matriz simétrica A, # X n, é (definida) positiva se XtAX >0, paratodo X € R", X # 0,
X escrito como matriz coluna. Mostre que sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:

A matriz A é definida positiva.
A é simétrica e todos os autovalores de A sdo positivos.

Existe uma matriz definida positiva B tal que A = B2. A matriz B é chamada a raiz quadrada de A.

(Sugestao: Mostre que (a)=>(b)=-(c)=(a). Na parte (b)=-(c) faca primeiro o caso em que A é uma matriz
diagonal)

Seja A uma matriz invertivel n X n. Mostre que existe uma matriz simétrica definida positiva P e uma
matriz ortogonal U, tal que A = PU. Esta decomposigdo é tinica chamada de decomposi¢ao polar de A.
(Sugestao: Sejam P = (AA")1/2 e U = P~ A. Mostre que UU* = I,,.)
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Seja A uma matriz n X n. Parak = 1,...,n, seja Ay a submatriz obtida de A eliminando-se as tltimas
n — k linhas e colunas. Ay é chamada submatriz principal de A de ordem k. Mostre que se A € uma
matriz simétrica definida positiva nn x n, entdo

A é ndo singular;
det(A) > 0;

as submatrizes principais Ay, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestdo: considere vetores Xj
tais que os ultimos n — k elementos sdo nulos.)
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Vamos provar que toda matriz simétrica é diagonalizdvel através de uma matriz
ortogonal. Para isto, precisamos trabalhar com matrizes cujas entradas sdo niimeros
complexos. Vamos chamar o conjunto das matrizes m X n cujas entradas sdo ntime-
ros complexos de M, (C).

Para uma matriz A = (aij) € Myu(C), definimos o conjugado da matriz A,
denotado por A como sendo a matriz B = (bjj) € Myn(C) dada por bj; = 4,5, em
que, se a;; = a;j + iﬁl‘]’, entdo 4;; = ajj — 1,81]

Para as matrizes de M,,,(C) além das propriedades que ja foram demonstradas
no 1.1 9 sdo validas as seguintes propriedades, cuja demonstra-
¢do deixamos a cargo do leitor:

(p) Se A € M;;p(C) e B € Mp,(C), entdo

sl

AB=A

(q) Se A € My;u(C) ew € C, entdo

A = aB.

KA

Seja A uma matriz n x n com entradas reais. Se Z € M,1(C), é um autovetor de A associado a um

autovalor complexo A = & + i com B # 0, ou seja, se AZ = AZ, entdo Z também é um autovetor de A associado a

X =a—ip.
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Toda matriz simétrica, cujas entradas sido niimeros reais, possui autovalor real.

Seja A uma matriz simétrica, cujas entradas sdo ntimeros reais. Va-
mos mostrar que as raizes do seu polinémio caracteristico sdo reais. Seja A uma raiz
do polindmio caracteristico de A. Entdo o sistema linear (A — Al;)Z = 0 tem solucdo
néo trivial Z € M,;;1(C). O que implica que

AZ =AZ.

Como A é uma matriz cujas entradas sdo nimeros reais, pela 6.8 temos
que AZ = A Z. Por um lado,

—t —t >t 3

ZAZ=ZAZ=MZZ=MAY |z|

i=1
Por outro lado
n
ZAZ=7'A'Z = (AZ)'Z=AZ'Z=2Y_ |z~
i=1

Logo, A = A, ou seja, A é um ntimero real. |
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6.7 422. O resultado é obvio se n = 1. Vamos su-
por que o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos pro-
var que ele é verdadeiro para matrizes n x n. Pelo 6.9 a matriz A tem

um autovalor Ay. Isto significa que existem autovetores associados a Aq. Seja Vj
um autovetor de norma igual & 1 associado a A;. Sejam V5, ..., V, vetores tais que
{W1,...,Vy} é uma base ortonormal de R" (isto pode ser conseguido aplicando-se o
processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt a uma base de R" que contenha V7.)
Seja P = [V; ...V, ]. Como AV} = AV; e AV;, ..., AV, sdo combinagdes lineares
de Vy,...,V,, temos que

AP, =[AV] ... AV, | =V ... V;,IM = P M, (6.17)
)\1 * ... *
em que M = 0 B . Multiplicando-se a esquerda (6.17) por P!
0

obtemos M = P{AP;. Mas, M' = (PIAP))" = PIA'Py = PIAP; = M, ou seja, a
matriz M é simétrica. Portanto,

com B uma matriz simétrica (n — 1) x (n — 1). Como estamos supondo o resultado
verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo existe uma matriz ortogonal P,

1 0 ... 0
(n—1)x (n—1), tal que D, = P.BP, é diagonal. Seja P, = | 0
0

P
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Seja P = P; P,. P é ortogonal (verifique!) e pela equagdo (6.17)

M 0o ... 0
AP = (AP)P,=PMP, =P, | O | _
. | BP2
0
Mas, BP, = P,D; e assim,
A 0 0
AP=prp, | O | — PD,
. | D2
0
A 0 0
em que D = 0 D . Multiplicando-se a direita por P' obtemos o
. 2
0
resultado. ]
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Uma conica no plano é definida como o conjunto dos pontos P = (x,y) que
satisfazem a equagdo

ax? +bxy +cy* +dx +ey+ f =0,

em que 4,b,c,d,e e f sdo ntimeros reais, com.4,b e ¢ ndo simultaneamente nulos.
Vamos estudar a elipse, a hipérbole e a pardbola, que sdo chamadas cénicas nao de-
generadas. As outras que incluem um tnico ponto e um par de retas sdo chamadas
conicas degeneradas. Como veremos adiante as conicas ndo degeneradas podem
ser obtidas da interse¢do de um cone circular com um plano.

Dizemos que a equagdo de uma conica ndo degenerada estd na forma padrao se
ela tem uma das formas'dadas na 6.19 458.

Nesta se¢do veremos como a diagonalizagdo de matrizes simétricas pode ser
usada na identificacdo das conicas cujas equagdes ndo estdo na forma padrdo. An-
tes, porem, vamos definir as cdnicas como conjunto de pontos que satisfazem certas
propriedades e determinar as equagdes na forma padrao.
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) &

y A N
,
E Wa, 4

Ey

ol

Wy

X

Flguy3 Elipse do Exemplo 6.9
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Wy

- -

a 6.4 Autoespagos do Exemplo 6.10
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) &

Figura 6.5. Elipse que é o conjumto dos pontos P tais que dist(P, F;) + dist(P, F,) = 2a

J
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A elipse é o conjunto dos pontos P no plano tais que a soma das distancias de P a dois pontos
fixos F; e F, (focos) é constante, ou seja, se dist(Fy, F,) = 2c, entdo a elipse é o conjunto dos pontos P tais que

diSt(P, Fl) =F dist(P, F2> = 2a,

em quea > c.

Uma elipse pode ser desenhada se fixarmos as extremidades de um barbante de
comprimento 2a nos focos e esticarmos o barbante com uma caneta. Movimentando-
se a caneta, mantendo o barbante esticado, a elipse sera tracada ( 6.5).
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Proposicao 6.10. (1) A equagdo da elipse cujos focos sio Fy = (—c,0) e F, = (c,0) é
XYy, (6.18)

(b) A equagdo da elipse cujos focos siio F; = (0, —c) e F, = (0,¢) é

x2

b2

y2

+5 =1 (6.19)

Em ambos os casos b = v/ a2 — c2.
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Ay By
F ; ;
By
A1 = (—0,0) Ay = (,0) Ar = (0,—a) R Ay = (0,a)
By =(-b,0) By = (b,0) By =(=b,0) By = (b,0)
F = (—¢,0) F, = (c,0) F =(0,—¢) Ay F, =(0,¢)
Figura 6.6. Elipse com focos nos y Figura 6.7. Elipse com focos nos pontos

Fi =(—¢0)eF = (c0)

J

F1=(0,—c)eF, =(0,¢)
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Vamos provar que se P = (x,y) pertence a elipse, entdo ele satisfaz (6.18) e
deixamos para o leitor, como exercicio, a demonstracdo da reciproca. A elipse é
o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, F;) + dist(P, F,) = 2a,

ou seja,
— —
HEP [+ P || =24,

que neste caso é

Ve 24/ =R+ 2 =2

ou
(x+c)2+y2=2a—/(x—c)2+y2.

Elevando ao quadrado e simplificando, temos
ay/(x =¢)2 +y? = a* — cx.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos

(aZ o CZ)x2 +u2y2 — a2(a2 o CZ)

Como a > ¢, entdo a> — ¢ > 0. Assim, podemos definir b = v/a2 — c2 e dividir
e equacdo acima por a?b? = a?(a® —c?), obtendo (6.18).

Trocando-se x por y no item anterior obtemos o resultado.
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Nas 6.6 € 6.7, 0s pontos A, Ay, By e By sdo chamados vértices da elipse. Os
segmentos A A, e BB, sdo chamados eixos da elipse.

. . . , , c 4
A excentricidade da elipse é o nimero e = —. Como, ¢ < 4, a excentricidade de

uma elipse é um ntmero real ndo negativo meglor que 1. Observe que se F; = b,
entdo a elipse reduz-se ao circulo de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdo ¢ = 0.
Assim, um circulo é uma elipse de excentricidade nula.

A elipse é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao
passa pelo vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do
eixo do cone de forma a gera-lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie (a

demonstragdo deste fato estd no 6.3.18 480).
A elipse tem a propriedade de refletir os raios vindos de um dos focos na diregdo
do outro foco (a demonstragao deste fato estd no 6.3.16 473). Este

fato é usado na construgdo de espelhos para dentistas e para escaneres.

Os planetas possuem Orbitas elipticas em torno do Sol, assim como os satélites
em torno dos planetas. A excentricidade da 6rbita da Terra em torno do Sol é 0,017.
Da Lua em volta da Terra é 0,055. Netuno é o planeta, cuja 6rbita, tem a menor ex-
centricidade do sistema solar, que é 0,005. Merctrio tem a 6rbita de maior, e é 0,206.
Triton, que é a maior lua de Netuno é o corpo, cuja érbita tem a menor excentrici-
dade do sistemasolar, que é de 0,00002. O cometa Halley tem uma 6rbita eliptica em
torno do sol com excentricidade 0,967. O coliseu de Roma tem a base eliptica com
eixo maiorigual a 94 metros e eixo menor igual a 78 metros.
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6.3.2 Hipérbole %
'{S

O
K
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) @'

£

F 13

|

Figura 6.9. Hipérbole que é o conju os pontos P = (x,y) tais que | dist(P, F;) — dist(P, F,)| = 2a

J
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A hipérbole é o conjunto dos pontos P no plano tais que o médulo da diferenca entre as dis-
tancias de P a dois pontos fixos F; e F, (focos) é constante, ou seja, se dist(F;, F,) = 2¢, entdo a hipérbole é o
conjunto dos pontos P tais que
| dist(P, Fy) — dist(P, F,)| = 2a,

em quea < C.

Podemos desenhar uma parte de um ramo de uma hipérbole da seguinte forma. Fi-
xamos uma extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos uma extremidade
de um barbante (de comprimento igual ao comprimento da régua menos 2a) na ou-
tra ponta da régua e a outra extremidade do barbante no outro foco. Esticamos o
barbante com uma caneta de forma que ela fique encostada na régua. Girando-se a
régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo o barbante esticado com
a caneta encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole sera tragada (
6.9).
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=V

Figura 6.10. Hipérbole com foco pONtos Figura 6.11. Hipérbole com focos nos pontos
F = (-c0)eh :'C,O) Fi1=(0,—c)eF, = (0,¢c)
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A equagdo da hipérbole cujos focos sio F; = (—c,0) e F, = (c,0) é
2 2
XY
e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando x — =£00) sio

= dk= ,
Yy P

A equagdo da hipérbole cujos focos sio F; = (0, —c) e F, = (0,c) é

2 2

Y x
P 1 (6.21)
e das assintotas sdo
a
¥ = j:Ey.

Em ambos os casos b = v/c? — a2.

Vamos provar que se P = (x,y) é uma ponto da hipérbole entao ele satisfaz
(6.20) e deixamos para o leitor, como exercicio, a demonstracdo da reciproca. A
hipérbole é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, Fy) — dist(P, ;) = +2a,
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ou seja,
— —
| FLP || = [| B2P || = 424,

que neste caso é

\/(x—i-c)z—l—yz—\/(x—c)z—l—yz:j:Za

(x+¢)24+y2=+2a+/(x — )2+ y2

Elevando ao quadrado e simplificando, temos

+ay/(x — )2+ y2 = a® — cx.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos

ou

(a* — *)x? + a®y? = a®(a* — )

Como a < ¢, entdo ¢ — a?> > 0. Assim, podemos definir b = v/c2 — a2 e dividir
e equagdo acima por —a?b? =a?(a> — c?), obtendo (6.20).
A equacao (6.20) pode ser reescrita como

2 2 2
2 (X _b", a
P =i Dt (1),

) a2 3 .
Para x muito grande, — & proximo de 0 e a equagao se aproxima de
X

b2 b
2 2
Yy = afzx = Y= Ex.

Trocando-se x por y no item anterior obtemos o resultado.
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Nas 6.10 e 6.11, os pontos A; e A sdo chamados vértices da hipérbole. A
c
excentricidade da hipérbole é o ntiimero e = ~ Como, ¢ > a, a excentricidade de

uma hipérbole é um nimero real maior que 1.
A hipérbole é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que
ndo passa pelo vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz e que corta as duas folhas

da superficie (a demonstragdo deste fato estd no 6.3.18 480).
A hipérbole tem a propriedade de refletir os raios vindos na dire¢do de um dos
focos na direcdo do outro foco (a demonstracido deste fato estd no 6.3.17

476). Este fato é usado na construgdo de espelhos para telescopios e para
maquinas fotogréficas.

O cometa C/1980 E1 tinha um periodo orbital aproximado de 7,1 milhdes de anos
antes da passagem pelo periélio em 1982, mas um encontro com Jipiter tornou a sua
6rbita a mais excéntrica observada até agora (1,057) de todos os cometas. E esperado
que este cometa ndo volte mais ao sistema solar.
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Figura 6.13. Parabola que é o conjunto !os pontos P = (x,y) tais que dist(P, F) = dist(P, r)
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Uma parabola é o conjunto dos pontos P no plano equidistantes de uma reta r (diretriz) e de
um ponto F (foco), ndo pertencente a r, ou seja, a pardbola é o conjunto dos pontos P tais que

dist(P, F) = dist(P,r).

Podemos desenhar uma parte da pardbola da seguinte forma. Colocamos um es-
quadro com um lado cateto encostado na reta diretriz, fixamos uma extremidade de
um barbante (de comprimento igual ao lado cateto do esquadro perpendicular a reta
diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta do esquadro oposta ao lado que esta
encostado na reta diretriz. Esticamos o barbante com a caneta de forma que ela fi-
que encostada no lado do esquadro perpendicular a reta diretriz. Deslizando-se o
esquadro na dire¢do da reta diretriz mantendo o lado encostado nela, uma parte da
parébola é tracada ( 6.13).
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v oy

r:x=-—p

Figura 6.14. Parabola com foco

p>0 p>0

,0) e Figura 6.15. Pardbola com foco no ponto F = (0,p) e
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yh o o
= riy=-p
L ‘ Py
: 1
4
F
F Py
. X
F=(p,0) F=(p)
Py =(0,0) : Py = (0,0)

Figura 6.16. Parabola com foco
p<0

p<0

,0) e Figura 6.17. Pardbola com foco no ponto F = (0,p) e
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Proposicac 6.12. (1) A equagdo da pardbola com foco F = (p,0) e reta diretrizr: x = —pé
y* = 4px, 6.22)
(b) A equagdo da pardbola com foco F = (0, p) e reta diretrizr: y = —pé

x2 = 4py. (6.23)
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Vamos provar que se P = (x,y) pertence a parabola, entdo ele satisfaz (6.22) e
deixamos para o leitor, como exercicio, a demonstragdo da reciproca. A para-
bola é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, F) = dist(P,r),

VE=pP+y2=x+pl

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (6.22).

que neste caso é

Trocando-se x por y no item anterior obtemos o resultado.

Nas 6.14, 6.15, 6.16 ¢ 6.17, o ponto Py é o ponto da pardbola mais préximo

da reta diretriz e é chamado de vértice da pardbola. A pardbola é a curva que se
obtém seccionando-se um cone por um plano paralelo a uma reta geratriz do cone

conforme a 6.18 455 (ver 6.3.18 480).
A parébola tem a propriedade de refletir os raios vindos do foco na direc¢do do
seu eixo (a demonstracdo deste fato estd no 6.3.15 467). Este

fato é usado na construcdo de faréis e lanternas. Também, naturalmente, reflete na
direcdo do foco os raios que incidem paralelos ao eixo de simetria, fato usado na
construcdo de antenas receptoras.
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Figura 6.18. Pardbelarobtida seccionando-se um cone com um plano
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Vamos resumir numa tabela as conicas ndo degeneradas e
forma padréo.
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2 2 2 2

Xty . yoox _

a72+ﬁy71'ﬂ>b Elipse af2+bf2)/fl,ﬂ>b
0,a)

Hipérbole
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y? =4px, p >0 Pardbola x? =4dpy, p ‘,
y

Sy

rix=-—p

y?> =4dpx, p<0 /x2:4py,p<0
y : y
riy=-p

Corix=—p

igura 6.1 Cwéo degeneradas com equagdes na forma padrao
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Vamos ver, agora, como a diagonalizacdo de matrizes simétricas pode ser usada na
identificagdo das cOnicas cujas equagdes ndo estdo na forma padrao. Vamos estudar
alguns exemplos.

Considere a conica C cuja equagdo é
5x% — 4xy + 8y> — 36 = 0.
Esta equacao pode ser escrita como

X'AX -36 =0, (6.24)

[ 23] x4

O polindmio caracteristico de A é

em que

5-A =2

p(A) = det(A — ALy) ='det [ o g_a

]—A?—BA+30

Logo, os autovalores de A sdo A = 4 e Ay = 9. Os autovetores associados a A; = 4
sdo as solugdes nao nulas do sistema

(A=45L)X =0

SRR

Wy ={(2a,a) |« € R}.

ou

cuja solugéo é
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Assim, V; = (2,1) é uma base para W1, pois gera V1 e é LI. E W,

- _ (L L)

[Vl V57 V5
é uma base ortonormal para W;.

Nao precisamos resolver outro sistema linear para encontrar os autovetores as-
sociados a A, = 9. Como a matriz A é simétrica, pela 6.6 418,
autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais. Assim, o autoespaco
associado a Ay =9 é dado por

Wy = {a(1,-2) | « € R}.
Logo V, = (1,-2) é uma base para V, pois gera Vo e é LL. E
2
W = man = (75~ %)

é uma base ortonormal para W,. Portanto,

A = PDP!
em que,
4 0
o= 103
e
2 =1
P=[W, — W, = [ V5 Vf] :
V5 5
Pelo 6.2.5 424 a matriz P é uma matriz de rotagao.

Substituindo-se A = PDP' na equacéo (6.24) obtemos
X'PDP'X — 36 = 0.

Substituindo-se X = PX’, ou equivalentemente, X’ = P!X, em que X' = { x/ } na

equacdo (6.24), obtemos
X"'DX' -36 =0,
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ou
4x"? 4 9y"? — 36 = 0,
ou ainda » "
x Y
IR 2
9 +7 (6.25)
que é a equagdo de uma elipse cujo esbogo é mostrado na 6.20. Para fazer o

esbogo do grafico, em primeiro lugar temos que tragar os eixos X' e y’. O eixo x’ é
obtido fazendo ¥’ = 0 na equagéo

2 -1
X = PX’ w_[x]=[‘§ @][xq
y Y
V3

e o eixo y’ é obtido fazendo x” = 0. Assim, eixo x’ passa pela origem, é paralelo e pos-

sui o mesmo sentido do vetor Wy, que tem coordenadas em relacdo ao sistema

1

0

de coordenadas x'y’. Ou seja, Wy = P [ (1) } , que é a primeira coluna de P. O eixo y’

passa pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo sentido de W, que tem coordenadas

(i) ,que éa

segunda coluna de P. Depois, a partir da equagdo (6.25), verificamos na 6.19
458 a forma da curva em relagdo aos eixos X e y'.

[ (1) } em relac¢do ao sistema de coordenadas x'y’. Ou seja, W, = P

Considere a conica cuja equagao é dada por

20
5x% — dxy + 8y? +%x77y+4—0

Esta equacao pode ser escrita como

XIAX+KX+4=0, (6.26)
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em que

S EIREE !

A matriz A é a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que
A = PDP!
em que,

D:{é 8] eP:[Wlwz]:l

S-S
SNGIL

Substituindo-se A = PDP' na equacéo (6.26) obtemos

X'PDP'X + KX +4=0.

/
Substituindo-se X = PX’ ou X’ = P!X, em que X' = [ ;/ } '

X"DX'+KPX' +4=0,

ou
4x"? 49> —8x' — 36y’ +4=0.

ou ainda,
4(x? = 2x") F9(y? —4y) +4=0

Completando-se os quadrados, obtemos
4[(x? —2x' +1) = 1]+ 9[(y* — 4y +4) —4] +4=0

ou
4(x' =12 +9(y —2)*> —36 = 0.
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Fazendo-se mais uma mudangca de varidveis

¥ = X -1e (6.27)
y' = y -2 (6.28)
obtemos
4x//2 + 9y//2 —36=0
ou
X2 yuz
T 2
5 1 (6.29)
que é a equagdo de uma elipse cujo esbogo é mostrado na 6.21. Antes de fazer

o0 esbogo do grafico temos que tragar os eixos x” e y”, que por sua vez sdo translagdes

dos eixos X’ e y'. O eixo X’ tem a direcdo e o sentido do vetor W; = P [ (1) } (a

primeira coluna de P). O eixo y’ tem a diregdo e o sentido do vetor W, = P [ (1) ]

(a segunda coluna de P). O eixo x” tem equacdo y”” = 0. Usando a equagéo (6.27)
obtemos ¥’ = 2. O eixo y” tem equagdo x” = 0. Usando a equagdo (6.28) obtemos
x" = 1. Depois, a partir da equagdo (6.29), verificamos na 6.19 458
a forma da curva em relagéo aos eixos x” e y”'.

Os exemplos anteriores sdo casos particulares do préximo teorema, cuja demonstra-
céo é feita da mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso deixamos para

o leitor a tarefa de escrevé-la.
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Considere a equagio
ax* + bxy +cy? +dx +ey+ f =0, (6.30)

coma,b,c,d,e, f € R, sendo a,b e c nio simultaneamente nulos. Entdo existe um sistema de coordenadas ortogonal X'y,
em que a equagio (6.30) tem a forma

/\1x’2+A2y’2+d’x’+e’y’+f _ 0,

em que A1, A sdo os autovalores de

. a b/2
A= [ b2 c } :
Mais ainda,
X = PX/,

em que X' = { ' } , X = [ ; } e P é uma matriz ortogonal (P~ = P!).
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Exercicios Numeéricos (respostas na pagina 622)

Identificar a cOnica, achar a equagdo no ultimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esboco do gréfico.

6.3.1.

6.3.2.

6.3.3.

6.3.4.

6.3.5.

6.3.6.

6.3.7.

6.3.8.

6.3.9.

6.3.10.

6.3.11.

6.3.12.

9x% — 4xy + 6y* = 30;

3x% — 8xy — 122 + 81 = 0;

2x? —dxy — y? = —24;

21x2 + 6xy + 13y* — 132 = 0;

4x2 — 20xy + 25y* — 15x — 6y = 0;

9x% + y2 + 6xy — 10v/10x + 10v/10y + 90 = 0;
5x2 + 5y% — 6xy — 301/2x + 182y + 82 = 0;
5x% + 12xy — 124/13x = 36;

6x% + 9y? — dxy — 4/5x — 18V/5y = 5;

x2 —y2 +2v/3xy + 6x = 0;

8x% + 8y* — 16xy + 33y/2x — 312y + 70 = 0;
x? — 6xy — 7y* + 10x + 2y + 9 = 0;

Exercicio§ bsande 0 MATLAB®

Comandos do pacote GAAL:
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» [P,D]l=diagonal (A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, em que D é uma matriz diagonal e P
é uma matriz ortogonal.

» subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressdo expr as varidveis x,y por a,b, respectivamente.
. 2 2
» elipse(a,b) desenha a elipse ;‘—2 + ZT =1.

. 2 /2 . N
» elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse ’;—; + %—2 =1, em que x’ e ' 80 as coordenadas em relagdo a
base ortonormal U1 e U2.

. v) 112 ~
» elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse ’;/—; + % '= 1, em que & ey sdo as coordenadas em
relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.
2
» hiperbx(a,b) desenha a hipérbole ;‘—; - Z—Z =1
2
» hiperbx(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole %2 - %—2 =1, em que ¥’ e y sdo as coordenadas em

relacdo a base ortonormal U1 e U2.

" 12

» hiperbx(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole % - %]7 =1, em que x”’ e y’ sdo as coordenadas em

relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.

2
» hiperby(a,b) desenha a hipérbole Z—z Y, Z‘—: =1

12
» hiperby(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole 3;—2 — ’2—,22 = 1, em que ¥’ e ¥ sdo as coordenadas em
relacdo a base ortonormal U1 e U2.
"2
» hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole yﬂ—z — %2 =1, em que x”’ e iy’ sdo as coordenadas em

relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.
» parabx (p) desenha a pardbola y> = 4px.

» parabx (p, [U1 U2]) desenha a pardbola y”> = 4px’, em que x e ¥’ sdo as coordenadas em relagdo a
base ortonormal U1 e U2.

» parabx (p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola y""> = 4px”/, em que x"’ e "’ sdo as coordenadas em relagao
ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.
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» paraby(p) desenha a pardbola x*> = 4py.

» paraby(p, [UL U2]) desenha a pardbola x> = 4py’, em que x e ¥’ sdo as coordenadas em relagdo a
base ortonormal U1 e U2.

» paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola x""? = 4py”, em que x"’ e "’ sdo as coordenadas em relagao
ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.

Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Verifique que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo de uma
hipérbole. Fixamos uma extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos uma extremidade de
um barbante (de comprimento igual ao comprimento da régua menos 24) na outra ponta da régua e
a outra extremidade do barbante no outro foco. Esticamos o barbante com uma caneta de forma que
ela fique encostada na régua. Girando-se a régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo
o barbante esticado com a caneta encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole serd
tragada ( 6.9 441).

Verifique que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo de uma
pardbola. Colocamos um esquadro.com um lado cateto encostado na reta diretriz, fixamos uma ex-
tremidade de um barbante (de comprimento igual ao lado cateto do esquadro perpendicular a reta
diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta do esquadro oposta ao lado que estd encostado na
reta diretriz. Esticamos o barbante com a caneta de forma que ela fique encostada no lado do esqua-
dro perpendicular a reta diretriz. Deslizando-se o esquadro na dire¢do da reta diretriz mantendo o
lado encostado nela uma parte da pardbola é tragada ( 6.13 449).

Mostre que um espelho parabdlico reflete na mesma dire¢do do seu eixo de simetria os raios que incidem
vindos do foco, seguindo os seguintes passos:
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Considere a pardbola y> = 4px. Use o fato de que a inclinacao da reta tangente a parabola no ponto

P = (g, Yo) é tan(a) = Z—Z = ;—g Mostre que a reta tangente a parabola no ponto P intercepta o eixo
x no ponto Q = (—xo,0).

Mostre que d(Q, F) = d(F,P),em que F = (p,0). Logo o tridngulo QFP é isésceles e assim, o angulo
de incidéncia do raio que incide em P vindo do foco, a5, é igual ao angulo de reflexdo do raio que
parte de P na mesma dire¢do do eixo de simetria, a1. Portanto, o raio que vem de F e se reflete em
P necessariamente segue paralelo ao eixo de simetria da parabola (veja a Figura 6.22).
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igura/6.20. Elipse do Exemplo 6.12
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~

Wy

4 - ‘ > —;‘ 0

igura6.21. Elipse do Exemplo 6.13

Yzagéo
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Figura 6.22. Espelho parab

na dire¢do do seu eixo de simetria os raios vindos do foco.
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. X0

S Q¥

®
Figura 6.23. Espelho parabdélico reﬂetiw o Figura 6.24. Espelho parabdlico refletindo na diregao
ao

do foco, os raios que incidem eixo do seu eixo os raios origindrios do foco

J
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Mostre que um espelho eliptico, reflete na dire¢do de um foco, os raios que incidem na elipse vindo do
outro foco, seguindo os seguintes passos:
2P

Considere a elipse o + w = 1. Usando o fato de que um ponto da elipse pode ser escrito na
forma P = (acost,bsent), parat € [0,27) e que a inclinagdo da reta tangente a elipse neste ponto
P dy  bcost

dx asent

, mostre que a equacdo da reta tangente a elipse em P é

(x —acost), parat#0,T,

e que a equacdo da reta que passa por F, e é paralela ao raio que passa por F; depois de ser refletido

emDPé
bsent

V= o rosf (X0

c+acost

Mostre que a interse¢do da reta tangente a elipse que passa por P e a reta que passa por F, e é
paralela ao raio que passa por F; depois de ser refletido em P é o ponto

P _ a(csen®t +acost+c) bsent(a—ccost)
1 a+ccost ’ a+ ccost

Mostre que dist(P, F,) = dist(P;,F,) = a —ccost. Logo o tridngulo PF,P; é is6sceles e assim o
angulo de reflexdo do raio que passa por F; depois de ser refletido em P, a1, e 0 angulo de incidéncia
do raio que se reflete em P vindo de F,, ay, sdo iguais. Portanto, o raio que vem de F, e se reflete em
P necessariamente passa por F; (veja a Figura 6.25).
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Figura 6.25. Elipse refletindg ¢do de um foco, os raios que incidem na elipse vindo do outro foco
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Figura 6.26. Espelho eliptico diregdo de um foco, os raios que incidem vindo do outro foco
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Mostre que um espelho hiperbdlico, reflete na dire¢do de um foco, os raios que incidem na hipérbole na
direcdo do outro foco, seguindo os seguintes passos:

2,2
x
Considere a hipérbole Pl 1. Usando o fato de que um ponto do ramo esquerdo da hipérbole
pode ser escrito na forma P = (—asect,btant), parat € (—7m/2,71/2) e que a inclinagdo da reta
d
tangente a hipérbole neste ponto é % = ent’ mostre que a equacado da reta tangente a hipérbole

emPé

b
=Dbtant — t t
y an . (x+asect), parat#0,

nt

e que a equagdo da reta que passa por F, e é paralela ao raio que incide na diregdo de F; e se reflete

emDPé
btant

y=—-—(x—c).

c—asect

Mostre que a intersecdo da reta tangente a hipérbole que passa por P e a reta que passa por I, e é
paralela ao raio que incide na dire¢do de F; e se reflete em P é o ponto

P a(2ccos’t —acost —c) bsent(acost+c)
| cost(acost —c) ' cost(acost—c)

Mostre que dist(P, F,) = dist(P;, F,) = a + csect. Logo o tridngulo PF,P; é isésceles e assim o
angulo de incidéncia do raio que incide na diregdo de Fj e se reflete em P, a1, e 0 angulo de reflexdo
do raio que se reflete em P na direcdo de F,, a3, sdo iguais. Portanto, o raio que incide na dire¢do de
F; e se reflete em P necessariamente passa por F, (veja as Figuras 6.27 e 6.28)
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Figura 6.27. Hipérbole refletind ¢do de um foco, os raios que incidem na hipérbole na diregdo do outro

foco '
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Figura 6.28. Hipérbole refletind ¢do de um foco, os raios que incidem na hipérbole na diregdo do outro

foco '
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Figura 6.29. Espelho maior parg

espelho hiperbdlico na diregéc (1o foco da hipérbole

efletindo na direcdo do foco, em seguida os raios sdo refletidos por um
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Mostre que a intersecdo de um cone circular com plano que ndo passa pelo seu vértice é uma conica
seguindo os seguintes passos:

Considere dois sistemas de coordenadas R = {O,?,f,%} eS = {O,f, U, U3}, em que o sistema S é
obtido do sistema R por uma rotacdo de dngulo 6 em torno do eixo x. Mostre que é valida a seguinte
relagdo entre as coordenadas, (x/,1/,z), em relacdo ao sistema S e (x,¥,z), em relagdo ao sistema R

x! 1 0 0 x x
y | =10 cosf sen® y | = | A(cosB)y+ (senf)z
z/ 0 —senf cos6 z —(sen®)y 4+ (cos )z

Mostre que o cone circular de equacao

2 2 2
X' +y/ —

no sistema S, tem equacéo
x2 4 (cos260)y? + (2sen26)yz — (cos20)z> = 0

no sistema R.

Mostre que a interse¢do do cone com o plano z = 1 é a cdnica no plano de equagao
x2 4 (c0s260)y? + (2sen26)y = cos 26
Mostre que se § = £, entdo a conica é a pardbola no plano de equacio
x? 42y =0.
Mostre que se f # + 7, entdo a conica no plano tem equacio

x? (y +tan20)?
sec20 sec22

que é uma elipse se |§| < F e uma hipérbole se < (0| < 7.
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Demonstre o 6.13 464.

Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equagao
ax®> + bxy +cy* +dx +ey+f =0,

coma,b,c,d,e f €R,sendo a,b e c ndo simultaneamente nulos. Consideremos a matriz

B a b/2
A—{b/z ¢ }

Sejam A e p 0s autovalores de A.

Mostre que Ay = ac — b? /4.
Mostre que se b? — 4ac < 0, entdo C é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.
Mostre que se b> — 4ac > 0, entdo C é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

Mostre que se b> — 4ac = 0, entdo C é uma pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou o
conjunto vazio.
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0 com Figura 6.31. Pardbola interse¢do do cone circular com
um plano

Figura 6.30. Elipse intersecao ¢
um plano
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Figura bole'interse¢do do cone circular com um plano
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Encontre matrizes P e D tais que
D = P'AP,

8§ -8
A= [ e } .
Identificar a conica, achar a equagdo no dltimo sistema‘de coordenadas utilizado e fazer um esbogo
do gréfico.

em que

8x2 + 8> — 16xy + 33v/2x —31V2y +70 = 0

Verifique quais das matrizes seguintes sdo diagonalizaveis:

5 <]

1 0
0 -1

Sabendo-se que A = P~ DP, calcule A™.

Seja D = [ } . Calcule D10.

Diga se é verdadeiro ou falso cada item abaixo, justificando.

Se A é umamatriz 2 x 2 com somente 1 autovalor, entdo A nido é diagonalizavel;
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(b) Se V e W sdo autovetores associados a um autovalor A, entdo W — proj;, W é também um autovetor
associado a A.

(c) Se A ndo é singular, entdo 0 ndo é autovalor de A;

(d) As matrizes A e A2 possuem 0s mesmos autovetores;
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—24 =20
58 24

Nao é possivel pois Cé2 x3eD é3 x 3.

-30 —19 27
(2D' —3E")' =2D-3E=| 5 220
6 0 15

80 34 =22
72 30 —12

D> ~DE=D(D—-E) = [—10 —4 45
No item (c) foram usadas as propriedades e no item (d) foi usada a propriedade

A(B+ C) = AB+AC pela propriedade (b), B'A! = (AB)! e C'A" = (AC)! pela propriedade (0) e (ABA)C = (AB)(AC) pela
propriedade (h) do Teorema 1.1.
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(b)
= (2]

EiB=[2 -1],EtB=[2 0],EiB=[0 (3]

—2d; dy —dj
CD = |: 0 dy ds :| = [d1Cy1 d2Cy d3C5 |
—d 0 ds
(d)
—2dy di —dq d1Cqy
DC = |: 0 dp dy | = |: dr,Cy jl
—d3 0 ds d3Cs

1.1.4.
X -3 0 x—3
xA1 “F]/AZ"FZA(} = |:0:| + |: 4yy:| + |:_22:| = |:4y_2yzi| = AX
1.1.5.
AB' =2x—-22=0
x=11
1.1.6.
2
A2 = {2 ?}
2y 2
2 2
2= [Zy %]
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1.1.7. Sejam

se, e somente se,
w=x,z=-Y.

Ou seja, uma matriz A comuta com a matriz M (AM = MA) se, e somente se, sdo validas as seguintes relacdes entre os seus
elementos:

dap =4ai1 € dp1 = —4a12.

Assim,
A= {_xy Z} . e B= {_ab Z} , para quaisquer x,y,4a,b,

sdo tais que AM = MA e BM = MB.

_|ax—by ay+bx _|ax—by ay+bx
AB_{fayfbx axfby}’BA_[fayfbx ax—by

Logo, AB = BA.

1.1.8. (a) SejamA:{g 3}93:{21 Z}

_lax bx| _ _|lax by
AB = [cy dy} =BA= {cx dy}

se, e somente se, yb = xb, para todo b. Em particular para b = 1, obtemos que y = x. Assim, a matriz A que além de ser
diagonal tem que ter os elementos da diagonal iguais.

. _lx vy _|a. b _|lcy+ax dy+bx| _ _|bz4+ax ay+bw
g A = { z w } ¥ = { c d }'AB_ {az+cw bz+dw =BA= dz+cx cy+dw|”
Comparando os elementos de posicdo 1,1 obtemos que cy = bz, para todos os valores de b e c. Em particular parab =0 e
¢ =1, obtemos quey = 0O e parab = 1 e c = 0, obtemos que z = 0. Ou seja, a matriz A tem que ser diagonal. Assim, pelo
item anterior temos que a matriz A tem que ser diagonal com os elementos da diagonal iguais.

(b
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1.1.9.
0 0 1
A2=10 0 0
0 0 O
0 0 0
A3=10 0 0
0 0 O
1110, (a) > A=[1,1/2;0,1/3]
A=
1.0000  0.5000
0  0.3333
>> A"2,A"3,A°4,A"5
ans =
1.0000  0.6667
0 0.1111
ans =
1.0000  0.7222
0 0.0370
ans =
1.0000  0.7407
0  0.0123
ans =
1.0000  0.7469
0  0.0041
>> A"6,A"7,A"8,A°9
ans =
1.0000  0.7490
0  0.0014
ans =
1.0000  0.7497
0  0.0005
ans =
1.0000  0.7499
0 0.0002
ans =
1.0000  0.7500
0 _0.0001
A sequénci " ind tri 1 075
quencia parece estar convergindo para a matriz 0 0 .
(b) >> A=[1/2,1/3;0,-1/5]
A=
0.5000  0.3333
0 1 -0.2000
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>> A”2,A"3,A74,A75

ans =
0.2500  0.1000
0 0.0400
ans =
0.1250  0.0633
0 -0.0080
ans =
0.0625  0.0290
0  0.0016
ans =
0.0312  0.0150
0 -0.0003
>> A~6,A"7,A"8,A"9
ans =
0.0156  0.0074
0  0.0001
ans =
0.0078  0.0037
0 0.0000
ans =
0.0039  0.0019
0 0.0000
ans =

o

.0020 0.0009
0 0.0000

A A . . 0 0
sequéncia parece estar convergindo para amatriznula | 5 |-

1.1.11. (a)

Parak =3, Ak = I
(b) >> A=[0,1,0,0;-1,0,0,0;0,0,0,1;...
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Parak = 4, AF = I.

fo,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0];

>> A=

(c)

/e e e e
o OO O —+HOOo — O OO S ooo
O+ OO — O OO [eNeoNeoNe} S oOooo

L A L A L A L

Parak =4, Ak =0.

Reginaldo J. Santos
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1.1.12. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes cujo produto comute.
1.1.13. Concluimos que matrizes diagonais em geral comutam. Pode-se mostrar que elas sempre comutam (Exercicio 28 na pagina 27).
1.1.14. Se a matriz A for diagonal, entdo o produto comuta, se os elementos da diagonal de A sdo iguais. (ver Exercicio 17 na pagina 24).

A probabilidade de um tal par de matrizes comute é aproximadamente igual & probabilidade de que a primeira matriz tenha os
elementos da sua diagonal iguais, ou seja, 11/11% = 1/112 ~ 1%.

1.2. Sistemas Lineares (pagina 57)

1.2.1. As matrizes que estdo na forma escalonada reduzida sao A e C.

x 8+ 7a
122 () X=| 4| = 35__3"; ,Va €R.
| w o
M x1 —2—-3a+6p
X2
b) X=1| x3 | = 7 —4du , Vo, B eR.
X4 8 —bu
L X5 [
[ x 6
©x=|7]|= ZEoc Va € R.
| w o
M x1 —3+8x—78
X2
(d) X=1| x3 = 5— 6w , Vo, B € R.
X4 9 -3
L X5 o
1.2.3.  (a) la. eliminag8o:

linha 2 --> linha 2 + (1)*linha 1

linha 3 -->linha 3 + (=3)*linha 1
1 1 2 8
0 -1 5 9
0 -10 -2 -14

2a. eliminacgdo:
linha 2 --> —1%xlinha 2
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1 1 2 8
0 1 -5 -9

0 -10 -2 -14

linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (10)*linha 2

1 0 7 17
0 1 -5 -9
0 0 =52 -104

3a. eliminacédo:
linha 3 --> -(1/52)*1linha 3

linha 1 --> linha 1 + (-7)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (5)*linha 3

(b) 1a. eliminag8o:
linha 1 --> (1/2)*1linha 1

linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-8)*linha 1

1 1 0
0o 7 4 1
0 -7 -4 1]
2a. eliminagédo:
linha 2 -=> (1/7)*1linha 2
nm 1 1 017
o 1 % 1
0 -7 & A
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linha 1 --> linha 1 + (-1)#*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (7)*linha 2

3 1
I
01 5 7
0 0 0 0
X1 —% — %0{ i
X = X = 1 _ ia ,VIX e R.
7 7
X3 o ]
(c) 1la. eliminag8o:
linha 2<--> linha 1
3 6 -3 =2]
0o -2 3 1
16 6 3 5 |
linha 1 --> (1/3)*linha 1
2 -1 -2
0 -2 3 1
16 6 3 5 |
linha 3 --> linha 3 + (-6)*linha 1
1 2 -1 -3
0o -2 3 1
10 -6 9 9 |
2a. eliminagédo:
linha 2 --> -(1/2)*linha 2
1 -1 -2
o 1 -3 1
2 2
0 -6
linha 1 --> linha 1 + (-2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (6)*linha 2
1
1 0 23 31
0 1 -5 —3
0 0 0 6

O sistema nao tem solugao!
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1.2.4. la. eliminagéo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-3)*linha 1

0o -1 -1 -4 -4

2a. eliminagéo:
linha 2 --> -1*linha 2

1 -2
0 1

—_ =
S =
a1 N

—_

linha 1 --> linha 1 + (2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 2

1T 0 3 9 12
01 1 4 5
0 00 0 1

3a. eliminagdo:

linha 1 --> linha 1 + (-12)*1linha 3

linha 2 --> linha 2 + (-5)*linha 3
1 0 3 9 0
01 1 4 0
0o 0 0 0 1

(a) X =

X1 9 —3u
Xy | = 4—a |,VaeR.
X3 o

(b) O sistema nao tem solugao!

1.2.5.
AX = AX <= AX=ABX < (A-AL)X=0

(2)

5 0 5
A+dl =1 5 1|.
01 0
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la. eliminag8o:
linha 2<--> linha

linha 2 --> linha

2a. eliminagédo:
linha 3<--> linha

linha 1 --> linha
linha 3 --> linha

la. eliminag8o:

2 + (-B)*linha 1

1 + (-5)*1linha 2
3 + (25)*linha 2

linha 1 --> -1%linha 1

linha 2 --> linha

2 + (-1)*linha 1

1 5 1]
0 —25 0
0 1 0
15 1]
01 0
0 —25 0]
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2a. eliminacgédo:
linha 2 --> -1%xlinha 2

linha 3 --> linha 3 + (-1)#*linha 2

la. eliminagdo:

linha 2 --> linha 2 + (-3)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-4)*linha 1

2a. eliminacgéo:
linha 2 --> -(1/7)*1linha 2

linha 1 --> linha 1 + (-2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (7)*linha 2

1
[=Reyoy

X
X=1v
z
- 2
0o -7
0 —7
2
0 1
0 =7

1 0
0 1
0 0

——o
|
=N

,Va € R.

-2
a? —16

-10
a—14]

8
10
7

a—4

i. Sea? —16 =0ea — 4 = 0, entdo o sistema tem infinitas solucdes. Neste caso, a = 4;

ii. Sea?—16=0ea—4 # 0, entdo o sistema ndo tem solugdo. Neste caso, a = —4;

ili. Sea® — 16 # 0, entdo o sistema tem solucdo tnica. Neste caso, a # +4;

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-2)*linha 1

1 1
0 1
0 1

1
0

a2 -3

2
1

a—3
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2a. eliminacgédo:
linha 1 --> linha 1 + (-1)*1linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*1linha 2

1 0 1 1

0 1 0 1
0 0 a>-3 a—4

i. Sea’ —3=0ea—4 =0, entdo o sistema tem infinitas solugdes. Este caso nio pode ocorrer;

ii. Sea?—3=0ea—4 = 0, entdo o sistema ndo tem solugdo. Neste caso, a = +/3;

iii. Sea? —3 # 0, entdo o sistema tem solucio tinica. Neste caso, a # +1/3;

1.2.7.
X Y Z
gramas de A/kg 2 1 3
gramas de B/kg 1 .3 5
preco/kg 3 2 4
x kg de X 1900 gramas de A
y kgdeY 2400 gramas de B
z kgdeZ 2900 arrecadagdo

2 1 3 x 1900
1 3 5 ||y |=] 2400
3 2 4 z 2900

Vamos escalonar a matriz aumentada do sistema

2 1 3 1900
1 3 5 2400
3 2 4 2900
la. eliminagéo:
linha 2<--> linha 1
1 3 5 2400
2 1 3 1900
3 2 4 2900

linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-3)*linha 1
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1 3
0 -5
0 -7
2a. eliminagéo:
linha 2 --> -(1/5)*linha 2
1 3
o
0 -7

linha 1 --> linha 1 + (-3)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (7)*linha 2

1 0
0 1
0 0
3a. eliminagdo:
linha 3 --> -(5/6)*linha 3
1
0
0
linha 1 --> linha 1 + (-4/5)*1linha 3
linha 2 --> limha 2 + (-7/5)*1linha 3
1
0
0

Foram vendidos 500 kg do produto X, 300 kg do produto Y e 200 kg do produto Z.

0
1
0

5
-7
-11

1N U1

(51BN &)1

|
SN

U1 =

0
0
1

—2900

2400
—4300

580

2400
4300}

660
580

—240

660
580
200

300

500
200
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1.2.8. Substituindo os pontos na fungéo obtemos:

d = 10
a + b + ¢ + d = 7
27a 4+ 9% + 3 + d = -11
64a + 16b + 4c + d = -14
la. eliminagdo:
linha 2<--> 1
1 1 1 1 7
0 0 0 1 10
279 3 1 -11
64 16 4 1 -—14
linha 3 --> linha 3 + (-27)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-64)*linha 1
1 1 1 1 7
0 0 0 1 10
0 —-18 —-24 —26- —200
0 —48 —-60 —63 —462
2a. eliminagéo:
linha 3<--> 2
1 1 1 1 7
0 =18 —-24 -26 —200
0 0 0 1 10
|00 —48 —60 —63 —462]
linha 2 --> -(1/18)*1linha 2
1 1 1 1 7
<
o 0o 0 1 10
10 —48 —60 —63 —462]
linha 1 --> linha 1 + (-1)xlinha 2
linha 4 --> linha 4 + (48)*linha 2
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1 o0 -1 _4 _3
00 & 1 10
19 214
0 0 4 3 5
3a. eliminagdo:
linha 4<--> 3
[ 1 377
10 -3 -5 —%
0 1 4 13 100
3 9
o0 4 L 24
oo o 1 1]
linha 3 --> (1/4)*linha 3
1 o -1 & 377
01 és L39 &8
4 i
o0 1 B
0 0 0 10 |
linha 1 --> linha 1 + (1/3)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-4/3)*1linha 3
100 & 1
0 1 0 —2§ —38
000 1 3 %9
00 0 1 10
4a. eliminagdo:
linha 1 --> linha 1 + (-1/12)%*1linha 4
linha 2 --> linha 2 + (2/3)*linha 4
linha 3 --> linha 3 + (-19/12)*1linha 4
10 0 0 1
01 0 0 -6
00 1 0 2
0 0 0 1 10
Assim, os coeficientes sdoa = 1,b = —6,c = 2 e d = 10 e o polinémio p(x) = x® — 6x% + 2x + 10.
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1.2.9. Substituindo os pontos na equagédo do circulo obtemos:

-2 4+ 7 + ¢ = —[(-2%+7* = -53
—4a + 5b + ¢ = —[(-4)?%+5] = -4l
da — 3 + ¢ = -4 +3] = -25

la. eliminagdo:
linha 1 --> -(1/2)*linha 1

1 -7 _1
2 2
|:4 5 1
4 -3 1
linha 2 --> linha 2 + (4)#*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-4)*linha 1
1 ~7 _1
2
{0 -5 1
0 11
2a. eliminagéo:
linha 2 --> -(1/9)*1linha 2
7 1
1 -3 =
0 1 3
0 11 3
linha 1 --> linha 1 + (7/2)*1linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-11)*1linha 2
1
1 0 -3
0 1 1%
6
0o 0 7
3a. eliminagdo:
linha 3 --> (9/16)*linha 3
1
0 1 3
0 0 1
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linha 1 --> linha 1 + (1/9)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-1/9)*linha 3

1 0 0 -2
01 0 -4
0 0 1 -29
Os coeficientes sdo a = —2,b = —4 e c = —29 e a equagio do circulo é x> + y* — 2x — 4y —29 = 0.
1.2.10. (a) la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-4)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (3)*linha 1
-2 5 b

2a. eliminagédo:

linha 2 --> (1/3)*linha 2

linha 1 --> linha 1 + (2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (3)*linha 2

oo =

i
3 12 by —4b
-3 12 b3+3b

2 5 by
1 _g |bazdb

P
-3 12 by+3lh

2by—5b
o4 CE T
0 0 by + by — by

O sistema é consistente se, e somente se, by — by + b, = 0.

la. eliminagdo:

linha 2 --> linha 2 + (4)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (4)*linha 1

nm -2 -1 b1 ]
0 -3 -2 by+4h
0 -1 0 b3+4b]

2a. eliminacgédo:

linha 3<-=> linha 2
nm -2 -1 b1 ]
0 -1 0 b3+4h
0 -3 -2 by+4b]
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linha 2 --> -1%linha 2

linha 1 --> linha 1 + (2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (3)*linha 2

1 0 -1 —2b3—7by
o1 o0 —b3 —4b
0 0 -2 -3b3+by—8b;

O sistema é consistente para todos os valores reais de by, b, e bs.

1.2.11.

la. eliminagdo:
linha 2<--> linha 1

1 3 3 8
0 1 7 8
-2 -5 1 -8
linha 3 --> linha 3 + (2)*linha 1
1 3 3 8
01 7 8
0 1 7 8

2a. eliminagéo:
linha 1 --> linha 1 + (-3)#*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2
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1 0 O 1 -3 0
E=|0 1 O|,F=(0 1 0f,
0 -1 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0
G=|0 1 0|,H=|[1 0 0.
2 0 1 0 0 1
1.2.12. (a)
1 20 -3 1 0 2
1 21 -3 1 2 3
1.2 0 -3 2 1 4
3 6 1 -9 4 3 9
la. eliminag8o:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-3)*1linha 1
1.2 0 -3 1 0 2
oo 1 0 0 2 1
o 0 o0 o0 1 1 2
0 o1 0 1 3 3
2a. eliminagédo:
linha 4 --> linha 4 + (-1)*linha 2
1 2 0 -3 1 0 2
o 01 0 0 2 1
o 0 0 0 1 1 2
00 0 0 1 1 2
3a. eliminagéo:
linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (-1)#*linha 3
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+ 2x6:

X5 + Xe =

X=[w+38-2y v 1-2a B 2—a af,
Vo, B,y €

X1+ 2xp — 3x4 — Xg =
X3

NON—

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)#*1linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1

oo oO-

2a. eliminagdo:
linha 2 --> -1%xlinha 2

linha 1 -=> linha 1 + (2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-5)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (-4)*linha 2

oo o

0
1
2

oo o
SOoOoOW oW

OO

SoOoON

SoOoW

oo

-2
-5

-2
-1

OO OW

4

|
o

oo

I
cool,

-2
10

—2
10
8

_
PSSO

O ON

—_
cooN oo O N o oo

cooN

I
orN

A28
15
18

-3
15
18

O WR

OoON—O

(o) N6} ]

[N &)]

NG~ O

NORN
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3a. eliminacgédo:
linha 4<--> linha 3

1 3 0 4 2 6 2
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 6 2
0 0 0 0 0 0 O
linha 3 --> (1/6)*linha 3
1 3 0 4 2 6 2
0o 0 1 2 0 3 1
0 0 000 1 1L
0 0.0 000 0
linha 1 --> linha 1 + (-6)*1linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-3)*linha 3
1 3 0 4 2.0 0
0O 0 1 2 0 0 O
00000 1 1
0000UO0O0 0
X1+ 3x2 +4xy +  2xs =0
{ X3+ 2xy =0
Xo = %
X=[-20—-48-3y v —-28 B a 1/3],
Vo, B,y €R
1.2.13.
1 1 1 1 4
1 3 -2 a 3
2 2a—2 —a-2 3a-—1 1
3 a+2 -3 2a+1 6

la. eliminagdo:

linha 2 --> linha 2 + (=1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-2)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-3)*linha 1
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1 1 1 4
0 2 -3 a—1 -1
0 2a—4 —a—-4 3a-3 -7
0 a-—1 —6 2a—-2 -6
2a. eliminagéo:
linha 2 --> (1/2)*linha 2
1 1 1 1 4
0 1 3 & -
0 20-4 —a>4 3a-3 -7
0 a-—1 —6 2a—-2  —6
linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (4-2\,a)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (1-a)*linha 2
5 -3 9
to 5yt
01 -3 5 —3
0 0 2a—-10 —a®+6a—5 a—9
00 3a—15 _a?—6a+5 a—13
2 2 2

Se a = 5, entdo o sistema ndo tem solugdo. Se a # 5, entdo continuamos escalonando a matriz acima

3a. eliminagdo:
linha 3 --> 1/(2a-10)*1linha 3

1 0 2
0 1 _3 ﬁ ,Zl
2 371 afé
o o s _idws AN
O O a; a—2a+ aa

linha 1 --> linha 1 + (=5/2)*1inha 3
linha 2 --> linha 2 + (3/2)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + -(3a-15)/2*linha 3
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S T
00 1 o iy
00 0 Po6as5 ol

4 4

Sea=1,entdo X = [2 —a,1,1,a]' Va € R.

Sea # 1ea # 5, entdo continuamos escalonando a matriz acima

4a. eliminagdo:
linha 4 --> 4/(a"2-6a+b)*linha 4

3a+1 13a—45

BN
|

L
W

i3

L
el

NS

o o o
[« )
o = oo
[T
N‘\-B
—
‘ 2
e

linha 1 --> linha 1 + -(3a+1)/4xlinha 4
linha 2 --> linha 2 + (a-1)/4%linha 4
linha 3 --> linha 3 + (a-1)/2#linha 4

o O O =
o O = O
o= O O

Sea#1lea+#5entio X = [#= =4 =4 =Lt

1.2.14.  (a) la. eliminag3o:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 1

1 2 3 1 8
o 1 -3 0 -1
0 -2 -1 0 -5
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2a. eliminacgédo:
linha 1 --> linha 1 + (-2)*1linha 2
linha 3 --> linha 3 + (2)*linha 2

3a. eliminagéo:
linha 3 --> -(1/7)*linha 3

linha 1 --> linha 1 + (-9)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (3)*linha 3

(b)

la. eliminagdo:
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 1

|

1
0
0

0 9 1
1 -3 0
0 -7 0
0 9 1
1 -3 0
01 0
0 0 1
10 0
01 0

10
-1

10
-1
1

1

{1-wa,21a)|acR}

1 1 3 -3 0
0 2 1 -3 3
0 -1 -1 2 -1

2a. eliminacgdo:

linha 3<--> linha 2
1 1 3 -3 0
0 -1 -1 2 -1
0 2 1 -3 3

linha 2 --> ~1*linha 2

Um Curso.de,Geometrid Analitica e Algebra Linear  GoBack GoForward Julho 2014



Capitulo 1. Matrizes e Sistemas Lineares

511

1 1 3 =3
01 1 =2
0 2 1 -3

linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2

linha 3 --> linha 3 + (-2)*linha

3a. eliminacgéo:
linha 3 --> -1*linha 3

2

1 0 2 -1
0 1 1 =2
0 1 -1

linha 1 --> linha 1 + (-2)#*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 3

la. eliminacgdo:

1
-1
-1

o= O
_Ooo

1
0
0

1
2
-1

{1—w,2+a,-1+a,a)|acR}

linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-1)#*1linha 1
linha 4 -=> linha 4 + (-1)*linha 1

2a. eliminagdo:
linha 2 --> —1%linha 2

1 2 3
0 -1 =2
0 -1 -1
0 1 0
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1 2 3
0 1 2
0o -1 -1
0 1 0
linha 1 --> linha 1 + (-2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (-1)*linha 2
1 0 -1
0o 1 2
0 0 1
0o 0 -2
3a. eliminacéo:
linha 1 --> linha 1 + (1)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-2)#*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (2)*linha 3
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
{(0,0,0)}

1.2.15. Vamos determinar um vetor de estado P tal que
TP=P ou TP=LP ou (T—-L)P=0.

Assim, precisamos resolver o sistema linear homogéneo

2 1 —
—3X + 3y
-0 2 2 2, —
(T-L)X=0 <« 5x — 3y + 3z =
1 2
3y — 3% =
Vamos escalonar a matriz do sistema homogéneo que é
_2 1 0
23 ,32 2
3 3 3
0 1 _2
3 3
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la. eliminagdo:
linha 1 --> -(3/2)*linha 1

-1 o
2 _3 2
3 3 3
1 2
AU
linha 2 --> linha 2 + (-2/3)*1linha 1
-1 o0
0 _i 2
1 %
0 3 -3
2a. eliminagéo:
linha 2 --> -3%linha 2
1. -1 0
2
0 1 -2
1 2
U

linha 1 --> linha 1 + (1/2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1/3)*linha 2

Portanto, o sistema dado é equivalente ao sistema seguinte

X -z =0
y — 2z = 0
Seja z = a. Entdo y = 2« e'’x = . Assim, a solugdo geral do sistema é
P1 1
X=|p2 |=a| 2 |, paratodoa € R.
ps 1

Tomando a solugdo tal que p; + p» + p3 = 1 obtemos que se a populagao inicial for distribuida de forma que p; = 1/4 da populacao
esteja no estado 1, p» = 1/2 da populagdo esteja no estado 2 e p3 = 1/4, esteja no estado 3, entdo esta distribuicio permanecera
constante.
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1.2.16. >> P=randi(4,2)

P= 5 4
-3 3
1 0
0 -5

>> A=matvand(P(:,1),3),B=P(:,2)

A =125 25 5 1

=27 9 -3 1
1 1 1 1
0 0 0 1

B= 4
3
0
-5

>> R=escalona([A,B])

R =[1, 0, 0, 0, -163/480]
[0, 1, 0., 0,  99/80]
[o, 0, 1, 0, 1969/480]
[o, o, O, 1, -5]

>> p=poly2sym(R(:,5),x)

p = -163/480*x~3+99/80%x"2+1969/480*x-5
>> clf,po(P),syms x,plotfi(p,[-5,5])

>> eixos

Pode nao ser possivel encontrar o polindmio, se mais de um ponto tiver a mesma abscissa x;.
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50

40

30

20

10

-10

x

-5

-4

-3

-2 -1 0 1

Observacao. A sua resposta pode ser diferente da que estd aqui.

1.2.17. >> P=randi(5,2)

P=3 2
-1 -3
1 -1
3 4
4 4
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>> A=matvand(P,2)

A= 9 6 4 3 2 1
1 3 9 -1 -3 1
1 -1 1 1 -1 1
9 12 16 3 4 1
16 16 16 4 4 1
>> R=escalona([A,zeros(5,1)])
R = [1, 0, 0, 0, 0, -35/8,
[o, 1, 0, 0, 0, 45/8,
[o, 0, 1, 0, 0, -2,
(o, 0, 0, 1, 0, 65/8,
[O) 0, 0, 0, 1, -39/89

>> p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y)

p =35/8%x"2-45/8%x*y-65/8%x+1+2xy~2+39/8%y
>> c1f,po(P),syms x y,

>> plotci(p, [-5,5],[-5,5])

>> eixos

0]

0]
0]
0]
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ol |

-3 I I I I
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Observacao. A sua resposta pode ser diferente da que estd aqui.

1.2.18.  (a) Alinversa da operacdo elementar de trocar duas linhas é ela mesma.

(b) A inversa da operacao elementar de multiplicar uma linha por um escalar, & # 0, é a operagdo de multiplicar a mesma linha
pelo escalar 1/a.

(c) Ainversa de somar a linha k, « vezes a linha [, é somar a linha k, —a vezes a linha [.
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1.2.19.  (a) Basta multiplicar qualquer linha da matriz pelo escalar 1.

(b) Pelo exercicio anterior cada operagdo elementar, ¢, tem uma operacao elementar inversa, e~ 1, do mesmo tipo que desfaz o
que a operagao e fez. Se aplicando as operagdes elementares ey, . . ., ¢, na matriz A chegamos na matriz B, entao aplicando-se
as operagdes elementares e 1., e; ! ha matriz B chegamos na matriz A.

(c) Se aplicando as operacgdes elementares ey, ..., ¢, na matriz A chegamos na matriz B e aplicando as operacdes elementares

€+1,- - -,€ Na matriz B chegamos na matriz C, entdo aplicando-se as operagdes elementares ey, . . ., €; na matriz A chegamos
na matriz C.
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2.1. Matriz Inversa (pagina 93)

2.1.1. A matriz é singular, pois o sistema homogéneo tem solu¢do ndo trivial (Teorema 2.5).

2.1.2.  (a) Vamos escalonar a matriz aumentada

1 2
AL =1 1
0 1

NN G
(=3 )

= =}
—_—

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1

2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -1%linha 2

linha 1 --> linha 1 + (-2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2

3a. eliminacgédo:
linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 3

Logo, a matriz dada tem inversa e é

(b) Vamos escalonar a matriz aumentada

1 2
AL]=|1 3
13
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la. eliminag8o:

linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1

linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 1
1 2 2 1 0 0
0o 1 -1 -1 1 0
0 1 0 -1 0 1

2a. eliminacgéo:
linha 1 --> linha 1 + (-2)*1linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*1linha 2

3a. eliminacédo:
linha 1 --> linha 1 + (-4)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (1)*linha 3

1-0 0 3 2. —4
01 0 -1 0 1
o 01 0 -1 1
Logo, a matriz dada tem inversa e é
3 2 —4
Al=|-1 0 1
0 -1 1
(c) Nao é preciso fazer.
(d) Vamos escalonar a matriz aumentada
1 2 3 1 0 0
[AG]=0 2 3 0 1 0
4 0 0 1
la. eliminagdo:
linha 3 --> linha 3 + (-1)#*linha 1
1 23 1 0 0
02 3 0 1 0
0 0 1 -1 0 1
2a. eliminacgdo:
linha 2 --> (1/2)*linha 2
1 2 3 1 0 0
o1 3 o ! 0}
{0 o1 -1 0 1
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linha 1 --> linha 1 + (-2)*1linha 2

1 0 0 1 -1 0
o1 2 o 1 o
{0 01 -1 0 1}
3a. eliminacéo:
linha 2 --> linha 2 + (-3/2)*linha 3
1 0 0 1 -1 0
o010 3 1 —3}
{0 01 1 0 1
Logo, a matriz dada tem inversa e é
1 —1 0
Al—{3 1. _3
{21 b 1
Vamos escalonar a matriz aumentada
1 2 3 1 0 O
[AL]={1-1 2 0 1 0
01 1.0 0 1

la. eliminacgdo:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1

2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -1%linha 2

1 2 3 1 0 O
0 1 1 1 -1 0
0o 1 1 0 0 1
linha 1 --> linha 1 + (-2)*1linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2
1 0 1 -1 2 0
0 1 1 1 -1 0
0o 0o 0 -1 1 1

Logo, a matriz dada ndo tem inversa.
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(f) Vamos escalonar a matriz aumentada

171 1 1 1 0 0 0
13 1 2 0 1 0 0
AL=11 2 11 0 0 1 0
59 1 6 0 0 0 1
la. eliminag8o:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-5)*linha 1
11 1 1 1 0.0 0
02 0 1 -1 1 0 0
01 —220 —-1.0 10
0 4 =4 1 -5 0 0 1
2a. eliminagdo:
linha 3<--> linha 2
11 1 1. 1.0 0 0
001 -2 0 =1 0 1 0
02 0 1 -1 1 0 0
0 4 -4 1 -5 0 0 1
linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-2)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (-4)*linha 2
10 3 1 2 0 -1 0
01 -2 0 -1 0 1 0
00 4 1 1 1 -2 0
00 4 1 -1 0 —4 1
3a. eliminacéo:
linha 3 --> (1/4)*linha 3
10 3 1 2 0 -1 0
01 -2 0 -1 0 1 0
oo 1 I 1 1 _19
00 4 1 10 -4 1
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linha 1 --> linha 1 + (-3)#*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (-4)*linha 3

100 % > =2 1 o
010 3 -2 L 0 o0
00 1 1 1 % -1 0
000 0 2 N 31

Logo, a matriz ndo tem inversa.

2.1.3. Vamos escalonar a matriz A

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-1)#*linha 1

1 1 0
0 -1 0
0 1 a

2a. eliminagéo:
linha 2 --> -1%linha 2

linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*1linha 2

1 0 0

0 1 0

0 0 a
Logo, para valores de a diferentes de zero a matriz A tem inversa.

G _piga_ 11019
(AB)1:31A1:{7 0}
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2.1.5
atn-[g]
2.1.6.
AF = ppkp!
-~ 1 1 3* 0
B -2 2 0 (-1)f
_ 3¢ (= J1[ 2
—23k 2(-1)k |4 2
_ 1126+ (-1)N
4| 4((-1)F =8k
2.1.7.
123 1 0 0
21 2 01 0
01 2.0 0 1

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1

01 2 0 0

2a. eliminagdo:
linha 3<--> linha 2

{1 2 3 1

0 -3 -4 -2

linha 1 --> linha 1 + (-2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (3)*linha 2
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W=
N
—

3a. eliminagdo:
linha 3 --> (1/2)*linha 3

10 -1 1 0 -2
01 2 0 0 1
oo 1 -1 1 2

linha 1 --> linha 1 + (1)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 3

1 0 0 1 0 -1 1 0 0
Es=|0 1 O|,Eg=|0 1 O|,E;=10 1 2
1 0 0 1

sdo tais que E1ErE3E4EsEgEy = A.

21.8. [a)
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(b)

Ble(L-A)l=L+A+A”=

2.1.9. >> menc=lerarq(’mencl.txt’); key=lerarq(’key.txt’);
>> y=char2num(menc); M=char2num(key) ;
>> N=escalona([M,eye(3)])
>> N=N(:,6:10)
>> x=Nx*y;
>> num2char (x)
ans = 3
Desejo boa sorte a todos que estudam Algebra Linear !
>> menc=lerarq(’menc2.txt’);
>> y=char2num(menc) ;
>> x=Nx*y;
>> num2char (x)
ans = Buda tinha este nome por que vivia setado!

[yl

O~ W

=N O\

Deve ser uma matriz com entradas entre 0 e 118 invertivel de forma que a sua inversa seja uma matriz com entradas inteiras.

2.2. Determinantes (pagina 119)

2.2.1. det(A?) = 9; det(A3) = —27; det(A™1) = —1/3; det(A") = —3.

2.2.2. det(A'B~1) = det(A)/ det(B) = —2/3.
[ a1 ap a3 +ap
2.2.3. (a) det| ax ax ax-+axp
az; Az 433+ az;
ap a4z M3
det| ax1 axn a3 |+
as1  Aasy  4as3
a1 a1z a2
det| a1  axn a» | =det(A)+0=3
as1  Aasy a3

a;1 a4 A —ap 413
(b) det | a2 +ag a2 —daxn a3
a31 +asz. a3 — A3 433
a1 a1 413
det| ax1 a2 a3 |+
a3l Aas1 433
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225 (a)

[ a1 —a2 a3 ]
det | ax —ax a3 |+
L 431 —a3 433 |
a2 411 413
det| ax a2 a3 |+
L 432 431 433
a2 —di2 413
det | ap —axn ax =2 det(A) =
L 432 —d3 433 |
[ o't te't _
) det | et (I+rt)et |
1 t
2rt _ 2rt
e det |: r (1 + T"t) :| =e
) det [ cos Bt sen Bt
€Ul wcospt — Bsen Bt  asen Bt 4 Bcos

poct| by bl |-p

la. eliminagdo:

linha 2 --> linha 2
linha 3 --> linha 3
linha 4 --> linha 4

2a. eliminagédo:
linha 4 --> linha 4

3a. eliminagédo:
linha 3 --> -(1/3)*1

+ (-5)*1inha 1
+ (1)*linha 1
+ (-2)*linha 1

+ (-12)*linha 2

inha 3

—6

_ cos Bt sen Bt
Bt } —adet{ cos Bt sen fBt +

1 2 3 1
det(d)=det|d § 5 3
0 12 0 -1

|
N
(O8]
—

det(A) = det

coor
cor
|
w
|
—_

|
N
(O8]
—

det(A) = —3det

SO O
[eNaRE
—
I
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linha 4 --> linha 4 + (-108)#*1linha 3

1 -2 3 1
det(A) = —3det 8 (l) _19 _12
0o 0 o0 -3
det(A) = 39.
(b) 1a. eliminag8o:
linha 2<--> linha 1
1 0 1 1
det(A) = —det % % i’ (1)
0 1 2 3
linha 2 --> linha 2 + (-2)*1linha 1
1 0 1 1
det(A) = — det 8 % % 61
0 1 2 3
2a. eliminagdo:
linha 3 --> linha 3 + (-2)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (-1)*1linha 2
1 0 1 1
det(A) = — det 8 (1) jl El
0 0 1 4
3a. eliminacédo:
linha 3 --> -1%linha 3
1 0 1 17
det(A) = det 8 (1) % :%
0 0 1 4]
linha 4 --> linha 4 + (-1)*1linha 3
M 0 1 17
det(A) = det 8 (1] % :;
0 0 0 6]
det(A) = 6.
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2.2.6.  (a) Expandindo em cofatores em relacdo a 1% coluna.

A 1 2
det| 0 —-A 3 |=-A%=0 < A=0.
0 0 —A

(b) Expandindo em cofatores em relagéo a 1? linha.

1—-A 0 0
det| -1 3—-A 0
3 2 —A=2

=(-A-2)(1-A)(B3—A)=0
< A=1louA=30ul=-2.

(c) Expandindo em cofatores em relagdo a 1? coluna.

= (2— ) det {3_*1)‘ 2*_24
=2-M)[Q2-A)B—-A)—2]=(2-A)(A2—51+4)
=-(A=4) (A=2)(A-1)=0
< A=2o0ulA=4oulr=1
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det| 1 2—A 1
2 -2 1—-A

1 2-A 1
——det|:2—/\ 2 3:|
2 -2 1-A
1 2-A 1
——det{o 2—(2-A)2  1+A4
0 —6+24  —(1+4)

_ 2—(2—-A)%  1+A
= det{ —6+2A 1+A)}

=~
2—-(2-1)2 1]

:—(1+/\)det{ RSP )

=—(A—-4) (A-2) (A+1)
det(A—A) =0 < A=2o0uA=4o0ul=-1

227 AX =AX <= AX=AX < (A-AL)X=0

(A — AlL,)X = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A — AL,,) = 0.

2—A 0 0
(a) det| 3 -A—-1 0 1=0 <= A=20uA=30ul=-1
0 4 3—A
(b)
2—A 3 0
det| O 1-A 0 =0 <= A=20ulr=1
0 0 2—A
()
1-A 3 4
0 —-A—1 3 2
det | g 0 3-A .3
0 0 0 2—A

=A=-3)(A-=2)(A=1)(A+1)=0
< A=2o0uA=3ourl=—-1louAr=1.
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2—A 2 3 4
(d) det 8 26)‘ 1EA % =(A-22A-12=0 < A=20uir=1
0 0 0 1-A
2.2.8. (a) ParaA = —1:
0
W_, = - |tX€R}
o
Para A = 2
—
WZZ{ —u ‘QGR}
s
ParaA =3
0
W3 = 0 ‘D(ER}
| «
(b) ParaA =1:
[ —3a
le{ © |tXER}
Para/\::Z:
w
W, = { O]M,ﬁeR}.
L B
(c) ParaA = —1:
Wai={ -« a 0 0]"|acR}.
ParaA =1:
Wi={[a 0 0 0] |acR].
Para A = 2:
Wy ={[ -29%& -7« <9 3a ]'|aeR}.
Para A = 3:

Wi={[ 9« 3z 4a 0] |acR}.
(d) ParaA =1:
Wy ={[3x =3« a« 0] |xcR}.
Para A = 2: ;
Wo={[% .0 0 0] |acR
229, [(a) AX=AX & AX=AX <= (A—-AH)X=0
(A — Al) X =0 tem solucdo ndo trivial se, e somente se, det(A — Aly) = 0.
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A1 -5 -3
2 —A-2 -4 0
det(A— ALy = | 5 Y © 44 o
2 —4 —4 2-A

la. eliminacgdo:
linha 3<--> linha 1

-1 2 4—-A 0

det(A-AL) = —det| 2 A2 O

2 —4 -4 2-A

linha 1 --> -linha 1

det(A — Aly) = det

A1 5 -3
2 44 4 2-4
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (lambda)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1
1 2 A4 0
0 2-A  4-2A 0
det(A—Al)=det|q | 534 A2_4r-5 -_3
0 0 420 2-A

Expandindo-se em cofatores em relagdo a 1? coluna obtemos

2-A 4-2A 0
det(A —Aly) =det [1-2A A2—4A-5 -3
0 4-2A 2-A

Expandindo-se em cofatores em relagdo a 1? linha obtemos
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det(A — AI)
— (2 ) det [Azgfé‘{ 5 z:ﬂ
— (4—2A) det {1 2 213)\}
—2-A) <det {Az J-s 2‘}4
—2A -3

1
—2det { 0

2))
a2 A2—4)-5 -3
=(2-4) (det[ > 1}
1-2A =3
—2det{ 0 1})
=2-A2A-1)=02-A)*A-1)(A+1)
Assim, det(A — Aly) = 0 se, e somentese, A =2oulA =1oud =—1.

(b) AX=AX <= AX=ALX < (A-AL)X=0
Para A = 2 temos que resolver o sistema (A — 21;) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema

-2 1 -5 -3
2 -4 -4 0
A-2L=121 2 2 o
-4 -4 0
la. eliminagdo:
linha 3<--> linha 1
-1 2 2 0
2 -4 -4 0
-2 1 -5 -3
| 2 -4 -4 0]
linha 1 --> -1*linha 1
[1 -2 =2 0]
2 -4 -4 0
-2 1 -5 -3
| 2 -4 -4 0]
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linha 2 --> linha 2 + (-2)*1linha 1
linha 3 --> linha 3 + (2)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1

cocor
I
w
|
o)
I
w

2a. eliminagédo:
linha 3<--> linha 2

1 -2 -2 0
0o -3 -9 -3
0 0 0 0
0 0 0 0]
linha 2 --> -(1/3)*linha 2
1 -2 -2 0
0 1 3 1
0 0 0 0
0 0 0 0
linha 1 --> linha 1 + (2)*linha 2
1 0 4 2
0 13 1
0 0 0 O
0 0 0 O
Fazendow = ax ez = B, temos que y = —a =3B e x = —2a — 4p. Assim, a solugdo do sistema AX = 2X é
x —20 — 4B
—a—3
X = z = 8 p , aBeER
w o

Para A = 1 temos que resolver o sistema (A — I) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema

-1 1 -5 -3

2 3 -4 0
A-L=17 o 3
2 4 41

la. eliminacgdo:
linha 1 --> —1%linha 1
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1 -1 5 3
2 -3 -4 0
-1 2 3 0
2 -4 -4 1
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1
1 -1 5 3
0 -1 -14 -6
0 1 8 3
0 -2 -14 -5
2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -1%linha 2
1 -1 5 B
0 1 14 6
0 1 8 B
0 -2 -14 -5
linha 1 --> linha 1 + (1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (2)*linha 2
L 0 19 9
0 1 14 6
0 0 -6 -3
0 0 14 7
3a. eliminacgédo:
linha 3 --> -(1/6)*linha 3
1 0 19 9
0 1 14 6
00 1 1
00 14 7

linha 1 --> linha 1 + (-19)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-14)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (-14)*linha 3
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10 0 -1
01 0 -1
00 1 1
000 b
Fazendo w = 2«, temos z = —a,y = 20 e x = a. Assim, a solucdo geral do sistema AX = X é
X o
v 2
X= 7 =| 4|, a€ R.
w 20
Para A = —1 temos que resolver o sistema (A + I4) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema
1 1. =5 3
2 -1 -4 0
A+L=17 2 5 0
2 -4 -4 3
la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1
1 1 -5 -3
0 -3 6 6
0 3 0 -3
0. -6 6 9
2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -(1/3)#*linha 2
1 1 -5 -3
0 1 -2 =2
0 3 0 -3
0 —6 6 9
linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-3)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (6)*linha 2
1 0 -3 -1
0o 1 -2 =2
0 0 6 3
0 0 -6 -3
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3a. eliminagédo:
linha 3 --> (1/6)*1linha 3

1 0 -3 -1
0o 1 -2 =2
00 1 1
0o 0 -6 -3
linha 1 --> linha 1 + (3)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (6)*linha 3
1 0 003
0o 1 0 -1
0 0 1 1
0.0 0 0
Fazendo w = 2a, temos z = —a,y = 20 e x = —a. Assim, a solugédo geral do sistema AX = X é
X —
_ y A 20
X = 7 B “a | owe R.
w 20

2.2.10. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes invertiveis.
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3.1. Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar (pagina 154)

—  — —
3.1.1. AB=0B — OA= (1,0) — (0,-2) = (1,2)
—
AC=2(1,2) = (2,4)
—  — —
OC=0A + AC= (0,-2) — (2,4) = (2,2)
C=(22).

—
3.1.2. Os pontos P; = (0,1) e P, = (1, 3) sdo pontos da reta. Assim, o vetor V =P, P,= (1,2) é paralelo a reta.

)
3.1.3. Ainclinagdo daretaéa = % = % Assim, uma equacdo da reta tem a formay = %x +b. Substituindo-se x = 1 e y = 2 obtemos

b= % Uma equagdo paraaretaéy = %x—i— %

3.1.4. Aequagdo3X —2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X 42V obtemos —15X +3X = 2V — 15U
ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por — 117 obtemos X = gu - %V.

3.1.5. Multiplicando-se a segunda equacéo por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V ou X = 1U + 1 V. Substituindo-se
X na primeira equagdo obtemos, 3U+V —2Y = Uou2Y = iU+ VouY = U+ %V.
—
3.1.6. PQ=V
—  — —
PQ=0Q — OP
—  — —
OQ=PQ + OP= (3,0,-3) + (2,3, -5) = (5,3, —8)
Q=(53-8).
" —
3.1.7. MP=OP — OM
—
OP'=0OM — MP= (1,4, —5)
P' = (1,4,-5).
— — —
3.1.8. (a) OA= (5,1,+3),0B=(0,3,4),0C= (0,3, -5)
—  — — — — —
AB=0B — 0A, AC=0C — OA,
— —
AB= (-5,2,7), AC=(-5,2,-2)

— —
Os pontos ndo sao colineares, pois AC# A AB.
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—

— —
(b) OA=(-1,1,3),0B= (4,2,-3),0C= (14,4, -15),
— — — —  — —
AB=0B — OA, AC=0C — OA,
— —
AB= (5,1,—6), AC= (15,3, —18)
— —
Os pontos séo colineares, pois AC= 3 AB.

—

— —
3.1.9. OA= (1,-2,-3),0B= (-5,2,—1),0C= (4,0, —1),
—  — — —  — —
DC=0B — OA,0D=0C — DC
— —
DC= (—6,4,2),0D= (10, —4, —3)
O ponto é D = (10, —4, —3).

9x — y
3.1.10.  (a) A equagdo xV +yW = U é equivalente ao sistema { —12x + 7y
—6x + Y
tem colunas V, W e U.
9 -1 -4
-2 7 -6
-6 1 2

Escalonando obtemos

Assim, U = —2/3V —2W.

(b) Escalonando a matriz cujas colunas sdao V, W e U obtemos

1
0
0

o

[«
wloo
W7 Wi
[

Assim, U nao é combinacao linearde V e W.

—4
—6 , cuja matriz aumentada é a matriz que
2

— — =
3.1.11. Para ser um paralelogramo um dos vetores AB, AC e AD tem que ser igual a soma dos outros dois.
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—  —
AB=0B — OA= (5,-3,1),
—  — —
AD=0D — OA= (0,-20, —15)
Néo é um paralelogramo.
(b) Somente o vértice D é diferente.
— —  — —
OD= (9,0,5); AD=0OD — OA= (5,1,4)

E um paralelogramo de vértices consecutivos A, B, D e C.

3.1.12. Resolvendo a equagao vetorial U = xV obtemos que
2 2
U=(6—4-2)=—=(-9,63)=—=V.
(6,42 = —3(-9,6,3) = 2

Fazendo o mesmo para U = xW obtemos que nio existe solugdo, logo somente os vetores U e V sdo paralelos.

31.13. (a) M= # =(-2,-2,7/2),
N = B;J — (=2,-5/2,3/2).
— —
(b) MN= (0,—1/2,-2), AB= (0, —1,—4). Logo,
— 1 —
MN= 3 AB.

— —
(c) V=AB= (0,—1,—4), W =AC= (2, -4, 1),
—
O ponto D é talque AD=V +W = (-1,-5,-1)
—  — o
AD=0D — OA.
—  — —

Logo, D =0D=AD + OA= (-1,-5,-1).

3.2. Produto Escalar eyProjecao Ortogonal (pagina 175)
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3.2.1.

3.2.2

S W= (=1,-3,2);V

Um ponto P = (x,y) pertence a reta se, e somente se,
—
PyP -N =0.

ou seja, se, e somente se,
(x+1y—1)-(2,3)=0

ou
2x+3y—1=0

Uma esfera de raio igual & 2. Se for no espago é um cilindro de raio igual a 2, se for no plano é uma circunferéncia de raio igual a 2.

_ VW _ 3 3 _ 5
'V”*eriw”*(\/»’ J5 78 )
V-W 1 _1
b= =( ~% % % )
_ 2V-3W __ _ 4 1
ve=prdm=( - & 9)

L V-W=3x+11=0 < x=-11/3.

Para x = —11/3, V e W séo perpendiculares.

VW =2x2438.
A equagdo x? + 8 ndo tem solugdo real. Logo, ndo existe x tal que os vetores V = (x,2,4) e W = (x, —2,3) sdo perpendiculares.

. Va=(2,1,0);Wa = (0,1,—1); Vb = (1,1,1); Wb = (0,~2,—2); Ve = (3,3,0); We = (2,1, -2)

_ _VaWa _ 1 Vb-Wb 1 _ _VeWe _ 1
cos(Va, Wa) = i = 1o V512, cos(Vb, Wh) = TVBIIWET = 3 V3v/2, cos(Ve, We) = Tvewa = 3 V2.
Logo, o angulo entre Va e Wa é arccos(1/10/10) entre Vb e Wb é arccos(—+/6/3) e entre Vc e W é arccos(v/2/2) = /4.

=(0,1,3);

(
W1 = projy, V = (M

ku2> W = (0,3/10,9/10), W2 = W — W1 = (—1,-33/10,11/10)

- V= (2,2,1)~W: (6,2,=3);
_ Vv
X =yt g = (82/21,20/21,-2/21)
U T = ( BVZV2L J35 VIZVAL =5 VITVAL )

3.3. Produtos Vetoriale Misto (pagina 199)
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3.3.1.

3.34.

3.3.5.

3.3.8.

— —  —
Os pontos sdo coplanares se, e somente se, (AB x AC)- AD= 0.
— — —
(a) AB=(1,-1,1), AC= (0,1,—1), AD= (0,1,1),
— — —
(AB x AC)- AD=2.
— — —
(b) AB= (1,2,-2),AC= (-2,2,—1), AD= (8,-2,—1),
— — —
(AB x AC)- AD=0.

No item (a) os pontos ndo sdo coplanares e no item (b) eles sdo coplanares.

— — — — —  —
. AB=(2,0,-3), AC= (—1,2,—4), AD= (—1,1,-5), (AB x AC)- AD= —15.

O volume do paralelepipedo é 15 unidades de vol.

— —
. A érea do paralelogramo é || BA x BC || = /2 unidades de 4rea.
—  —
A area do tridngulo é || BA x BC ||/2 = v/101/2 unidades de érea.

X=(xy2),V=(,01),W=(22-2).
XxV=(yz—x-y)=(22-2)|IX|?=x2+y*+2>=6.
Resolvendo estas equagdes obtemos x = -1,y =2,z = 1.
Logo, X = (—1,2,1).

. X =(xy,2),V=(1,1,0),W=(-1,0,1),U = (0,1,0)

X-V=x+y=0,XW=z—x=0,[|X|2=x2+y2+22 =3,
Resolvendo estas equagdes obtemos ¥ = —1,y =1,z = —loux=1,y=—-1,z=1

Como X - U = y tem que ser maior que zero, entdo X = (—1,1,—1).

— — —4 — — —
. AB- AC=14,BA - BC=0,CA - CB=21.

Portanto, o angulo reto estd no vértice B.
(a)

(xV+yW) -V =x||V|P+yW -V 20
(xV4+yW)-W=xV -W+y||W||? = 5
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25x+5y = 20
5x+4y = 5

Resolvendo o sistema acima obtemos x = 11/15ey = 1/3. Assim,

1, 1
X=2V+ W
(b)
(xXV+yW)xV = yWxV
(XV+yW)- W = xV-W4y||[W[?
YWxV= = 10
XV-WHy|[W|F=5x+4y = 12

Resolvendo o sistema acima obtemos x = 12/5e y = 0. Assim,

12
X = gV.
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4.1. Equacgdes do Plano (pagina 222)
411
z
®
& \,

1/2 1/3

~
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4.1.2. Como o novo plano é paralelo ao plano 2x —y +5z — 3 = 0, entdo o vetor N = (2,—1,5) é também vetor normal do plano
procurado. Assim, a equagdo dele é 2x—y + 5z +d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P = (1, —2,1) na equagdo do
plano:

94+d=0 <= d=-9.

Assim, a equagado do plano é 2x —y +5z — 9 = 0.
4.1.3. Os vetores normais dos outros planos, Ny = (1,2, —3) e N, = (2, —1,4), sdo paralelos a ao plano procurado 7. Assim, o produto
vetorial N; X N é um vetor normal a 7z
N1 x N, = (5,—10,-5).
Assim, a equacdo de 7w é 5x — 10y — 5z +d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P = (2,1,0) na equagdo do plano:

0=d.

Assim, a equacdo do plano 7 é 5x — 10y — 5z = 0.
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4.1.4. Como o plano procurado passa pelos pontos P = (1,0,0) e Q = (1,0,1) e é perpendicular ao plano y — z = 0, entdo os vetores
—
PQ= (0,0,1) e o vetor normal do plano y —z = 0, N; = (0,1, —1) séo paralelos ao plano procurado 7. Assim, 0 produto vetorial
—
PQ xN; = (—1,0,0) é um vetor normal a 7t. Assim, a equagdo de 7 é —x +d = 0. Para determinar d substituimos o ponto

P = (1,0,0) na equagéo do plano, obtendo que a equagdo de 1 é —x +1 = 0.

4.1.5. Ovetor N = (—1,1,—1) é normal ao plano. A equagdo do plano é entdo —x + y —z +d = 0. Fazendo z = 0 nas equagdes dos
planos 711 e 7, e resolvendo o sistema resultante, obtemos x = 0 e y = 1. Portanto, o ponto P = (0,1,0) pertence a 7 e a 71,.
Substituindo-se o ponto P = (0, 1,0) na equagdo do plano —x +y — z +d = 0 obtemos que a equagao procuradaéx —y +z+1=0.

4.1.6. Escalonando o sistema formado pelas equacdes dos dois planos obtemos
(x,y,z) =(1/3—2/3a,=1/3+5/3a, ), paraax € R.

Os pontos P (1 /3,-1/3,0)e Q = (—1/3,4/3,1) sdo pontos da intersegﬁo e sdo também, portanto, pontos do plano procurado 7.

Os vetores AP e PQ sao paralelos a 77. Assim, o produto vetorial AP X PQ (—2,0,—4/3) é um vetor normal a 77. Substituindo-se
o ponto A, ou o ponto P ou o ponto Q na equagdo —2x —4/3z 4 d = 0 obtemos a equagio do plano 6x +4z —2 = 0.

4.2. Equacgdes da Reta (pagina 241)

4.2.1.

/

V =(1,3/2,3)

x/ y
(a)
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V= (2,0,

(h) x y
4.2.2. A equacdo dareta é (x,y,z) = (t,2t,t). Substituindo-se o ponto da reta na equagio do plano obtemos o valor de t:
204+2t4+t=5=0 <= t=1
Substituindo-se este valor de t nas equagdes paramétricas da reta obtemos o ponto P = (1,2,1).

4.2.3. Um ponto da reta r é da forma P, = (9,1 + 6t, —2 + 3t) e um ponto da reta s é da forma P; = (1 + 25,3 +5,1). As retas se cortam
se existem f e s tais que P, = Ps, ou seja, se o sistema seguinte tem solugao

9t = 14+2s
146t = 3+4s
—2+4+3t = 1
Escalonando a matriz do sistema:
9 -2 1
6 -1 2
3 0 3
la. eliminagdo:
linha 1 --> (1/9)*1linha 1
1T -2 1
{6 f a]
3 3
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linha 2 --> linha 2 + (-6)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-3)*linha 1

2 1
1 -5 9
1 4
33
0 5 3
2a. eliminagédo:
linha 2 --> 3%*linha 2
2 1
1 =5 g
0 1 4
2 8
075 3

linha 1 --> linha 1 + (2/9)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-2/3)*linha 2

1 0 1
0 1 4
0 0 0

Logo, a solugdo do sistema é t = 1 e s = 4. Substituindo-se ou t = 1 na equagdo da reta r ou s = 4 na equagéo da reta s obtemos o
ponto da interse¢do P = (9,7,1).

Os vetores diretores das retas, Vi = (2,2,1) e Vo = (1,1,1), sdo paralelos ao plano procurado 7t. Assim, o produto vetorial
Vi x Vo = (1,—1,0) é um vetor normal a 7. Assim, a equagdo de 71 é x —y +d = 0. Para determinar d substituimos o ponto
P} = (2,0,0) da reta r na equagio do plano:

24+d=0 <= d=-2

Assim, a equagdodo planom é x —y —2 = 0.
Substituindo-se 0 ponto P = (4,1, —1) nas equagdes da reta r obtemos valores diferentes de t:
4=2+t <= t=2,
1=4—-t < t=3,
“1=1+2t <= t=-1
Logo ndo existe um valor de t talque P = (2 +t,4 —t,1+2t).
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-
(b) Oponto Q = (2,4,1) é um ponto do plano 7 procurado. Assim, 7t é paralelo aos vetores PQ= (—2,3,2) e o vetor diretor da
—
retar, V = (1,—1,2). Logo, o produto vetorial PQ xV = (8,6, —1) é um vetor normal ao plano 7:
8x+6y—z+d=0
Substituindo-se o ponto P ou o ponto Q na equagédo de 7t obtemos que a equagédo do plano 7 é 8x + 6y — z — 39 = 0.

426, (a) Ny =(1,2,-3), Ny = (1,-4,2).
V =Ny x N, = (—8,—5,-6).

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor é V.= (-8, —5, —6).

(b) N7 = (2,—1,4),N2 = (4,—2,8).
V=N XN, = (0,0,0)

Os planos séo paralelos.

(©) Ny =(1,-1,0),N, = (1,0,1).
V=N, x N, =(-1,-1,1)

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor é V = (-1, —1,1).

4.2.7. O vetor normal ao plano é um vetor diretor da reta procurada. Assim, as equagdes paramétricas de r sdo (x,y,z) = (1+t,2—t,1+
2t).

4.2.8. O vetor diretor da reta procurada é ortogonal a0 mesmo tempo aos vetores normais dos dois planos, portanto o produto vetorial
deles é um vetor diretor da reta procurada.
(2,3,1) x (1,-1,1) = (4,-1,-5)
(x,y,z) = (1 +4t,—t,1—5t).

4.2.9. Escalonando a matriz do sistema formado pelas equagdes dos dois planos:
1 1 -1 0
2 -1 3 1

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1

1 1 -1 0
0 -3 5 1

Um Curso.de,Geometrid Analitica e Algebra Linear  GoBack GoForward Julho 2014




553

2a. eliminagéo:
linha 2 --> -(1/3)*linha 2

linha 1 --> linha 1 + (-1)#*linha 2

WIN

1 0 1
{0 1 - —Bl}
3

A reta intersegdo dos planos é (x,y,z) = (1/3 —2/3t,—1/3 +5/3t,t). O vetor diretor V = (—2/3,5/3,1) desta reta é paralelo ao
plano procurado. O ponto P = (1/3,—1/3,0) é um ponto da reta e é também portanto um ponto do plano procurado 7. O vetor
—

Wl

P

AP= (—2/3,—1/3,1) é também um vetor paralelo a 7z: Assim, o produto vetorial AP xV = (—2,0, —4/3) é um vetor normal a 7.

Substituindo-se o ponto A ou o ponto P na equagdo —2x —4/3z + d = 0 obtemos a equacio do plano 6x 44z —2 = 0.

— —

BA=(1,0,0),CD= (2,1,-3). P, = (t,1,0) é um ponto qualquer daretar e P, = (=3 +2s,1+ s, —4 — 3s) é um ponto qualquer da
—

reta s. Precisamos encontrar pontos P; e P; tais que P;P,= aV, ou seja, precisamos encontrar t e s tais que (t —2s + 3, —s,3s + 4) =
(a, —5a, —a).
Escalonando o sistema obtido igualando-se as componentes:

1 -2 -1 -3
0 -1 5 0
0 3 1 -4

2a. eliminagéo:
linha 2 --> -1*linha 2

1 -2 -1 -3
0 1 -5 0
0 3 1 -4

linha 1 --> linha 1 + (2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-3)*linha 2
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1
0
0

3a. eliminagdo:
linha 3 --> (1/16)*linha 3

1
{o
0

linha 1 --> linha 1 + (11)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (5)*linha 3

0 -11
1 -5
0 16
0 -11
1 -5
0 1
0 0

1 0
0 1

-3

I,

Encontramos que t = —23/4,s = —5/4 e « = —1/4. Substituindo-se ou t = —23/4 em P, = (£,1,0) obtemos que a equagdo da

reta é (x,y,z) = (—23/4+1t,1—5t,—t).

4211, (a) Ny =(2,-1,1); N, = (1,2, —1). Os planos se interceptam segundo uma reta que tem vetor diretor V.= N; x N, = (—1,3,5).

(b) Escalonando a matriz

la. eliminacgdo:
linha 2<--> linha 1

linha 2 --> linha 2 + (-2)*1linha 1
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2a. eliminagédo:
linha 2 --> -(1/5)*linha 2

TN =
—

linha 1 --> linha 1 + (-2)*linha 2

LAk

o
Um ponto qualquer da retar é P, = (1/5 —t,2/5+ 3t,5t). Vamos determinar o valor de ¢ tal que AP, seja perpendicular ao
vetor diretor da reta r.

[$371¢%)

>> syms t

>> Pr=[1/5-t,2/5+3%t,5%t];A=[1,0,1];
>> APr=Pr-A

APr = [ -4/5-t, 2/5+3%t, 5*xt-1]
>> expr=pe(APr, [-1,3,5])

expr = -3+35%t

>> t=solve(expr)

t = 3/35

N
Substituindo-se t = 3/35 em AP,= (—4/5 —t,2/5 + 3t,5t — 1), obtemos o vetor diretor da reta procurada e assim a equagao
daretaé (x,y,z) = (1 — (31/35)t, (23/35)t, 1. — (4/7)t).

Vi = (1,2,-3); Py = (0,0,0); Vo = (2,4,—6); P = (0,1,2); V; x V5 = (0,0,0) X = (x,v,2);

—
P X x y z

det | VI | =det|1 2 3| =7x-2y+z
> 01 2
PP,

Como o produto vetorial de V; e V; (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo as retas sdo paralelas. Neste
—

caso, os vetores V; e P; P, sdo ndo colineares e paralelos ao plano procurado. Assim, 7x — 2y +z = 0 é a equacéo do plano.
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4.2.13.  (a) Ny =(1,2,-3); N, = (1,-4,2);
V =Nj; x N2 =(-8,-5,—6)
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor ¢ V = (—8, -5, —6). Fazendo y = 0 nas equagdes obtemos
um sistema de duas equagdes e duas incognitas cuja solugdo é x = 1,z = —1. Assim, Py = (1,0, —1) é um ponto da reta e as
equagdes paramétricas da reta sdo
x = 1-8t
y = =5t parat € R
z = —1-6t
(b) Ny =(1,-1,0); N, = (1,0,1); Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor é V = N; X Ny = (-1,-1,1).
Claramente Py = (0,0,0) é um ponto da reta e as equagdes paramétricas da reta sdo
x = —t
y = —t parateR
z = t
4214. (a)
re (x,y,z) =10,1,2)
st (vyz) =1(1,0,2)
t: (x,y,z) =(0,1,2) +s(1,-1,0)
4
X y
(b)y A=(0,0,2),B=(0,1,2)eC =(1,0,2)
T — —
vol = 1| OA - (OB x OC)|
0 0 2 ,
det| 0 1 2 ||=2=4.
- 10 2 6’
Um Curso.de,Geometrid Analitica e Algebra Linear  GoBack GoForward Julho 2014



557

11 OB « O 1 3
area = §H OB x OC H = §H(2/2r71)|| =2

A reta perpendicular ao plano 7t que passa por A é
(x,y,z) = (0,0,2) + (2,2, 1) = (2,2t,2 —¢).
A intersegdo desta reta com o plano 77 é obtida substituindo-se um ponto da reta na equagio do plano:
4t +4t—(2-t)=0 < t=2/9.

Logo, P = (4/9,4/9,16/9) e
- 2 2
b=l AP || = [|(4/9,4/9, =2/9)|l = gl(2, 2 =1)]| ==
Um ponto qualquer da reta r; é descrito por P, = (=1 4,24 3t,4t) e um ponto qualquer da reta r, é da forma P,, =
(=145,142s,—2+ 3s). Aqui é necessério o uso de um parametro diferente para a reta r,. O vetor

-
Py Pry= (s — t,—1+25 — 3t,~2 + 35 — 4t)

—
“liga” um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de ;. Vamos determinar ¢ e s tais que o vetor P,, P,, seja perpendicular
ao vetor diretor V; = (1,3,4) de 1 e ao vetor diretor V, = (1,2,3) de r,, ou seja, temos que resolver o sistema

N
PP, Vi = —11+195-26t =
—
PP, -V = —8-+14s—19t
.
A solugdo deste sistema é t = —2/3, s'= -1/3. Logo P, = (-5/3,0,-8/3), P, = (—4/3,1/3,-3), P, P,,=
(1/3,1/3,-1/3) e V3 = (1,1, —1) é um vetor diretor da reta procurada. Assim as equagdes paramétricas da reta procu-
rada sdo
x = —5/3+t¢
r3 : y = t, parat € R.
z = -=8/3—t

Um ponto qualquer da reta r é descrito por P,, = (=14 2+ 3t,4t) e um ponto qualquer da reta r, é da forma P, =
(5,4 + 25,3 + 3s). Aqui é necessario o uso de um parametro diferente para a reta r,. O vetor

N
Py P,= (1+s—t2425—3t,3+3s —4t)
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—
“liga” um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de r,. Vamos determinar ¢ e s tais que o vetor Py, Py, seja perpendicular
ao vetor diretor V; = (1,3,4) de r1 e ao vetor diretor V, = (1,2,3) de r, ou seja, temos que resolver o sistema

-,
PyPry Vi = 19+4195-26t =
—
PyPy, - Vo = 14414519t

3 —
A solugdo deste sistema é t = 0, s = —1. Logo P, = (—1,2,0), P, = (—1,2,0) e P4 P,,= (0,0,0). Neste caso o vetor P, Py,
nao pode ser o vetor diretor da reta procurada. Vamos tomar como vetor diretor da reta procurada o vetor V3 = V; x V, =
(1,1,-1).
Assim, as equagdes paramétricas da reta procurada sdo

-1+t

r3 : 24t parat € R.
—t

N R
[Tl

4.3. Angulos e Distancias (pagina 271)

4.3.1. > v=[1,3,2];w=[2,-1,1];U=[1,-2,0];
>> N=pv(W,U), projecao=(pe(V,N)/pe(N,N))*N
N =2 1 -3 projecao = -1/7 -1/14 3/14

4.3.2. > Ni=[2,-1,1]; N2=[1,-2,1];
>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))
costh = 5/6
>> acos(5/6)*180/pi
ans = 33.5573

O angulo é arccos(5/6) = 33,5°.

433. > A=[1,1,1];B=[1,0,1];C=[1,1;0];
>> P=[0,0,11;Q=[0,0,01;V=[1,1,0];
>> N1=pv(B-A,C-A), N2=pv(Q-P,V),...
>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))
N1 =1 0 0, N2 =1 -1 0,
costh = 1/2*27(1/2)

O angulo é arccos(+/2/2) = 45°.

4.3.4. O vetor diretor da reta procurada V = (a,b, c) faz dngulo de 45° com o vetor e 60° com o Vetorﬁ Podemos fixar arbitrariamente
anorma do vetor V. Por exemplo, podemos tomar o vetor V com norma igual a 2.

V =(ab,c)
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[|[VI?=0a®+b*+c* =4

.7 2
|HV"/||Z = cos45° = g, = |a|=1
v-j

Substituindo-se estes valores em a2 + b? + ¢2 = 4:

241+32=4, = (|¢|=1

Assim, existem aparentemente, oito retas que passam pelo ponto P = (1, —2,3) e fazem angulo de 45° com o eixo x e 60° com o
eixoy. Elas sdo (x,y,z) = (1,-2,3) + t(£+/2,41,41). Na verdade existem quatro retas (distintas), pois um vetor diretor e o seu
simétrico determinam a mesma reta. Elas sdo (¥, y,z) = (1, —2,3) + t(v/2, £1, +1).

>> syms t, A=[1,1,0]; V=[0,1,-1]; Pr=[0,t,-t];
>> PrA=A-Pr, expri=pe(PrA,V)

PrA = [1, 1-t, t] exprl = 1-2xt

expr2 = 2*(1-t+t"2)"(1/2)

>> expr2=no (PrA)*no (V)

>> solve((expri/expr2)~2-1/4)

[01[1]

>> B=subs(Pr,t,0), C=subs(Pr,t,1)

B=1[0, 0,0 C=[0, 1, -1]

>> A=[1,0,0]; B=[0,1,0]; C=[1,0,1]; 0=[0,0,0];
>> N=B-A

-1 2 0

>> dist=abs(pe(N,C-0))/no ()

dist =1/27(1/2)

A distancia é igual a 1/v/2.
>> syms t s
>> A=[1,0,0]; B=[0,2,0]; V2=[1,2,3]; P2=[2,3,4];

>> Pri=A+t*(B-A), Pr2=P2+sx*V2
Pri1 = [1-t, 2%t, 0] Pr2 = [2+s, 3+2%s, 4+3x%s]

P, = (1 —1¢,2t,0) éum ponto qualquer da reta r; e P, = (24,3 + 25,4 + 3s) é um ponto qualquer da reta r,. Devemos
—

determinar ¢ e's tais que o vetor P, P,, seja perpendicular aos vetores diretores de r1 e de 7.

GoBack GoForward Reginaldo J. Santos


http://www.mat.ufmg.br/~regi

560

>> PriPr2=Pr2-Pri

PriPr2 = [1+s+t, 3+2xs-2%t, 4+3%*s]

>> expri=pe(PriPr2,B-A), expr2=pe(PriPr2,V2)
exprl = 5+3%s-5xt expr2 = 19+14*s-3*t
>> S=solve(’5+3*s-5%t’,’19+14%s-3%t’)
>> S.t, S.s

t = 13/61, s = -80/61

>> Pr10=subs(Pri1,t,13/61),

Pr10 = [48/61, 26/61, 0]

>> Pr20=subs(Pr2,s,-80/61)

Pr20 = [42/61, 23/61, 4/61]

>> V=Pr20-Pr10, expr=Pri10+tx*V

vV =[-6/61, -3/61, 4/61]

KB uacaa YL B, 3oLV s fEFE 61 — (3/61)1, (4/61)8).
A distancia entre rq e 1, é igual a norma do vetor P,TI;Q: (—6/61,-3/61,4/61) que é igual & 1/+/61.

>> A=[0,2,1]; Pr=[t,2-t,-2+2%t];
>> APr=Pr-A, dist=no(APr)

APr = [t, -t, -3+2%t]

dist = 37(1/2)*(2*t~2+3-4*t) " (1/2)
>> solve(dist~2-3)

[111[1]

>> P=subs(Pr,t,1)

P =1[1, 1, 0]

A distancia de A até aretar éigual a V3.

>> syms t

>> A=[1,1,1]; B=[0,0,1]; Pr=[1+t,t,t];

>> APr=Pr-A, BPr=Pr-B

APr = [t, -1+t, -1+t] BPr = [1+t, t, -1+t]
>> distiq=pe(APr,APr), dist2q=pe(BPr,BPr)
distlqg = 3*%t72+2-4%t dist2q = 2+3*%t"2

>> solve(distlqg-dist2q)

t=0
>> subs(Pr,t,0)
[1, 0, O]

O ponto P = (1,0,0) é equidistante de A e B.

>> A=[1,-1,2]; B=[4,3,1]; X=[x,y,z];

>> AX=X-A, BX=X-B,

AX = [x-1, y+1, z-2] BX = [x-4, y-3, z-1]
>> distiq=pe(AX,AX), dist2g=pe (BX,BX)
distlq = X72-2*xX+6+y"2+2%y+z"2-4*z
dist2q = x72-8%x+26+y " 2-6%y+z"2-2%z
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>> expr=distlq-dist2q
expr = 6*x-20+8%y-2%z

A equagao do lugar geometrlco é 6x + 8y — 2z — 20 = 0. Este plano passa pelo ponto médio de AB, pois o ponto médio de AB é

M OM 1/ 2(OA + OB) (Exerc1c10 1.18 na 159) satisfaz a equagdo do plano. O plano é perpendicular ao segmento AB,

pois N = (6,8, —2) é paralelo a AB= (3,4,-1).

>> syms x y z d

>> expril=2*x+2*xy+2%z+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 +d| /3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2x + 2y + 2z = 0 e 2x 4 2y 4 2z — 12 = 0 satisfazem as condigGes do exercicio.

>> N2=[1,-2,2];N3=[3,-5,7];
>> V—pv(N2 N3)
V= -4 -1 1

N = (a,b,c), Ny = (1,0,1)

[N-Ny | — |a+c| _ 1
N = cos(/3) Nl 3
[INI]? = 2 =\ 2+ +2 = 2
N-V o= 0 —4a—b+c = 0

Da 1a. equacgdo (usando a 2a. equagao) segue que
[atcl=1 = c=+1-a.

Da 3a. equagao
b=c—4a=+1->5a,

Substituindo-se os valores de b e ¢ encontrados na 2a. equagéo:
a*+ (1 -5a) + (£1 - a)? =2,

2742 = +12a, = a =0 ou a = +4/9.
N =(0,1,1) ou N = (4/9,-11/9,5/9)

Os planos y 4z = 0 e 4x — 11y + 5z = 0 satisfazem as condi¢des do exercicio
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4313, (a) N-V,=(1,1,1)-(1,-1,0) =0
(b) Tomando P; = (0,0,0) e P, = (1,0,1):
—
_|PP.N| _[(1,0,1)-(1,1,1)] 2

em="Nr =" B -

S

(c) Nao. Pois se s é uma reta reversa a r contida em 77, entdao

d(r,s) =d(r,m) = <2

I

N
4314,  (a) AB=(-7/3,7/2,0)

—

AC= (~7/3,-2,11/6)

— —

AB x AC= (77/12,77/18,77/6)

— —
N; = (36/77) AB x AC= (3,2,6)

A equagao do plano é 3x +2y + 6z —6 =0

E= (5/2,-5,11)

(1l

O

E x k= (—5,-5/2,0)

—
N, = —(2/5) DE x k = (2,1,0)
Aequagdodoplanoé2x+y—-2=0

L3 2 6 6 1 2/3 2 2 1 2/3 2 2 1 2/3 2 2 1 0 -6 -2
© 121 0 272 10 2|70 —-1/3 -4 —2|7]0 1 12 6|70 1 12 6

As equagdes paramétricas da reta sdo (x,y,z) = (—2+ 6t,6 — 12, 1).
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Capitulo 4. Retas e Planos 563
£ . &
Np| 8

_ _INiNo|
(e) cos(m, m2) = ot = 73

— . — N a
() OP= projy, OA= WM = $(3,2,6)

AR Al 77 539
(g) area = || AB x AC||/2=1|(77/12,77/18,77/6)|| /2 = B ||(3,2,6)|| = 52

<
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5.1. Independéncia Linear (pagina 306)

5.1.1. Podemos resolver os quatro sistemas de uma tinica vez. Para isso vamos escalonar a matriz aumentada

5 0 -10 10 10 -2 -1
-3 4 18 -2 2 -1 2
8

1 3 7 5 1 3

la. eliminagdo:
linha 3<--> linha 1

—-10 10

linha 2 --> linha 2 + (3)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-5)#*linha 1

0 13 39 13 26 2

1 3 7 5 8 1 3
11
0 -—-15 —-45 -15 =30 -7 -16

2a. eliminagéo:
linha 2 --> (1/13)*linha 2

-
N

| S =

syl eN)

N

—_

0 1 3
0 -15 —-45 -15 -30

linha 1 --> linha 1 + (~3)#*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (15)*linha 2

10 -2 22 & &

{0 13 1 2 % % }
61 43

00 0o oo -% -3

Assim, os vetores dos itens (a) e (b) sdo combinagdo linear de V;, Vs e V3, pois os sistemas [ V; V, V3 |X = V, para os vetores V dos
itens (a) e (b) tém solugdo, enquanto para os vetores dos itens (c) e (d) ndo tém solugéo.
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Do escalonamento realizado no item anterior deduzimos que o sistema [ V3 V, V3 |X = 0 tem solugdo ndo trivial. Logo, os vetores
Vi, V2 e V3 sdo LD. A solugdo é x = 2, y = —3a e z = a. Escolhendo & = 1 e substituindo os valores de x,¥ e z na equacio
xV1 +yVa +zV3 = 0 obtemos que V3 = —2V; + 3V;.

Como os sistemas sdo homogéneos basta escalonar a matriz do sistema e ndo a matriz aumentada
1 1 4
1 0 6
2 0 12

la. eliminagdo:

linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-2)*linha 1

la. eliminagdo:
linha 2 --> -1%linha 2

1 1 4
0 1 -2
0 -2 4
linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (2)*linha 2
1 0 6
0o 1 -2
0 0 0

Logo, a equagéo x(1,1,2) +y(1,0,0) +z(4,6,12) = 0 admite solugdo ndo trivial. Isto implica que os vetores do item (a) sdo
LD.

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-3)*linha 1
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1 -2
0 0
0 0

Logo, a equagdo x(1,—2,3) + y(—2,4, —6) = 0 admite solugdo ndo trivial. Isto implica que os vetores da item (b) sdo LD.
Observe que o segundo vetor é —2 vezes o primeiro.

1 2 3

1 3 1

1 1 2

la. eliminag8o:
linha 2 --> linha
linha 3 --> linha

+

(-1)*1inha 1
(-1)*1inha 1

w N
+

2a. eliminagédo:
linha 1 --> linha 1
linha 3 --> linha 3

+

(-2)*1inha 2
(1)*linha 2

+

1 0 7
0o 1 =2
0o 0 -3

3a. eliminagédo:
linha 3 --> -(1/3)*linha 3

1
[=Xeyoy
o= O
|
N\]
—_

linha 1 --> linha 1 + (-7)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Logo, a equagdo x(1,1,1) +y(2,3,1) +2(3,1,2) = 0 s6 admite a solugdo trivial. Isto implica que os vetores do item (c) sdo
LI
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-3
5
14
-3
-1
14

2
-1
0

Logo, o sistema x(4,2,-1) +¥(2,3,1) + z(2,—1,3) = 0 admite solugdo néo trivial. Isto implica que os vetores do item (d)

[ 4 6
2 5
-1 -5
la. eliminag8o:
linha 3<--> linha 1
-1 -5
2 5
| 4 6
linha 1 --> -1%linha 1
1 5
2 5
4 6
linha 2 --> linha 2 + (-2)#*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-4)*linha 1
1 5
0 -5
0 —14
2a. eliminagédo:
linha 2 --> -(1/5)*linha 2
1 5
0 1
0 —14
linha 1 --> linha 1 + (-5)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (14)*linha 2
1 0
0 1
0 0
sédo LD.
3 A2+2
1 2
0 0
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la. eliminagdo:
linha 2<--> linha 1

linha 2 --> linha 2 + (-3)#*linha 1

Para A = £2 o conjunto de vetores é LD.

5.1.5. (a) x1Wq1 4+ xoWh + x3W3 = xl(Vl + Vz) + xZ(Vl + V3) & X3(V2 + V3) = (x1 + xz)Vl + (Xl + X3)V2 + (XZ + X3)V3 = 0. Como
V1, V2 e V3 sdo por hipétese LI, os escalares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema

11 0
1 0 1
0 1 1

1 1 0
0 -1 1
0o 1 1

X1 + X2 = 0
X1 + X3 = 0
X2 + x3 = 0

la. eliminagdo:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*1linha 1

2a. eliminagédo:
linha 2 --> -1%linha 2

M 1 07
0 1 -1
0o 1 1]
linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2
M 0 17
0 1 -1
0 0 2|
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3a. eliminagédo:
linha 3 --> (1/2)*1linha 3

linha 1 --> linha 1 + (-1)*1linha 3
linha 2 --> linha 2 + (1)*linha 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Assim, o sistema e a equagdo vetorial inicial tém somente a solugdo trivial x; = x; = x3 = 0. Portanto, os vetores Wy, W, e
Wj sdo LI

x1Wi + x0Wo + x3Wa = 1 Vi + x2(Vi 4+ V3) + x3(Vi 4+ Vo + Va) = (21 + x2 +x3) V) +x3Va + (x2 + x3) V3 =0
Como V1, V, e V3 sdo por hipétese LI, os escalares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema

1 + x» + x = 0
X3 = 0
X2 + X3 = 0
Assim, o sistema e a equagdo vetorial inicial tém somente a solugéo trivial x; = x, = x3 = 0. Portanto, os vetores W;, W, e
Wj sdo LI
P =(1,0,2);V; =(2,1,3);
P, =(0,1,-1); Vo = (1,m,2m);
1%
det | V2 | = - 9m+6=0 <= m=2/3
PP

Para m = 2/3 as retas sdo coplanares.

Para m = 2/3, os vetores diretores V1 = (2,1,3) e V, = (1,2/3,4/3) sdo LI, pois um ndo é multiplo escalar do outro.
Portanto, as retas sdo concorrentes.
N =V; x V, =(-2/3,1/3,1/3) Tomando como vetor normal —3N = (2, -1, —1) a equagéo do plano é 2x —y —z+d = 0.
Para determinar d substituimos o ponto P; = (1,0,2) na equagdo do plano 2x —y —z+d = 0 obtendo d = 0. Assim, a
equagdo do plano é 2x — y —z = 0.

Precisamos determinar m para que os vetores W = (2,m,1), V; = (1,2,0) e V, = (1,0,1) sejam LD.

124
det |Vi| =0 < m=2
1%}
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5.1.8.

—
Para m = 2 a reta é paralela ao plano. A reta estd contida no plano se, e somente se, os vetores OPy, V1,V forem LD, em que

Py =(1,1,1) é um ponto da reta.

Py
W
V2

Logo, a reta nédo estd contida no plano.

det =-1

(a) Precisamos saber se as equagdes vetoriais

xVq +yV2 +2zV3 =Vy,
xVi+yVo+2zV3 = Vs

xVi +yV2 +zV3 = Vg

tém solugdo. Estas equagdes sdo equivalentes a sistemas lineares. Podemos resolver os quatro sistemas de uma tnica vez.

Para isso vamos escalonar a matriz aumentada

[—1
-1
0
2
la. eliminag8o:
linha 1 --> -1%linha 1
M1
=1
0
L 2
linha 2 --> linha 2 + (1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (=2)*linha 1
1
0
0
0
2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -1/2%linha 2
1
0
0
0

-2
—4
2
6

NN

NN = N

-2

3 =2
3 1 -1
-2 2 -1
—4 -4 3

-4 -4 3

-1 -3 2
-1 1 =1 _1
2 2 1 3

2 -1 -10
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linha 1 --> linha 1 + (-2)*1linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-2)#*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 2

1 0 1
0 1 -1
0 0 0
0 0 0
3a. eliminagdo:linha 3 --> -1xlinha 3
1 0 1
0 1 -1
0 0 0
0 0 0
linha 1 --> linha 1 + (-5)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (1/2)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (9)*linha 3
1 0 1
0 1 -1
0o 0 O
0 0 O

-5 3 5
1 1 _1
o o -1
0 0 -9
5.3 5
1y
0 0 1
0 0 =9
-5 3 0
1 -1 0
0 0 1
0 0 0

Assim, os vetores Vj e V5 sdo combinacdo linear de V3, Vs e V3, pois os sistemas [ V1 Vo V3 [ X = Vie [ V) Vo V3 |X = Vs, tém

solugdo. Enquanto Vi ndo é combinagéo linear de V4, V5 e V3, pois o sistema [ V; Va V3 |X = V4 ndo tem solugéo.

Da matriz escalonada acima temos que a solucido da equagao vetorial xV; +yV, +2zV3 =V}, é

X

y
z

X =

—5—u

1+a |, aceR.
14

Tomando-se, por exemplo, & = 0 obtemos que —5V; + V, = V.

Da matriz escalonada acima temos que a solugio da equagao vetorial xV; +yV, +zV3 = V5, é

X =

x
i -
z

3—ua
—-1/2+«
it

, a€R.

Tomando-se, por exemplo, « = 0 obtemos que 3V} — (1/2)V, = V5.
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(b) Da matriz escalonada do item anterior temos que xV; + yV, +zV3 = 0 é equivalente ao sistema

X + z
y — z

X —
y}:{zx],aeR.
z %

Ou seja, —aVy + aVs + aV3 = 0. Tomando-se por exemplo & = 1 temos que —V; + V2 + V3 = 0. Logo, Vi = Vo + V3, ou
Vz = 1—V3,0L1V3 = V1 —Vz.

que tem solugdo

X =

5.2. Subespacos, Base e Dimensao (pagina 328)

5.2.1.

(a) Vamos escalonar a matriz do sistema

1 0 1 0
1 2 3 1
2.1 3 1
la. eliminag8o:
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-2)*1linha 1
1 0 1 0
0 2 2 1
01 1 1
2a. eliminacéo:
linha 3<--> linha 2
1 0 1 0
0 1 1 1
0 2 2 1

linha 3 --> linha 3 + (-2)*1linha 2
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3a. eliminacgédo:
linha 3 --> -1xlinha 3

1 0 1 0

0 1 1 1

0 0 0 1
linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 3

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 1

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz A, que corresponde ao sistema homogéneo

X1 + x3
X2 + X3

1
coo

X4

Este sistema tem como solugdo geral
W= {(—a, —a,a,0) |a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—&,—a,a,0) =a(-1,-1,1,0).

Logo, {V =(-1,-1,1,0)} gera W.

(b) Vamos escalonar a matriz do sistema

la. eliminagédo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (2)*linha 1
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2a. eliminacgédo:
linha 1 --> linha 1 + (-1)*1linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-3)*1linha 2

1 0 0 -1
01 2 0
0 0 0 O

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz A, que corresponde ao sistema homogéneo

X1 + — X4
Xy +  2x3

Il
o

Este sistema tem como solugdo geral
W = {(a,—28,8,a)|a,p € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(a0, 2B, Ba) =
= (&,0,0,a) + (0,—28,8,0)
= «(1,0,0,1) + (0,-2,1,0).

Logo, B={V; =(1,0,0,1), V, = (0,—2,1,0) } gera W.

AX=AX <= AX=AX < (A—-AL;)X=0

(A — AL) X = 0 tem solugéo ndo trivial se, e somente se, det(A — AIL,) = 0.

(@)

-A 0 1
det(A—A)=det| 1 —-A -3 |=—-(A-1)°
0 1 3-A

det(A—A) =0 <= A=1.

-1 0 1
1 -1 =3
0 1 2
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la. eliminag8o:
linha 1 --> -1%linha 1

linha 2 --> linha 2 + (-1)*linha 1

2a. eliminagédo:
linha 2 --> -1%linha 2

linha 3 --> linha 3 + (-1)*1linha 2

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

X1
X2 + ZX3

1 0
1 -1
0 1
1 0
0 -1
0 1
1 0
0 1
0 1
1 0
0 1
0 0

X3

-1
-3
2

I |
ONH NN»—I
[ ) [ B

Il
o

W= {(a, —2a,a) |a € R}.

(0, =20, ) = a(1,-2,1).

Logo, B ={V =(1,-2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor nédo nulo é sempre LI, entdo B é base

para W.
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det(A — AlLy)

=(A-2?%A-1)?
det(A—Al;) =0 < A=2o0ul=1

Para A = 1, vamos escalonar a matriz do sistema (A — Aly)X = 0:

1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 O
2a. eliminacgdo:
linha 1 --> linha 1 + (-2)*linha 2
1 0 -3 0
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 O
3a. eliminagédo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)#*linha 3
1 0 -3 0
0 1 3 0
0 0 O 1
0o 0 0 O
X1 —  3x3 = 0
X + 3x3 = 0
X4 = 0

Este sistema tem como solugéo geral
W = {(Ba, —3a,2,0) |« € R}.
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Agora, para qualquer elemento de W temos:
(3, —3a,,0) = a(3,-3,1,0).
Logo, B ={V = (3,-3,1,0) } gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre LI, entdo B é base

para W.

Para A = 2, vamos escalonar a matriz do sistema (A — Aly)X = 0:

0 2 3 4
0o 0 3 2
0 0 -1 1
0o 0 O -1
la. eliminagdo:
linha 1 --> (1/2)*1linha 1
01 32 2
00 3 2
0 0 -1 1
o 0 O -1
2a. eliminagdo:
linha 3<--> linha 2
01 3 2
0 0 -1 1
0o 0 3 2
0o 0 0 -1
linha 2 --> -1xlinha 2
01 3 2
0 0 I -1
0o 0 3 2
0 0 0 -1

linha 1 --> linha 1 + -(3/2)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-3)*1linha 2
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01 0 1%
0 0 1 -1
0 0 0 5
0 0 0 -1
3a. eliminacéo:
linha 4<--> linha 3
010 7%
0 0 1 -1
0 0 0 -1
0O 0 0 5
linha 3 --> -1*linha 3
01 0 7%
0 0 1 -1
0.0 0 1
0 0 0 5
linha 1 --> linha 1 + -(7/2)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (1)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (-5)#*linha 3
01 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 O

[l
coco

X2
X3
X4

W = {(«,0,0,0)|a € R}.

Este sistema tem como solugao geral
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(«,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, B ={V =1(1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre LI, entdo B é base
para W.
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det(A — Alz)
1-A -2
=det| -1 2-A 1
—-A-1
det(A—A) =0 < A=2ouAd=1oulA=-1.
Para A = —1, vamos escalonar a matriz do sistema (A — Al3)X =0:
2 1 -2
-1-3 1
0 1 0
la. eliminagdo:
linha 2<--> linha 1
=1 .3 1]
2.1 =2
10 1 0|
linha 1 --> -1%1linha 1
n -3 -1
2 1 =2
0 1 0 |
linha 2 --> linha 2 + (-2)*1linha 1
1 -3 1]
0 7 0
0 1 0 |
2a. eliminagédo:
linha 3<--> linha 2
1 -3 -1
0 1 0
0o 7 0

=—(A—2)(A—1)(A+1)
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linha 1 --> linha 1 + (3)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-7)*linha 2

—
=
=
=
N
|
@
=
@
1l
oo

Este sistema tem como solugdo geral
W= {(a,0,a)|a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(2,0,0) = a(1,0,1).

Logo, B = {V = (1,0,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é sempre LI, entdo B é base
para W.

Para A = 1, vamos escalonar a matriz do sistema (A — Al3)X = 0:

0 =2
-1 1
0 -2

=

la. eliminagdo:
linha 2<--> linha 1

1 1
1 -2
1 -2

1 -1 -1
0o 1 =2
o 1 =2

linha 1 --> -1*linha 1

2a. eliminagéo:
linha 1 --> linha 1 + (1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2
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1 0 -3

0 1 =2

0o 0 O
X1 — 3X3
X2 — ZX3

W= {(3a,2a,a)|a € R}.

Il
o

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(3w, 20, 0) = (3,2,1).
Logo, B = {V = (3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é sempre LI, entdo B é base
para W.

Para A = 2, vamos escalonar a matriz do sistema (A= AI3)X = 0:

-1 1 -2
-1 0 1
0o 1 -3
la. eliminag8o:
linha 1 --> -1xlinha 1

linha 2 --> linha 2 + (1)*linha 1

1 -1 2
0o -1 3
0 1 -3
2a. eliminagédo:
linha 2 --> -1%linha 2

1 -1 2
0o 1 =3
0o 1 -3
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linha 1 --> linha 1 + (1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)#*linha 2

1 0 -1
0 1 -3
0 0 0

X1 - X3
X2 — 3X3

Il
o

Este sistema tem como solugao geral
W = {(a,30,a) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,30,0) = a(1,3,1).

Logo, B = {V = (1,3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é sempre LI, entdo B é base

para W.
(d)
det(A — AL)
—-A—-1 2 2 0
1 2—A 1 0
= Ao, -1 1 2-A 0
0 0 0 1—A

det(A—Al) =0 < A=1.

Para A = 1, vamos escalonar a matriz do sistema (A — Al;)X = 0:

-2 2 2 0
-1 1 1 0
-1 1 1 0
0 0 0 O

la. eliminacgdo:
linha 2<--> linha 1
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-1 1 1 0
-2 2 2 0
-1 1 1 0
0 0 0 O
linha 1 --> -1*linha 1
1 -1 -1 0
-2 2 2.0
-1 1 1 0
0 0 0 0
linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 1
1 -1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
{ X1 N X2 — X3 = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W={(B+ 782 |apyeR}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(B+ 7 B a) =u(0,0,0,1) 4+ B(1,0,1,0) +¥(1,1,0,0).
Logo, B={V4=(0,0,0,1),V» = (1,0,1,0), V3 = ((1,1,0,0) } gera W. Como

(0/ O/O/ 0) = (;B+'Yr ’)/r ‘B,IX)
«(0,0,0,1) + B(1,0,1,0) +v(1,1,0,0)

implica que « = B = v = 0, entdo B é base para W.
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det(A — AL)

=-(A-27%(1-1)
det(A—A) =0 <= A=20uA=1
Para A =1, 0 sistema (A — AL;)X =06

{ X1 + 3x;

X3
Este sistema tem como solugdo geral

W ={(-3a,4,0)|a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—3a,a,0) = a(—3,1,0).

Logo, B = {V = (-3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é sempre LI, entdo B é base
para W.

Para A =2, o sistema (A —AL;)X =0¢

[l
co

3XQ
—X

W= {(«,0,p)[a,p € R}.

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(«,0,B) = «(1,0,0) + B(0,0,1).

Logo, B = {V; =(1,0,0), Vo, = (0,0,1)} gera W. Como um vetor ndo é multiplo escalar do outro, o conjunto B é LI. Assim,
B é base para W.
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52.3. Ny =

2-A 3 0
det(A—A)=det| 0 2-A 0 |=—-(A-2)3
0 0 2-A
det(A—A) =0 <= A=2.
Para A =2, osistema (A —A3)X =0¢
{ 3x2 = 0
Este sistema tem como solugao geral
W= {(«,0,8)|a B cR}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(2,0, B) = a(1,0,0) +B(0,0,1).

Logo, B = {V; = (1,0,0), Vo, = (0,0,1)} gera W. Como um vetor ndo é multiplo escalar do outro, o conjunto B é LI. Assim,
B é base para W.

(1,-7,5) Ny = (3,—1,1) V = Ny x N, = (—2,14,20)

A equagdo paramétrica da reta intersecdo dos dois subespagos ¢ (x,y,z) = t(—2,14,20), paratodo t € R. Assim, {V = (—2,14,20)}
¢é uma base para a reta.

5.2.4. (a) Escalonando a matriz do sistema equivalente a xV; +yV; +zV3 = 0:
4 2 =2
2 1 -1
-3 -2 0
la. eliminag8o:
linha 1 --> (1/4)*linha 1
1 1 _1
R
-3 -2 0
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (3)#linha 1
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1
0
0
2a. eliminagédo:
linha 3<--> linha 2
1
0
0

linha 2 --> -2%linha 2

linha 1 --> linha 1 + -(1/2)#*1linha 2

1
0
0

Logo, os vetores V4, V5 e V3 sdo LD, pois a equagdo xV; + yVa + zV3 = 0 admite solugdo ndo trivial.
Os vetores V; e V, sdo LI, pois um vetor ndo é multiplo escalar do outro.

Do item (a) obtemos que a solugdo de xV4 + yV, +zV3 = 0 é (x,y,z) = (20, =3, «). Tomando & = 1 obtemos 2V; — 3V, +
V3 =0, ouseja, V3 = —2V; + 3V5. Logo, V3 ndo é necessario para gerar o subespago gerado por V;, V; e V3. Como pelo item
anterior V; e V, sdo LI, entdo V; e V, formam uma base para o subespago gerado por V;, V, e V3 e a dimensao é 2.

E o plano que passa pela origem paralelo aos vetores V; e V; ou como V; x Vs = (—1,2,0), entdo este subespaco é um plano
que passa pela origem com vetor normal N = V; x V, = (—1,2,0), ou seja, é o plano x — 2y = 0.

Nao, pois basta tomarmos um vetor que nio esta no subespago gerado por V; e V; (que é um plano que passa pela origem),

que ele ndo serd combinagdo linear de V; e V5.

Para que V;, V, e V3 formem uma base de R3 basta que Vi, V5 e V3 sejam LI Para isso V3 = (a,b,¢) deve ser um vetor que

nao seja combinagao linear de V; e V5.

[« ST

O = (o] [ NI—

o= O

N—=

NI=

NI T N=

(SISENTIE

oW |
NI—
[E—)

|
SRS

|
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(c) Devemos acrescentar um vetor V3 que ndo seja combinagdo linear de V; e V5. Por exemplo V3 = (0,0,1). Como a dimensao
doR3 ¢ igual & 3, entdo pelo Teorema 5.7 na pagina 319 V3 = (0,0,1), é tal que V4, V; e V3 formam uma base de R3.

5.2.6. Fazendo z = a e y = B na equagdo do plano obtemos que
x = -2 —4u.

Assim, os pontos do plano x + 2y + 4z = 0 sdo da forma

(x,y,z) = (—2B —4a,B,a), Vo, B € R,
ou seja, sdo da forma
(v, y,z) =a(—4,0,1) + B(—2,1,0) = aV4 + Vo Vo, B € R,
emque V; = (—4,0,1) e Vo, = (—2,1,0).

Assim, V; e V, formam uma base do plano W, pois sdo LI (um nao é muiltiplo escalar do outro) e geram W (todo vetor de W é
combinagao linear deles).

Para estender V; e V5 a uma base de R, precisamos acrescentar um vetor que nao seja combinagao linear de V; e V,. Uma maneira
de se conseguir isso é tomar um vetor que ndo pertenga ao plano, ou seja, um vetor (a, b, c) tal que a + 2b + 4z # 0. Por exemplo
V5 = (1,0,0).

ul
~
N

. V1 =(-1,23),V, = (1,3,4)
Ny = Vi x Vs = (~1,7,-5)
Vs =(1,2,-1); Vs = (0,1,1)
No=Vsx Vy=(3,-1,1)
V=N x N, = (2,—14, -20)
A reta intersegdo dos dois subespagos é (x,y,z) = (2, —14, —20), para qualquer t € R. Uma base paraaretaé {V = (2, —14, —20)}.

528. (a)

(3a+4b —4c,2a — 4b — 6¢, —2a — 4b + 2c)
(3a,2a, —2a) + (4b, —4b, —4b) + (—4c, —6¢,2c)
a(3,2,—2) + b(4, —4, —4) + c(—4, —6,2).

Logo, definindo V; = (3,2, -2), Vo = (4, —4,—4) e V3 = (—4, —6,2), entdo {V1, V, V3} gera V.
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3 4 4
2 -4 -6
-2 -4 2

la. eliminagdo:
linha 1 --> (1/3)*linha 1

linha 2 --> linha 2 + (-2)#*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (2)*linha 1

1 4 _4
0 -2 _1
i 3
0. -3 -3
2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -(3/20)*linha 2
4 4
L 3 =3
o 1 1
4 2
0 -3 -3
linha 1 --> linha 1 + (-4/3)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (4/3)*linha 2
1 0 -2
{0 1 ;]
0o 0 O

A solucdo de xVy +yVo +2zV3 = 0 ¢é (x,y,z) = (20,a/2,). Tomando & = 2 obtemos 4V; + V> +2V3 = 0. Ou seja,
Vo = —-2V3 —4V;.

Assim, o vetor V, pode ser descartado na geragéo de V, pois ele é combinagéo linear dos outros dois. Logo, apenas V; e V3
sao suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V; e V3 sdo tais que um néo é miiltiplo escalar do outro, entao eles
sdo LI e portanto {V;, V3} é uma base de V. Também {V;, V2 } ou { V5, V3} sdo bases.
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52.9. (a)
(b)
(c)

Nio pois sdo necessérios 4 vetores LI para se obter uma base de R* (Teorema 5.7 na pagina 319).
V3 e V; devem ser LI e ndo pertencerem ao subespago gerado por V; e V5.

Escalonando a matriz cujas linhas sdo V; e V3,

obtemos ;
-12
R=1y -7

—_
_o
e

Acrescentando as linhas V3 =[0010]e V4 =[0001]:

- L0
—7

=

Il
OO
SO, O
O

o

Vamos verificar que Vi, V5, V3 e V, sdo LI
Vi +xVo +x3V3+x4Vy =0

é equivalente ao sistema CX = 0, em que C = [V} V, V3 V4 |. Mas como det(R) # 0 entdo det(C) # 0, pelo Teorema 2.13 na
pagina 108, pois R pode ser obtida de C' aplicando-se operagdes elementares. Logo {V, V5, V3, V,} é LI. Como a dimensdo
doR* ¢ igual a 4, entdo pelo Teorema 5.7 ha pdgina 319 Vy, V,, V3, Vy formam uma base de R4

Tome trés vetores no R3 coplanares e que quaisquer dois ndo sio colineares.

) Tome dois vetores no R3 néo colineares. Tome mais dois vetores ndo colineares que ndo pertencem ao subespaco gerado

pelos dois primeiros.

AX=)AX <= AX=AM4X <= (A-AL)X=0
(A — Al X = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A — Aly) = 0.
—A 1 -5 -3

2 —A-2 —4 0
det(A— ALy = | 5 S T

la. eliminacgdo:
linha 3<--> linha 1
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-1
det(A—Al) = —det | 2 ~A72 —1 0
2 4 -4 224

linha 1 --> -linha 1

1
det(A —Al) =det | 5, A2+ 0

A 1 —5 -3
2 —4 —4 2—-A
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (lambda)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1
1 -2 A—4 0
0 2-—-A 4-2A 0
det(A—/\I4):det 0 1-2A A2—_4A—5 _3
0 0 4-2A 2—A

Expandindo-se em cofatores em relacdo a 1* coluna obtemos

2-A 4-2A 0
det(A—Aly) =det |[1-2A A2 —4A-5 -3
0 4-2) 2-A

Expandindo-se em cofatores em relago a 1? linha obtemos
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det(A — AlLy)

4-2A 2—-A

1-2A =3
—(4—2/\)det{ 0 27)\}

_ A2 —4)A-5 -3
“an (a4 2]

1-2A =3
72det{ 0 2_)\})
_ 2 AZ—4A—-5 3
=(2-41) (det{ > }

1
1-2A =3
—2det{ 0 1})

=2-A2A-1)=02-AM)*A-1)(A+1)

= (2—A)det {A2—4)‘—5 -3 }

Assim, det(A — Aly) = 0 se, e somentese, A =2ouA =1ould = —1.

(b) Para A = 2 temos que resolver o sistema (A — 2I;) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema

2 1 -5 -3
2 4 -4

A=2y=12 o o 8
2 4 4 00

la. eliminagdo:
linha 3<--> linha 1

-1 2 2 0
2 -4 —4 0
-2 1 -5 -3
2 -4 -4 0
linha 1 --> -1%linha 1
1 -2 -2 0
2 -4 -4 0
-2 1 -5 -3
2 -4 -4 0
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linha 2 --> linha 2 + (-2)*1linha 1
linha 3 --> linha 3 + (2)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1

coor
|
(e8]
|
N
|
w

2a. eliminacédo:
linha 3<--> linha 2

1 -2 -2 0
0o -3 -9 -3
0 0 0 0
0 0 0 0]
linha 2 --> -(1/3)*linha 2
1 -2 -2 0
0 1 3 1
00 0 0
0 0 0 0
linha 1 --> linha 1 + (2)*linha 2
1 0 4 2
0 1°3 1
0 0 0 O
0 0 0 O
Fazendow = a ez = B, temos quey = —a — 3B e x = —2a — 4B. Assim, a solugdo do sistema AX = 2X é
x —20 — 4
x=| Y |= —a=3p
z p
w o
-2 —4
-1 -3
=u 0 +B 1 , o,BeR
1 0
Assim, V; = (=2,-1,0,1) e V, = (—4,-3,1,0) formam uma base para o espago solu¢do do sistema homogéneo (A —

214)X =0, pois sdo LI(um ndo é multiplo escalar do outro) e geram o subespago.
Para A = 1 temos que resolver o sistema (A — I) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema
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-3 -4 0
A-L=\5 o 3 o
2 -4 -4 1
la. eliminagdo:
linha 1 --> -1%linha 1
1 -1 5 3
2 -3 -4 0
-1 2 3 0
2 -4 —4 1
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1
1 -1 5 3
0 -1 -14 -6
0 1 8 2
0 =2 -14 -5]
2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -1%linha 2
-1 5 37
0 1 14 6
0 1 8 3
0. -2 -14 5]
linha 1 --> linha 1 + (1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (2)*linha 2
1 0 19 9
0 1 14 6
0o 0 -6 -3
0 0 14 7
3a. eliminacéo:
linha 3 --> -(1/6)*linha 3
1 0 19 9
0 1 14 6
00 1 1
0 0 14 7
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linha 1 --> linha 1 + (-19)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-14)*1linha 3
linha 4 --> linha 4 + (-14)*linha 3

|
8

Fazendo w = 2u, temos z = —a,y = 20 e x = w. Assim, a solugdo geral do sistema AX = X é

oo O
oo RO
o OO

o
20 _
—n =u 1 |-
20 2

N —

o€ R,

<

Il
[SESIE

|

Assim, o vetor V3 = (1,2, —1,2) forma uma base para o espago solucdo do sistema homogéneo (A — I;) X = 0, pois um vetor
nao nulo é LI e ele gera o subespaco.

Para A = —1 temos que resolver o sistema (A + I4) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema

2 -1 -4 0
AtL=\15 2 5 ¢
2 —4 -4 3
la. eliminacgdo:
linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1
1 1 -5 -3
0 -3 6 6
0 3 0 -3
0 -6 6 9
2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -(1/3)*linha 2
1 1 -5 -3
0 1 -2 =2
0 3 0 -3
0 —6 6 9
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linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-3)*linha 2
linha 4 --> linha 4 + (6)*linha 2

3a. eliminagdo:
linha 3 --> (1/6)*1linha 3

-3 -1
-2 =2

oo o
SO, O
[=)}
w

1 0 -3 -1
0o 1 -2 =2
0 0 1 %
00 -6 -3
linha 1 --> linha 1 + (3)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (6)*linha 3
1 0 0%
01 0 -1
o 0o 1 1!
000 0
Fazendo w = 2«, temos z = —a,y = 20 e x = —w. Assim, a solucdo geral do sistema AX = X é
X —u -1
_ y _ 2u _ 2
X = o =| 2y | =a| 4|, ac€ R.
w 20 2

Assim, o vetor V4 = (—1,2,—1,2) forma uma base para o espaco solugdo do sistema homogéneo (A + I4)X = 0, pois um

vetor nao nulo é LI e ele gera o subespaco.

5.3. Produto Escalarem R" (pdgina 356)

531. X-Y=a-5=0 <= a=5
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5.3.2.

x.y_ & _ b

N

1
Y|P =0%+a®+ 5 =1
Logo,a=b=1/2oua=5b=-1/2.

5.3.3. O conjunto dado consiste dos vetores da forma:

(—a—=Bpa) = (-a0a)+(=pp0)
(~1,0,1) +B(—1,1,0)

Vi =(-1,0,1), V2 = (=1,1,0) Wy = Vy = (~1,0,1); W = V3= proj, Va = (~1/2,1,-1/2);

Uy = Wi/l = (1 v2,0,1v2 )
U = Wo/ o] = ( —EVBV2, 1 VBVZ—13v2 )

5.3.4. O conjunto dado consiste dos vetores da forma:

(—a+2B+7,7,Ba) =
(—,0,0,a) +(28,0,8,0) + (7,7,0,0) =
®(—1,0,0,1) + B(2,0,1,0) + (1,1,0,0)

V1 =(-1,0,0,1);V, = (2,0,1,0); V5 = (1,1,0,0);
Wi = Vi = (=1,0,0,1); W, = V5 — projy, V2 = (1,0,1,1);
W3 = V3 — projy, V3 — projy, V3 = (1/6,1,-1/3,1/6);
Uy =w/|Imill = ( —3+v2,0,0,5v2 )
Uz = Wa/|IWall = ( 13,0,13,1V3 )
Us = Ws/[[Wall = (4 V42,5 V42, —3; V42,45 V42 )
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5.3.5. Para encontrar o conjunto solugdo do sistema homogéneo vamos escalonar a matriz do sistema

1 1 -1 1
2 1 2 -1
4 1 8 =5
-1 1 -7 5

la. eliminagdo:

linha 2 --> linha 2 + (-2)#*1linha 1

linha 3 --> linha 3 + (-4)*linha 1

linha 4 --> linha 4 + (1)*linha 1
1 1 -1 1
0--1 4 -3
0 -3 12 -9
0 2 -8 6

2a. eliminagéo:

linha 2 --> -1%linha 2
1 1 -1 1
0 1 -4 3
0 -3 12 -9
0 2 -8 6

linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2

linha 3 --> linha 3 + (3)*linha 2

linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 2
10 3 =2
01 -4 3
0 0 0 0
0 0 0 0
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Temos duas varidveis livres para as quais atribuimos valores arbitrarios, z = « e w = pB. Estas sdo as varidveis que nao estao
associadas a pivos. As outras varidveis devem ser escritas em funcado destas varidveis: y = 4a — 3B e x = —3a +2B. Assim, a
solugdo geral do sistema é

x —3a+28 -3 2
_yl| _ | 4a=38 | _ 4 -3
X=1z]= « =alq | TB|o
w B 0 1

Logo, os vetores V; = (—3,4,1,0) e V, = (2,—3,0,1) geram o espago solucdo do sistema homogéneo. Como um vetor néo é
multiplo escalar do outro, entdo eles sdo LI e formam portanto uma base para o espago solugdo. Vamos agora encontrar dois
vetores ortogonais que estejam no espago solugéo.

W1 = Vl = (73,4,1,0) e

~—

. 31.9
W, =V — projy, V2 = (—7, =1z
Agora, os vetores unitdrios na dire¢do de cada um deles
Wy 2 3 1

Uy = b = (e~ =, 0, ) e
= T Y v Ve

[[Wo|| 2v/35" 24/35" 2v/5° 2/35
Vi = (1,2,-3); P, = (0,0,0);
Vh = (2,4,—6); P, = (0,1,2);

V1 x V, =(0,0,0)
Como o produto vetorial de V; e V; (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo as retas sdo paralelas. Neste

—
caso, os vetores V; e P; P, sdo ndo colineares e paralelos ao plano procurado.

X =(xy,2);
—
P X X Yy ‘z
det| Vi | =det|l 2 3| =7x—2y+z
5 0 1. 2
PP

Assim, 7x — 2y + z = 0 é a equagdo do plano, que passa pela origem, logo é um subespaco. Este subespago consiste dos vetores da
forma:

(a, B, —7a +2P) (0,0, —7a) + (0, 8,28)

= «(1,0,-7) +B(0,1,2)
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V1=(1,0,-7);V2 = (0,1,2);

W1 =V1=(1,0,-7);
W2 = V2 — projyy, V2 = (7/25,1,1/25)

ty = wi/|[Wll = (1/10v2,0,~ 5 v2)
Uy = Wa/|[Wall = (%5 v/3,5/9/3,1/45V3)

557, Vi = (1,1,-1,0); V» = (0,2,0,1); V5 = (~1,0,0,1);
Wi = Vi; Wy = V3 — projy, Vo = (—2/3,4/3,2/3,1)
W3 = V3 — projWl Vi — projw2 V3

= (—4/11,-3/11,-7/11,6/11)
1 -1 1
U, =Wy /||Wy| = <§\f,§f,~§\/§,o>
2 4 2 1
Uy = Wa/|Wal| = (33 /33, - /33, 8 V33, i V33

Us = Ws/HWSH

= (’% — 130 V110, — 15 V110, 55 )
538 Vi =(1,1,1);Va = (0,1,1); V3 = (1,2,3);

Wi = Vi; Wy = Vs — projy, Va = (=2/3,1/3,1/3)

W3 = V3 — projy, Vs — projy, V3 = (0,-1/2,1/2)

Uy =Wy /|[Whl|=( 1v3,5v3,1V3)
Uy = Wo/|[Wal| = ( —1v2V3,}
Uz = Wa/|[Ws|| = ( 0,-3Vv2,3V2)

5.3.9.

_
PPN _|6+d|V3 _ 3
[[N]] 6

6+d =6 < d=0oud=—
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Logo, os planos 2x + 2y 4+ 2z = 0 e 2x + 2y + 2z — 12 = 0 satisfazem as condigdes do exercicio. Apenas o primeiro plano é um
subespaco. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

G ) (4,0, —a) + (0,8, —B)

«(1,0,—1) + B(0,1,~1)

Vi =(1,0,-1); Vo = (0,1, -1);
Wi = Vi; Wy = V3 — projy,, Va = (-1/2,1,-1/2)

Uy =Wi/[[Will = (1/2v2,0,-1/22)
Uz = Wo/|[Wall = (~1/61/3v2,1/3V3V2,~1/6V3V2).

5.4. Mudanca de Coordenadas (pagina 379)

5.4.1. (a) Resolvendo o sistema linear AX = B, em que

1 1 q
A=WiVal=| 3 I 3}
V22
1 1 1
A= V,=| V2 \{5}, B:p:M
V2 V2
obtemos as coordenadas de P em relagdo ao sistema S:
—V2
X =atg=|7V2|.
2= [oz]
(b) Resolvendo o sistema linear AX = B, em que
1 17
I e
=V Vl=|-— 0 —S|,b=F=|~
V2 V2
- 1 0 2
obtemos as coordenadas de P em relagdo ao sistema S:
3v2/2
X=A'B= 2
v2/2
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5.4.2. (a)
N . My _ 1
V2o vl Va
(b)
0 1 07,4 1
1 o L| |4 1
V2 2 [1}= 2
_1 9 Lf||2 3
V2 Vel V2

1
5.4.3. As coordenadas de U;, U, e Uz em relagdo ao sistema S = {O,U;, Uy, Uz} sdo dadas por { 0 :| , [
0

1 0 0 1 1
0 1/2 —/3/2 {0]_{0
0 V3/2 1/2 0 0
1 0 0 0 0

0 1/2 —V3/2 { 0 } = { —V/3/2 }
0 +3/2 1/2 1 1/2

0
e | 0 |, respecti-
1

0
| 172 |e
-1 4]

O =

vamente. Assim, U; =

0 0
, U = 1/2 - —+/3/2
0 V3/2 1/2

Uz =

5.4.4. Sejama = cosf e b = sen6.

[ = Rai] =

b a -1| = |\V3b—a
Resolvendo-se o sistema b +v3a = /3 e v3b—a=1obtemosa =1/2eb = /3/2.

Logo, a rotacdo é de arccos(1/2) = /3.

M

5.4.5. (a) Fazendo z = 0 obtemos 3x — \@y = 0. Tomando x = /3, obtemos y = 3. Assim, podemos tomar como primeiro vetor da
base do plano.
Vi = (v/3,3,0).
Fazendo y = 0 obtemos 3x 4+ 2z = 0. Tomando x = —2, obtemos z = 3. Assim, podemos tomar como segundo vetor da base
do plano
Vo = (-2,0,3).

Agora vamos encontrar uma base ortogonal do plano

W =V = (v3,3,0)
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W,

Vz—projWl Va

= (-2,0,3) - 2‘f(\fso)
Vi1

2

= (5523 = 5(-3,V36)

(b) Para completar a uma base ortogonal de R® basta completarmos com o vetor normal do plano W3 = (3, —+/3,2). Assim, a
base ortonormal do R3 é

(c) Seja
Q=[U U, Us]
X=Qx X =Q'x
[Z]{O/u],uz,l,h} =Q[100]' = (5,

: V3
[ﬂ{o,ul,uz,ug:Qt[OlO]f (7/ ,

[E]{O,ULUZ,Ug} =Qf[001] = (0, R )

X 1 0 0 x
y |=10 cosf senf y
z/ 0 —senf cosf z

— 1
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6.1. Diagonalizacao de Matrizes (pagina 409)
6.1.1.
(@<kﬂA—Ab):da{1]A 1EA}:-QA+AL=0¢:»A=00uA:2
Para A = 0, a solugdo do sistema (A — AL)X =0¢
Vo ={(-aa) xR}
Para A = 2, a solugdo do sistema (A — AL)X =0¢

V= {(a,a) | x R}

() @ﬂA—Ah):dﬂ{LEA 4iu}=6—5A+A2:O¢:>A=20uA=3
Para A = 2, a solugdo do sistema (A — AL)X =0¢
Vo ={(-&a) |[#c R}
Para A = 3, a solugdo do sistema (A — AL)X =0¢
Vs = {(—a,20) |« € R}
-A 1 2
(c) det(A—AL) =det |: 8 —OA _3/\] =-A3=0 <= A =0.ParaA =0, asolucio do sistema (A — AI3)X =0 ¢é

Vo = {(«,0,0) |« € R}

1-A 0 0
det(A —Al) =det| -1 3-A 0
3 2 —A-2

=0 <= A=-20uA=1ouAr=3

Para A = —2, a solucdo do sistema (A — AI3)X =0¢

Vo, ={(0,0,a) | « € R}
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Para A = 1, a solugdo do sistema (A — A3)X =0¢é
Vi = {(6a,3a,8x) | x € R}
Para A = 3, a solugdo do sistema (A — AI3)X =0¢é
Vs = {(0,5a,2a) | « € R}
2—-A -2 3
det(A—Az) =det| O 3—-A 2 |=0<«= A=1louA=20ulr=4
0 -1 2-A
Para A = 1, a solugdo do sistema (A — AI3)X =0¢é
Vi ={(-a,a,a) | w€R}
Para A = 2, a solugdo do sistema (A — A;)X =0¢é
Vo ={(«,0,0) |« € R}
Para A = 4, a solugdo do sistema (A — A3)X =0¢
V= {(7a, —4a,2a) | & € R}

2—A 2 3
det(A—Az) =det| 1 2—-A 1 |=0<<= A=—-1louAd=20ulr=4
2 -2 1-A
Para A = —1, a solugdo do sistema (A — AI3) X =06 V_; = {(—«,0,a) | « € R},
Para A = 2, a solugdo do sistema (A = A3)X =06V, = {(—2a, —3a,2a) | a € R}
Para A = 4, a solugdo do sistema (A = Al3)X =06V, = {(8a,54,2a) | & € R}
6.1.2. (a)
2—-A 0 0
det(A — Alz) =det| 3 -A-1 0 | =0 <= A=-1louA=20ulr=3.
0 4 3-A

Para A = —1,a solugdo do sistema (A — AI3)X =06 V_; = {(0, —a, &) | « € R}. {(0,—1,1)} é base para V_4, pois gera V_;
((0, —a, ) = (0, —1,1)) e um vetor ndo nulo é LI.

ParaA = 2, a solugdo do sistema (A — AL)X =06V, = {(—a, —a,4a) | x € R}. {(—1,—1,4)} é base para V5, pois gera V,
((—a, —a,4a) = a(—1,~1,4)) e um vetor ndo nulo é LL

Para A = 3, a solugdo do sistema (A — AL)X = 06 V3 = {(0,0,&) | « € R}. {(0,0,1)} ¢ base para V3, pois gera V3
((0,0,&) = a(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é LL
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2—A 3 0
det(A—A) =det| 0 1-A 0 |=0<«<= A=1lour=2.
0 0 2—-A
Para A = 1, a solugdo do sistema (A — A3)X = 06 V; = {(=3a,4,0) | « € R}.'{(—3,1,0)} é base para V3, pois gera V;
((—3a,a,0) = a(—3,1,0)) e um vetor ndo nulo é LL
Para A = 2, a solugdo do sistema (A — AI3)X =06V, = {(«,0,8) | &, € R}. {V; =/(1,0,0), Vo = (0,0,1)} é base para V3,
pois gera V; ((«,0,8) = a(1,0,0) + 5(0,0,1)) e ¢ LI (xV; + yVo = 0 se, e somente se, (x,0,y) = (0,0,0) oux =0ey = 0).

1-A 2 3 4
det(A — Aly) = det 8 /\071 33/\ % =0 4= A= -louA = loudr = 20ur = 3
0 0 0 2—-A

Para A = —1, a solugdo do sistema (A — Al;) X =06 V_1 = {(—a,,0,0) | « € R}. {(—1,1,0,0)} é base para V_;, pois gera
V_1 ((—a,&,0,0) = «(—1,1,0,0)) e um vetor ndonulo é LL

Para A = 1, a solugdo do sistema (A — AL)X = 0éVy = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para Vy, pois gera V;
((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é LI

Para A = 2, a solugdo do sistema (A — Al3) X =06V, = {(=29, =7, —9,3a) | « € R}. {(—29,—-7,-9,3)} é base para V3,
pois gera Vy ((—29, —7x, —9a, 3x) = a(—29, —7,—9,3)) e um vetor ndo nulo é LI

Para A = 3, a solugdo do sistema (A — AL)X = 06 V3 = {(9a,3a,42,0) | « € R}. {(9,3,4,0)} ¢ base para V3, pois gera V3
((9a, 3a,42,0) = «(9,3,4,0)) e um vetor ndo nulo é LI

2.0 2 3 4
det(A—Al)=det| 5 2 A 3 2 _0 s A-tour=2
0 0 00 1-4A

Para A = 1, a solugdo do sistema (A — Al;)X = 06V, = {(3a, —3a,4,0) | « € R}. {(3,—3,1,0)} é base para V1, pois gera
V1 ((3a, —3a,,0) = &(3,—3,1,0)) e um vetor ndo nulo é LL

Para A = 2, a solugdo do sistema (A — AL)X = 0éV, = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V, pois gera V,
((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é LI

det(A— AL) = det {1]" 7}\472} —0 < A= -3our=2

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores LI. A matriz A é diagonalizdvel pois, é2 x 2 e
possui dois autovetores LI.
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(d)

(b)

det(A — AL) = det [1:2)‘ 19)\} —0 = A=1.

Para A = 1, a solugdo do sistema (A — AL)X =0¢
Vi ={(«,0) | « € R}

A matriz A nado é diagonalizavel pois, é 2 X 2 e ndo possui dois autovetores LI

1-A 1 -2
det(A—Alg)det|: 4 —A 4 }O<:>)»—Oou)\—20u/\3.
1 -1 4-A

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores LI. A matriz A é diagonalizavel pois, é 3 x 3 e
possui trés autovetores LI

1-A 2 3
det(A—Az) =det| 0 —A=1 2 | =0 <<= A=—-1louA=1oulr=2.
0 0 2—A

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores LI. A matriz A é diagonalizdvel pois, é 3 x 3 e
possui trés autovetores LI

1-—A 1 2
det(A—A) =det| 0 1-A 0 |=0<«= A=1our=3.
0 1 3-A

Para A = 1, a solucgdo do sistema (A =Al3)X =06V, = {(B, —2x,a) | o, € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para V3, pois
gera V1 ((B, —2a,a) = a(0,—2,1) + B(1,0,0)) e sdo LI (um vetor ndo é multiplo escalar do outro).

Para A = 3, a solugdo do sistema (A —AI3)X = 06 Vs = {((«,0,a) | « € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera V3
((a,0,&) =(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é LL

[=Xeyry
o= O

WO o
[

4-A 2 3
det(A—AIz) =det| 2 1-A 2| =0<«<= A=1lour=3.
-1 -2  —=A
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Para A = 1, a solugdo do sistema (A — Al)X =06V = {(—a,0,a) | « € R}. {(—1,0,1)} é base para V;, pois gera V;
((—«,0,a) = a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é LI

Para A = 2, a solugdo do sistema (A — AI3)X = 06 V, = {(—5a, —2a,3a) | « € R}. {(—5,-2,3)} é base para Vj, pois gera
Vo ((—5a, —2a,3a) = a(—5,—2,3)) e um vetor ndo nulo é LL

A matriz ndo é diagonalizdvel pois s6 possui dois autovalores e cada um deles s6 possui um autovetor LI associado.

1-A 2 3
det(A—A) =det| 0 1-A 0 | =0 <= A=—-1louA=1oul=4.
2 1 2—-A

Para A = —1, a solugdo do sistema (A — AL;)X =0¢ V_; = {(=3a,0,2a) | @ € R}. {(—3,0,2)} ¢ base para V_, pois gera
V_1((—3«,0,2a) = (—3,0,2)) e um vetor ndo nulo é LL

Para A = 1, a solugdo do sistema (A — ALL)X = 06 V; = {(a,—6a,4x) | « € R}. {(1,—6,4)} é base para V1, pois gera V;
((x, —6a,40) = (1, —6,4)) e um vetor ndo nulo é LI

Para A = 4, a solugdo do sistema (A — A3)X = 0€Vy = {(a,0,&) | « € R}. {(1,0,1)} é base para V4, pois gera V,
((a,0,&) = a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é LL

[Ny
(=]

-3 1 1
P = 0 -6 0 e D=
4 1

OO
[

3—-A 2 1
det(A)\I3)—det|: 0 2—-A O}—O@A—Oou/\—Zou/\—B.
0 0 —-A

Para A = 0, a solugdo do sistema (A — A3)X =06 Vy = {(—4,0,3x) | « € R}. {(—1,0,3)} é base para Vy, pois gera V
((—«,0,3x) = a(—1,0,3)) e um vetor ndo nulo é LL

Para A = 2, a solucdo do sistema (A —AL)X = 06V, = {(2a4,4,0) | « € R}. {(2,1,0)} é base para V, pois gera V,
((2¢,,0) = «(2,1,0)) e um vetor ndo nulo é LL

Para A = 3, a solugdo do sistema (A — A)X = 0é V3 = {(«,0,0) | « € R}. {(1,0,0)} ¢ base para V3, pois gera V3
((«,0,0) = a(1,0,0)) e um vetor ndo nulo é LL

-1 2 1
Py= 0 1 0 e D=
3 00

0 0 0
0 2 0
0 0 3

Se V é autovetor de A entdo AV = AV, ou seja, AV é um multiplo escalar de V. Assim, concluimos que V; é autovetor
associado a Ay = 1/2, V, é autovetor associado a A, = 1/3 e V3 é autovetor associado a Az = 1/2.
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6.1.6.

(b) V4 e V3 s@o autovetores associados a 1/2 e V; associado a 1/3. Como {V;, V3} é LI (um nédo é multiplo escalar do outro) e
ao juntarmos autovetores LI associados a diferentes autovalores eles continuam LI, entdo a matriz'A tem 3 autovetores LI.
Como ela é 3 x 3, é portanto diagonalizédvel.

(@)

(b)

0 1
{—az —Za}
(c)
0 1 0
{—az —2a 0}
0 0 1

(a) Os autovalores da matriz A sdo os valores de A tais que existe X # 0 tal que AX = AX ou equivalentemente (A — AL;)X =0
tem solugdo nao trivial.

(A — Aly) X = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A — Aly) = 0.
—A 1 -5 -3

—-A—-2 4 0

2
det(A = AI4) = -1 2 ppy 0

la. eliminag8o:
linha 3<--> linha 1

det(A — AL) = —det | 7

1 5 -3
2 4 -4 2-2
linha 1 --> -linha 1
1 2 A-4 0
det(A—AL) =det| 2 ~A72 10
2 4 4 2-2
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linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (lambda)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*linha 1

1 2 A4 0
0 2-1  4-2A 0

det(A—Al)=det|s 1 534 A2 41 5 3
0 0 420 202

Expandindo-se em cofatores em relagdo a 1* coluna obtemos

2-A 4-2A 0
4-2A 22\}

det(A — Aly) = det {1 —2A A?—4A-5 =3
0

Expandindo-se em cofatores em relagéo a 1? linha obtemos

A2 —4A-5 =3 1-2A -3
det(Af)\L;):(Zf/\)det[ Y 27)\}7(472)\)@{ 0 2—/\}

_ A2—4A-5 -3 1-2A -3

o (s [ 43 N 2am 7))
2 _ _

= (2- )2 (det {A —4A5 *13} — 2det [l 2 f’])

=2-A2A-1)=02-A)*A-1)(A+1)

Assim, det(A — Aly) = 0 se, e somente se, A =20ulA =1ould = —1.

Para A; = 2 temos que resolver o sistema (A — 214) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema

2 1 -5 -3
2 4 -4 0
A-2L=173 o o 9
R

la. eliminag8o:
linha 3<--> linha 1

-1 2 2 0
2 -4 -4 0
-2 1 -5 -3
2 -4 -4 0
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linha 1 --> -1*linha 1
linha 2 --> linha 2 +
linha 3 --> linha 3 +
linha 4 --> linha 4 +

(-2)*1inha 1
(2)*linha 1
(-2)*1linha 1

-2 =2
-4 -4

N =
[eRe)

2 -4 -4 0

2a. eliminagédo:
linha 3<--> linha 2

coor
I
[¢8)
|
N}
I
w

1 -2 -2 0
0 -3 -9 -3
0 0 0 0
0 0 0 0 ]
linha 2 --> -(1/3)*linha 2
1 -2 -2 0
0 1 3 1
0 0 0 0
0 0 0 0
linha 1 --> linha 1 + (2)*linha 2
1 0 4 2
01 3 1
0 0 0 O
0 0 0 O
Fazendo w.= a ez = B, temos que y = —a — 3B e x = —2a — 4B. Assim, a solugdo do sistema AX = 2X é
x —20 — 4P -2 —4
—a—3 -1 -3
x=|Y | = 5 Pol=a| 3 |+8] P | wper
w « 1 0

Assim, V; = (=2,-1,0,1) e V;

= (—4,-3,1,0) formam uma base para o espago solugdo do sistema homogéneo (A —

214)X =0, pois sdo LI(um ndo é multiplo escalar do outro) e geram o subespaco.
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Para A; = 1 temos que resolver o sistema (A — I;) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema

-1 1 -5 =3

2 3 -4 0
A-L=12 o 3
2 4 41

la. eliminagdo:
linha 1 --> -1xlinha 1

1 -1 5 3
2 -3 =4 0
-1 2 30
2 -4 -4 1

linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 1
linha 4 --> linha 4 + (-2)*1linha 1

1 —1 5 3
0 -1 -14 -6
0 1 8 3
0 -2 -14 5]
2a. eliminagédo:
linha 2 --> -1%*linha 2
1 -1 5 3]
0 1 14 6
0 1 8 3
0 -2 -14 5]
linha 1 --> linha 1 + (1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-1)*linha 2
linha 4 -=> linha 4 + (2)*linha 2
1 0 19 9
0 1 14 6
0 0 -6 -3
0 0 14 7

3a. eliminacédo:
linha 3 --> -(1/6)*linha 3
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1 0 19 9
0 1 14 6
o0 1 1
00 14 7
linha 1 --> linha 1 + (-19)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-14)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (-14)*linha 3
10 0 -1
o1 0 -—
oo 1 1
0000
Fazendo w = 2u, temos z = —a,y = 20 e x = &. Assim, a solugdo geral do sistema AX = X é
X o 1
_ y & 2w _ 2
X = e S =a| 4 |7 ac R.
w 2 2

Assim, o vetor V3 = (1,2, —1,2) forma uma base para o espago solucio do sistema homogeéneo (A — I4) X = 0, pois um vetor
nao nulo é LI e ele gera o subespaco.

Para A3 = —1 temos que resolver o sistema (A + I;) X = 0. Para isso vamos escalonar a matriz do sistema
1 1 -5 -3
2 -1 —4 0
Atli=17 2 5 0
2 -4 -4 3

la. eliminagdo:

linha 2 --> linha 2 + (-2)*linha 1
linha 3 --> linha 3 + (1)*linha 1
linha 4 -=> linha 4 + (-2)*linha 1

1 1 -5 -3
0 -3 6 6
0 3 0 -3
0 —6 6 9

2a. eliminacgdo:
linha 2 --> -(1/3)*linha 2

Um Curso.de,Geometrid Analitica e Algebra Linear  GoBack GoForward Julho 2014



613

1 1 -5 -3
o 1 -2 =2
0 3 0 -3
0 —6 6 9

linha 1 --> linha 1 + (-1)*linha 2
linha 3 --> linha 3 + (-3)*1linha 2
linha 4 --> linha 4 + (6)*linha 2

-3 -1
-2 =2

oo o
oSO, O
o)}
(e8]

3a. eliminagédo:
linha 3 --> (1/6)*1linha 3

M 0 =3 -—1]
01 -2 =2
00 1
10 0 -6 —3]
linha 1 --> linha 1 + (3)*linha 3
linha 2 --> linha 2 + (2)*linha 3
linha 4 --> linha 4 + (6)*linha 3
100 1%
01 0 -1
0 0 1 1
000 b
Fazendo w = 2«, temos z = —a, y = 20 e x = —a. Assim, a solugdo geral do sistema AX = X é
X —u -1
« y _ 2 _ 2
X=1 2 |=| Z4 | =a| 51|, a«ck
w 20 2

Assim, o vetor V4 = (—1,2,—1,2) forma uma base para o espago solugdo do sistema homogéneo (A + I;)X = 0, pois um
vetor ndo nulo é LI e ele gera o subespaco.
Pelo item anterior, a matriz A tem quatro autovetores LI e como ela é 4 x 4, entdo é diagonalizavel e
-2 -4 1 -1
-1 -3 2 2
P=[WnVW]=|, P
1 0 2 2
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e
A0 0 O 2 0 0 O

D= 0 A O Of_|0 2 0 O

~— {0 0 A O] )0 O 1 O

0 0 0 A3 0 0 0 -1

séo tais que A = PDP~1.

>> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]

B= 5 -1
3 0

A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -3*x"2-x73-48-16%x
ans = [ -3][ 4xi][ -4%i]
>> escalona(A+3*eye(3))
ans =[ 1, 0, 0]
[0, 1, 0]
[ 0, 0, 0]

A matriz A ndo é diagonalizavel pois ela s6 tem um autovalor e auto espago associado a este autovalor tem dimensédo 2. Assim,
nao é possivel encontrar 3 autovetores LI.

>> L=[eye(2) ,zeros(2,1);randi(1,2),0]; A=LxL’
A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8
>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -9*x+10%x"2-x"3
ans = [ 0J[ 1][ 9]
>> escalona(A)
ans =[ 1, 0, 2]
[ o, 1, -2]
[ 0o, o0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =0 é
Vo = {(—2a,2a,a) | « € R}.

Assim, {V; = (—2,2,1)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores LI associado a A = 0.

>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ o, 0, 1]

[ o, 0, 0]
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O autoespago associado ao autovalor A =1 ¢é
Vi = {(v,a,0) |« € R}.

Assim, {V, = (1,1,0)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores LI associadoa A = 1.

>> escalona(A-9*eye(3))

ans =[ 1, 0, -1/4]
[ 0, 1, 1/4]
[ 0, 0, 0]

O autoespago associado ao autovalor A =9 é
Vo = {(«, —a,4a) | & € R}.

Assim, {V3 = (1,—1,4)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores LI associado a A = 9.

>> V1=[-2,2,1];V2=[1,1,0];V3=[1,-1,4];
>> P=[V1’,V2’,V3’], D=diag([0,1,9])

P=-2 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> inv(P)*A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> [P,Dl=eig(sym(A))

P=[-1, -2, 1]
L 1, 2, 1]
[ -4, 1, 0]

D=[9, 0, 0]
[o0,0,0]
(0,0, 1]

Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D podem diferir na ordem com que os
autovalores aparecem. As colunas de P sdo autovetores associados aos autovalores que aparecem nas colunas correspondentes de

D. Assim, fazendo uma reordenagao das colunas das matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as colunas de uma
matriz P sdo multiplos escalares das colunas correspondentes da outra matriz P.

6.2. Didgonalizacao deMatrizes Simétricas (pagina 423)

6.2.1.
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>> A=[2,2;2,2];
>> B=A-x*eye(2)

[2-x, 2]

[ 2, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4*x+x72

>> solve(p)

[01[4]

>> BO=subs (B,x,0) >> B4=subs(B,x,4)
[2, 2] [-2, 2]

[2, 2] [ 2, -2]

>> escalona(B0) >> escalona(B4)
[1, 1] [1, -11

0, 0 0, 0
\[/0 = :{{(—a,a) | « € R}. {V} = (—1,1)} é base para V), pois gera Vo ((—0[4,0() :]a(—l,l)) e um vetor ndo nulo é LL Seja
Wi = (1/|i|)W1 = (-1/v2,1/v/2). {Wy = (—1/v/2,1/+/2)} ébase ortonormal de V.
Vi = {(a,a) | « € R}. {V» = (1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((x,a) = a(1,1)) € um vetor ndo nulo é LI Seja
W, = (1/[|Va]|)Va = (1/v/2,1//2). {W> = (1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V.

_ [ —1/v2 1/v2 _[o o
p=| UG e ] e =8 4]

>> A=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)

[2-x, 1]

[ 1, 2-x]

>> p=det (B)

p =3-4*x+x"2

>> solve(p)

[311[1]

>> Bil=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[1, 11 [-1, 1]

[1, 1] [1, -1]

>> escalona(numeric(B1)) >> escalona(B3)
(1, 1] [1, -1]

0, O
Vi = {(—a,a) o€ R}. {V3 =(-1,1)} é base para V1, pois gera V; ((fo[c,a) :]a(fl,l)) e um vetor ndo nulo é LL Seja
Wi = (1/|[VilDVi = (=1/v2,1/v2). {Wr = (-=1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V;.
Vs = {(a,a) | « € R}. {Vo = (1,1)} é base para V3, pois gera V3 ((a,a) = a(1,1)) e um vetor ndo nulo é LI Seja
W, = (1/||Val|)Va = (1/v2,1/V2). {W> = (1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V3.

_[-wv2 1/v2 (10
Pl ove e ¢ D_{O 3}
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>> 4=[0,0,1;0,0,0;1,0,0];
>> B=A-x*eye(3)

[-x, o0, 1]

[0, -x, 0]

[1, 0, -x]

>> p=det(B)

P ="X"3+x

>> solve(p)

[ 0][-11[ 1]

>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)
[1, 0, 1] -1, o0, 1]
[0, 1, 0] [0, -1, O]
[1, 0, 1] (1, o, -1]
>> escalona(Bml) >> escalona(B1)
[1, 0, 1] [1, 0, -1]

[0, 1, 0] (o, 1, o]

[0, 0, 0] [0, 0, 0]

>> BO=subs(B,x,0)
[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

[1, 0, O]

>> escalona(B0)
[1, 0, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

Vo ={(0,&,0) |« € R}.

{V1 =(0,1,0)} é base para V), pois gera V ((0,a,0) =«(0,1,0)) e um vetor ndo nulo é LI {V; = (0,1,0)} é base ortonormal

de Vy, pois ||V4|| = 1.

Vo1 ={(—a,0,a) |« € R}. {Vo = (—1,0,1)} é base para V_, pois gera V_; ((—«,0,a) = a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo
éLL Seja W, = (1/]|V2||)Va = (=1/+/2,0,1/v/2). {Wp = (—1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V_;.

Vi = {(a,0,a) | « € R}. {V3 =(1,0,1)} é base para Vy, pois gera'V; ((«,0,&) = «(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é LL Seja
Wi = (1/]|V3])Vs = (1/+/2,0,1/3/2). {W3 = (1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V;.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais ( 6.6 418).

Portanto, {W;, Wp, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.
0" —1/v2 /2
P = 1 0 0 e
0 V2 1/V2

>> A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];
>> B=A-x*eye(3)
[-x, o0, o]

[ 0, 2-x, 2]
[0, 2, 2-x]
>> p=det (B)

p =—x*(-4*x+x72)
>> solve(p)
[0]1[0][4]

>> BO=subs(B,x,0)
[0, 0, 0]

[0, 2, 2]

[0, 2, 2]

>> escalona(B0)
fo, 1, 1]

[0, 0, 0]

[0, 0, 0]

>> B4=subs(B,x,4)
[-4, 0, 0]
[o, -2, 2]
[o, 2, -2]
>> escalona(B4)
(1, 0, O]

fo, 1, -1]

[0, 0, 0]
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Vo = {(a,—B,B) | o, € R}. {V; = (1,0,0),V, = (0,—1,1)} é base para V, pois gera Vy ((&,—B,8) = «(1,0,0) +
B(0,—1,1)) e 6 LI (xV4 +yV> = 0 se, e somente se, (x,—y,y) = (0,0,0) oux = 0ey = 0). Sejam Wy = V3, W, =
Vo — projyy, Va = Va =0 = Va. Sejam Uy = (1/||Wi[[)Wy = Wy = Vi = (1,0,0) e Uy = (1/||Wa|[)W2 = (0, =1/¥/2,1//2).
{t; = (1,0,0), U, = ((0, fl/ﬁ,l/ﬁ)} é base ortonormal de V.

Vi ={(0,a,a) | « € R}. {V3 = (0,1,1)} é base para V,, pois gera V4 ((0,a,&) = «(0,1,1)) e um vetor ndo nulo ¢é LI Seja
Uy = (1/]|W])Vs = (0,1/+/2,1/v/2). {U3 = (0,1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V4. Como a matriz A é simétrica,
autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais ( 6.6 418). Portanto, {Uy, Up, U3} é uma
base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 00 0
P=|0 -1/v2 1/v2 e D=|0 0 0 ]
0 1/vV2 1/V2 00 4
>> A=[1,1,0;1,1,0;0,0,1]; A
>> B=A-x*eye(3) >[i Bg—sg?s(B,x,O)
[1-x, 1, 0] [1, 1, 0]
L1, 1=x, 0] [0, 0, 1]
L 01 0, 1-x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) 1, 1, 0]
p =-2%x+3%x72-x"3 [O’ 0. 1]
>> solve(p) [O’ 0. 0]
[0l [11[2] » 0,
>> Bl=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[0, 1, 0] -1, 1, 0]
[1, 0, 0] (1, -1, 0]
[0, 0, 0] [o, o0, -1]
>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, 0] [1, -1, 0]
[0, 1, 0] [0, o0, 1]
fo, 0, 0] fo, o0, 0]

Vo ={(—a,a,0) | « € R}. {V; =(—1,1,0)} é base para Vy, pois gera Vo ((—a,«,0) = a(—1,1,0)) e um vetor ndo nulo é LL
Seja Uy = (1/||V1|)V1 =(=1/+/2,1//2,0). {U; = (=1/+/2,1/+/2,0)} é base ortonormal de V.

Vi ={(0,0,&) | « € R}. {Vo = (0,0,1)} é base para Vy, pois gera V1 ((0,0,&) = «(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é LL Seja
Wy = (1/]|V2]|)V2 =(0,0,1). {W, = (0,0,1)} é base ortonormal de V;.

Vo = {(a,2,0) | « € R}. {V3 =(1,1,0)} é base para Vy, pois gera V; ((a,«,0) = a(1,1,0)) e um vetor ndo nulo é LL Seja
W3 = (1/]|V5]|) V5 = (1/ﬁ,1/ﬁ,0). {W; = (1/\/21/\5,0)} é base ortonormal de V7.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais ( 6.6 418).
Portanto, {W;, W, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

—1/vV2 0 1/V2
P= 1/vV2 0 1/v2 e D=
0 1 0

[N}
oo

NO O
—
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>> A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];
>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 1, 1]

[ 1, 2-x, 1]

[ 1, 1, 2-x]

>> p=det(B)

p =4-9*x+6%x"2-x"3
>> solve(p)
[4]1[1]11[1]

>> Bl=subs(B,x,1)
[1, 1, 1]

[1, 1, 1]

[1, 1, 1]

Vi =A{(-a—pap) | apc R {(\

(=1/2,1/2,0) = (=1/2,-1/2,1). Sejam Uy = (1/|[Wal W1 = (=1/v2,1//2,0) e Up = (1/[|W2|[)W2 = (— 7,
{U;, U, } é base ortonormal de V.

(-1,1,0),V» =

>> escalona(B1)

[1, 1, 1]
[0, 0, 0]
[0, 0, 0]

>> B4=subst (B,x,4)

[-2,

1,

[1, -2,

[1,

>> escalona(B4)

1]
1]

1, -2]

[1, 0, -1]
[0y, 1, -1]

[o, o,

0]

(=1,0,1)} ¢é base para V4, pois gera Vo ((—a — B,a, ) =
«(—1,1,0) + B(—1,0,1)) e é LI(um vetor ndo é maltiplo escalar do outro). Sejam Wy = V3, W, = V, — projy, V2 = V2 —

\/3)_

Ve’ 3

Vi = {(v,,a) | « € R}. {V3 = (1,1,1)} é base para V,, pois gera V4 ((«, 0, &) = a(1,1,1)) e um vetor ndo nulo é LI
Seja U3 = (1/]|Va||)V5 = (1/+/3,1/4/3,1/+/3). {Us = (1/+/3,1/4/3,1/+/3)} é base ortonormal de V4. Como a matriz
A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (
{Uy, U;, U3 } é uma base ortonormal de autovetores de A.

P =

>> A=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1];

>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 0, 0]

[ 2,1x, 0, 0]
[0, 0, 1-x, 2]

[ o, o0, 2,1-x]

>> p=det (B)

p =9+12%x-2%x"2-4%x"3+x"4
>> solve(p)

[-11[0-11TC 31[ 3]

—V2/2
V2/2

0

V6/6- /3/3
V6/6 /3/3
V6/3 /3/3

]eD

SO

OO

(=R =]

418). Portanto,
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> B3=subs(B,x,3)
[2, 2, 0, 0] [-2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, 0] [2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] o, o0, -2, 2]
fo, 0, 2, 2] o, o, 2,-2]
>> escalona(Bml) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, 0] [1, -1, 0, 0]
[0, 0, 1, 1] [0, o0, 1, -1]
[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0] [0, o0, 0, 0]

Vo ={(-a,a,—B,B) | &, € R}. {V; =(-1,1,0,0),V, = (0,0,—1,1)} é base para V_q, pois gera V_1 ((—a,a,—B,B) =
«(—1,1,0,0) + B(0,0,—1,1)) e é LI(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Sejam Wy = V3, W, = V, — projWl V) =

Vo —0 = Va. Sejam Uy = (1/||Wi|[)W1 = (=1/+/2,1/v/2,0,0) e Upo= (1/||Wa|)Wa = (0,0, —1/v/2,1/+/2). {Uy, Uy} é
base ortonormal de V_.

Vs = {(a0,a,8,8) | &, € R}. {V5 =(1,1,0,0), Vs =(0,0,1,1)} é base para Vs, pois gera'V_1 ((a,a,B,8) = «(1,1,0,0) +
B(0,0,1,1)) e é LI(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Sejam W3 = V3, Wy = Vj — projw3 Vy = V4 — 0 = Vj. Sejam
Us = (1/||Ws|)W3 = (1/v2,1/v/2,0,0) e Uy = (1/||Wy||)Ws = (0,0,1/+/2,1/+/2). {U;, Uy} é base ortonormal de V.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais ( 6.6 418).
Portanto, {U;, Uy, U3, Uy } é uma base ortonormal de autovetores de A.

-1/V2 0 1/Vv2 0

-1 0 0 0
P 1/v2 0 1/v2 0 e D-— 0 -1 0 O
0 —1/v2 0 1/v2 0 0 3 0
0 1/v/2 0 1/v2 0 0 0 3
>> 4=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs(B,x,0)
>> B=A-x*eye (4) o, o, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
[0, -=x, 0, O] [0, 0, 0, 1]
[o, O, —-x, 1] fo, o, 1, 0]
[o, 0, 1, -x] >> escalona(BO0)
>> p=det (B) [0, 0, 1, 0]
p =x"2%(x"2-1) [0, 0, 0, 1]
>> solve(p) [0, 0, 0, 0]
[olf o]l 11[-1] [o, o, 0, 0]
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)

[1, 0, 0, 0] ?Ef 0, 0, o0l
o, 1, 0, 0] [0, -1, 0, 0]
o0, 0, 1, 1] Lo, o0, 4. 1]
[0, 0, 1, 1] [o, 0, 1,-1]
>> escalona(Bml) >> escalona(B1)
{1, 0, 0, 0] [1, 0, 0, 0]
o0, 1, 0, 0] [0, 1. 0, 0
[0, 0, 1, 1] [0, 0, 1, -1]
[0, 0, 0, 0] fo, 0, 0, 0]

Vo = {(+,8,0,0) | a,8 € R}. {V; =(1,0,0,0),V> = (0,1,0,0)} é base para Vy, pois gera V_; ((«,8,0,0) = «(1,0,0,0) +
B(0,1,0,0)) e é LI(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Claramente V; - V, = 0 e possuem norma igual a 1. Sejam
U; = Vy e Uy = Va. {Uy, Uy } é base ortonormal de V.

Vi ={(0,0,—«a,a) | « € R}. {V3 = (0,0,—1,1)} é base para V;, pois gera V; ((0,0, —«, &) = «(0,0,—1,1)) e um vetor ndo
nulo é LL Seja Uz = (1/]|V3]|)V3 = (0,0, —1/+/2,1/+/2): {U3 = (0,0, —1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V;.

V_1 ={(0,0,a,a) |« € R}. {V4 =(0,0,1,1)} é base para V_4, pois gera V_; ((0,0,, &) = «(0,0,1,1)) e um vetor néo nulo
é LL Seja Uy = (1/||Va|)Va = (0,0,l/ﬂ,l/ﬁ). {Uy = (0,0,l/ﬁ,l/ﬂ)} é base ortonormal de V_;. Como a matriz
A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais ( 6.6 418). Portanto,
{Uy, Up, U3, Uy } é uma base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
P=19 0 —“1/v2 1/V2 e D=19 01 o
0 0 1/vV2 1/V2 00 0 -1

Como a matriz é simétrica ela é diagonalizavel. Além disso, também por ser simétrica, autovetores associados a autovalores
diferentes sdo ortogonais. Assim, basta ortogonalizar dentro de cada autoespago.

>> Wi=V1;

>> W2=V2-proj(Wi,V2)
w2=10[ 2, -1, 0,
>> W3=V3;

>> W4=V4-proj (W3,V4)

2]

wa =1[ -1, -2, -2, 0]

>> U1l=W1/no(W1)

Ul = [ o0, 2/3, -2/3, 1/3]
>> U2=W2/no (W2)

U2 =1[ 2/3, -1/3, 0, 2/3]
>> U3=W3/no (W3)

U3 = [ -2/3, 0, 1/3, 2/3]
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Respostasidos Exercicios

P=[U3 U U3 Uy | =

6.3. Aplicacdo ao Estudo de Conicas (pagina 465)

6.3.1.

>> A=[9,-2;-2,6];

>> syms x y; X=[x;yl;

>> expr=simplify(X.’*A*X-30)
9x2 —4xy+6y* —30

>> [P,D]=diagonal(A)

p_| V5/5 -2V5/5
1 2v5/5  VE/5

D=[5, 0]

[0,10]
>> syms x1 y1; Xi1=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5x1%2 +10y12 — 30
>> expr=expr/30

x12/6+y12/3 -1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P)

. >> A=[3,-4;-4,-12];

>> expr=simplify (X.’*A*X+81)
3x% —8xy—12y% +81

>> [P,D]=diagonal(A)

0 2/3 -2/3 1/3
2/3 —-1/3 0 2/3
—-2/3 0 1/3 2/3
1/3 2/3 2/3 0

SO ON

OO NO

ONOO

OO O
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P V17/17  —4V17/17
“ | 417717 V17/17

D=[-13,0]
[ 0,4]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—13x12 +4y,%+ 81

>> expr=expr/81
—%x12+%y12+1

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P)

6.3.3. >> A=[2,-2;-2,-1];
>> expr=simplify(X.’*A*X+KxX+24)
2x2 —4dxy—y?+24
>> [P,D]=diagonal(A)

p_| V5/5 -2V5/5
1 2v5/5 1V5/5

D =[-2, 0]
[0, 3]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—2x12 +3y,2 +24
>> expr=expr/24
—012/124+11%/8 + 1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P)
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6.3.4.

>> A=[21,3;3,13];
>> expr=simplify(X.’*A*X-132)
21x% +6xy+13y% — 132

>> [P,D]=diagonal(4)

p_| Vi0/10  3V10/10
~ | =3v10/10 /10/10

D=[12, 0]
[ 0,22]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

12x1%2 4+ 2212 — 132
>> expr=expr/132
x12/11 +y12/6 — 1

>> elipse(sqrt(11),sqrt(6),P)

. >> A=[4,-10;-10,25];

>> K=[-15,-6];
>> expr=simplify(X.’*A*X+KxX)

4x2 —20xy+25y> —15x — 6y

>> [P,D]=diagonal (A)

D =[0, O]
[0, 291
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
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29y,2 — 3v/29x;

>> expr=expr/29

y]2 — 2—39 vV 293{1

>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)

. >> A=[9,3;3,1]; K=[-10%10"(1/2),10%107(1/2)];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+90)
9x% 4+ 6xy +y> — 10+/10x + 10 v/10y + 90

>> [P,D]=diagonal(A)

P V10/10  3v/10/10
| =3V10/10 /10/10

D =[0, O]
[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

1012 —20y; —40x1 +90
>> expr=subst (expr,yl,y2+1)

10,2 + 80 — 40 x;

>> expr=subst (expr,x1,x2+2)
10,2 — 40 x;

>> expr=expr/10

Y22 —4x;
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>> paraby(1,P, [2;1])

. >> A=[5,-3;-3,5];

>> K=[-30%(2)"(1/2),18%(2)~(1/2)]1;
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+82)

5x% —6xy +5y2 —30v/2x + 182y + 82

>> [P,D]=diagonal(A)

p_| V272 —Vv2/2
V2/2 V272

D =[2, 0]
[0, 8]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2x12 +8y12 —12x + 48y, + 82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

23(22 *8+8y22
>> expr=expr/8
x22/471+y22

>> elipse(2,1,P,X0)

. >> A=[5,6;6,0];

>> K=[-12%(13)7(1/2),0];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X-36)

5x% +12xy — 12 /13x — 36

>> [P,D]=diagonal(A)
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p 2/V13  3/V/13
-3/V/13 2/4/13

D =[-4, 0]
[0, 9]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—4x124+9y1% —24x —36y; — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4x5% —36+9y,?

>> expr=expr/36
—x22/9 —14y,%/4

>> hiperby(2,3,P,X0)

6.3.9. >> A=[6,-2;-2,9];
>> K=[-4%5"(1/2),-18*5"(1/2)]1;
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X-5)

6x274xy+9y274\/§x718\/§y—5

>> [P,D]=diagonal(A)

p_|2/vV5 —1/V5
1/v5  2/v/5
D =[5, 0]
[0, 10]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
5x2+10y,2 —26%; —32y; =5

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)
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6.3.10.

5x% — 322 4 10,2

>> expr=expr*5/322

25 2 25 2

37 X2 -1+ T61 Y2

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)

>> A=[1,37(1/2);37(1/2),-1];
>> K=[6,0];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)

x2+2xyv/3 -y +6x

>> [P,D]=diagonal(A)

p_| V32 -1/2
| 1/2 V3/2

D =[ 2, 0]
[ 0,-2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2X12 —2y12 +3\/§X1 -3

>> X0=[-3%37(1/2)/4;-3/4];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2x92 —9/4 — 21,?
>> expr=expr*4/9
8 x2=1=8y,?

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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6.3.11.

6.3.12.

>> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33%2"(1/2) ,-31%2~(1/2)1;
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+70)

8x% — 16xy +8y2 +33v/2x — 312y + 70

>> [P,D]=diagonal(A)

{ V2/2  —2/2 }
V2/2 V2/2

D =[0, 0]
[0, 16]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

1612 +2x; — 64y +70

>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
16122 +6+2x;

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
16122 +2x

>> expr=expr/16

Y22 +x2/8

>> parabx(-1/32,P,[-3;2])

>> A=[1,-3;-3,-71;
>> K=[10,2];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+9)

x2—6xy—7y* +10x+2y+9

>> [P,D]=diagonal(A)
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1/v/10 -3//10
3/v/10  1//10

el
Il

D =[-8, 0]
(o, 2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—8X12+2y12+ % \/ﬁxl — %4 \/Eyl +9

>> X0=[1/10"(1/2);7/107(1/2)]1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

-8 sz +2 yzz

>> hiperby(4,1,P,X0,°d?)

Esta é uma conica degenerada. A equagio representa as duas retas y''2 = 4x'?, ou y"" = £2x".
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Angulo Cofator de um elemento, 99, 100

entre planos, 247 Combinacgao linear, 103, 151, 196, 282

entre reta e plano, 275 Complemento ortogonal, 358

entre retas, 245 Cobnicas, 415, 430

entre vetores, 165 (ndo) degeneradas, 430
Assintota, 444 identificagdo de, 430, 459
Autoespaco, 396 Conjugado de uma matriz, 426
Autovalor(es), 388
Autovetor(es), 388 Decomposicdo polar de uma matriz, 424
axiss, 155,176, 200 Dependéncia linear, 289

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, 343

Base Desigualdade triangular, 343

canodnica, 316, 352 desvet, 155, 175, 200

de subespago, 315 det, 122

ortogonal, 352 Determinante, 98

ortonormal, 352 de Vandermonde, 123
box, 155, 176, 200 desenvolvimento em cofatores do, 101, 106

expansdo em cofatores do, 101

Cadeia de Markov, 15, 404 propriedades do, 103
Circulo, 438 detopelp, 122

clf, 64 diag, 21
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diagonal, 465
Diagonalizagdo
de matrizes, 386
de matrizes simétricas, 415
Dimensao, 318
Distancia
de um ponto a um plano, 256
de um ponto a uma reta, 259
de uma reta a um plano, 275
entre dois planos, 264
entre dois pontos, 164
entre duas retas, 264

eig, 411
Eixo(s)
da elipse, 438
eixos, 65, 155, 176, 200
Elipse, 430
excentricidade da, 438
elipse, 466
Equagdo (equagdes)
da reta, 224
geral do plano, 206
linear, 30

na forma simétrica da reta, 237

paramétricas da reta, 226
paramétricas doplano, 220
vetorial da reta, 226

Escalar, 4

escalona, 65

Espaco (espagos)

R", 278

solucédo, 308

vetoriais, 282
Excentricidade

da elipse, 438

da hipérbole, 446
eye, 21

Foco(s)
da elipse, 434
daHipérbole, 442
da pardbola, 450

Geradores, 313

Gerar, 313

Gram-Schmidt (processo de ortogonalizacado), 352
Grandezas vetoriais, 130

Hipérbole, 440
hiperbx, 466
hiperby, 466

Identidade de Lagrange, 201
Identidade polar, 357
Identificacdo de conicas, 430, 459
Independéncia linear, 289
Interpolacédo polinomial, 88

inv, 411

LD, 289
Lei do paralelogramo, 357
Lei dos cossenos, 176
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LI, 289

lin, 243

lineplan, 244
lineseg, 155, 176, 200

Matriz (matrizes), 1

inversa de, 70
invertivel, 70

linha, 2, 147, 280
linha de, 1

mdltiplo escalar de, 4

(definida) positiva, 424
escalonada, 38
escalonada reduzida, 37
anti-simétrica, 26
aumentada, 32

coluna, 2, 147, 280
coluna de, 1
companheira, 124, 413
conjugado de, 426

de rotacdo, 368, 424

de transicao, 15

de Vandermonde, 90
decomposicdo polar de, 424
determinante de, 98
diagonal, 23, 96

diagonal (principal) de, 2
diagonalizavel, 386
diferenca entre, 13

do sistema linear, 31
elementar, 51

elemento de, 2

entrada de, 2
equivalente por linhas, 44
identidade, 10

iguais, 3

multiplicagdo por escalar, 4
nio invertivel, 70
nilpotente, 27, 412
nula, 10
ortogonal, 363, 417
poténcia, 13
produto de; 5
propriedades de, 9
quadrada, 2
raiz quadrada de, 424
semelhantes, 412
simétrica, 26
singular, 70
soma de, 3
submatriz principal de, 424
traco de, 27
transposta de, 8
triangular inferior, 102
triangular superior, 123
matvand, 65
Menor de um elemento, 98
Método de Gauss, 43
Método de Gauss-Jordan, 39
Mudanca de coordenadas, 359
Muiltiplo escalar, 4, 136, 280
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no, 175 Posigoes relativas
Norma de um vetor, 162, 341 de dois planos, 302
Notacdo de somatério, 6, 9, 28 de duas retas, 300
numeric, 21, 411 de plano e reta, 304
Processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt, 352
oe, 64 Produto
opel, 64 vetorial em R”, 358
Operacéo elementar, 32 escalar ou interno, 166, 341
propriedades do, 170
Parébola, 448 misto, 190
parabx, 466 vetorial, 178
paraby, 466 propriedades do, 182
pe, 175 vetorial duplo, 202
Pivo, 34 Projegdo ortogonal, 171, 346
Plano (planos), 206 Projegdo ortogréfica, 371
vetor normal do, 206 pv, 200
concorrentes, 302
equacdo geral do, 206 Raiz quadrada de uma matriz, 424
equagdes paramétricas do, 220 randi, 21, 411
mediador, 273 Regra da méo direita, 180
paralelos, 302 Regra de Cramer, 116
plotci, 65 Reta (retas), 224
plotfl, 65 concorrentes, 245
po, 155,176, 200 diretriz da parabola, 450
Polindmio caracteristico, 390 equacdo vetorial da, 226
poline, 243 equagdes na forma simétrica da, 237
poly2sym, 64 equacgOes paramétricas da, 226
poly2sym2, 65 geratriz do cone, 438
Pontos paralelas, 245
colineares, 154 reversas, 245
coplanares, 195 vetor diretor da, 226
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rota, 156, 176, 200 tex, 155, 176, 200
Rotacédo, 368 Translacao, 370
Segmento (de reta) orientado, 130 Variaveis livres, 42
Sistema de coordenadas, 361 Vértice(s)
cartesianas, 138 da elipse, 438
retangulares, 138 da hipérbole, 446
retangulares no espago, 142 da pardbola, 454
Sistema de equacdes lineares, 30 Vetor (vetores), 2, 130, 279
Sistema homogéneo, 47 angulo entre, 165
solucgéo trivial de, 47 canonicos, 184
Sistema(s) linear(es), 30 colineares, 136
conjunto solucéo de, 31 combinacao linear de, 282
consistente, 63 componentes de, 138, 142, 144, 147
equivalentes, 34 comprimento de, 162
homogéneo, 47 coplanares, 195
solucdo (geral) de, 31 de estado, 15
Solugdo diferenca de, 134, 280
geral de sistema linear, 31 geradores, 313
trivial de sistema homogéneo, 47 iguais, 279
solve, 21 independéncia linear de, 289
Soma de subespagos, 331 linearmente (in)dependentes, 289
Subespaco(s), 308 multiplicagdo por escalar, 136, 140, 146, 280
dimensdo de, 318 mdltiplo escalar, 136, 280
gerado por, 313 norma de, 162, 341
soma de, 331 normal ao plano, 206
Submatriz principal, 424 nulo, 134, 280
subs, 64 ortogonais, 165, 344
subst, 466 paralelos, 136
sym, 21, 411 produto escalar ou interno de, 166, 341
syms, 20 produto misto de, 190
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produto vetorial de, 178
simétrico, 134, 280
soma de, 132, 140, 146, 280
unitario, 164, 352 o
unitérios, 351 \

zeros, 21
zoom3, 156, 176, 200
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