Questao 01 [1,25]

Determine um mimero inteiro entre 1200 e 1400 que deixa restos 2 e 6 quando dividido, respectivamente, por 11 e 13.

Solugdo:

{XEZmodll
X = 6mod 13

Vamos resolver pelo Teorema Chinés dos Restos:
c =2, cy; =6, M=11-13 =143, M; =13, M, =11

{13YE 1 mod 11 :{y1 =6
11Y = 1 mod 13 Y, =6

Assim,

X =Myy,c+ Myyyc, =13-6-2+11-6-6 = 156 + 396 = 13 + 110 = 123 mod 143

Logo,

x =143k + 123 = 1200 < 143k + 123 < 1400 > 1077 < 143k < 1277 >k = 8

Portanto, o Unico nimero inteiro que satisfaz o enunciado é:

x=143-8+ 123 > x = 1267
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Questao 02 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,50; (c)=0,25 ]

Para cada sentenca abaixo, diga se ela é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.
(a) Existe um mimero real = tal que 5z +7 <2 —z < Tz + 8.

-l 4 “
z“ + :c+3>

b) Se x é um numero real tal que r > 3, entao ——— ]
(b) T 2 -4z +37

(c) Para todo mimero real z, tem-se que z < 1 = 22 < 1.

Solugdo:

(a)

5
X< —=
_ 6x < =5 6. _3 2 3.2
S5x+7<2 x<7x+8:>{8x>_6=> 3> 4<x< ¢, mas 4> 6 (F)
x> ——
4
(b)
x?2+4x+3 (x+1(x+3)
x>3=>m20<:x>3@m20@x>3=)(xﬁ—3)V(—13X<1)V(X>3) 2
R
——
-3 -1 1 3

(c)

para x = =2 tem-se: —2<1=>4<1 (F)
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Questao 03 [ 1,25 ::: (a)=0,25; (b)=0,50; (c)=0,25; (d)=0,25 ]

Seja D um ponto no interior de um triangulo equildtero ABC de lado £ tal que AD =T, BD =8 e CD = 5. Considere
um ponto E no exterior do tridingulo ABC, conforme a figura, tal que o angulo DCE = 60° e CD = CE.

(a) Mostre que os triangulos ACE e BC'D sao congruentes.
(b) Determine os comprimentos dos segmentos AE e DE.
(c) Encontre a medida do angulo AED.

(d) Encontre o valor de £.

Solucgao:

(a)

AC = BC, pois AABC é equilatero; £ACE = £BCD, pois £ACE + £ACD = 60° = £BCD + £ACD;
CE = CD, do enunciado.

Portanto, pelo caso LAL, os triangulos ACE e BCD sao congruentes.

(b)

AE = BD = AE =8

ADCE é equilatero, logo DE = CD = DE =5

(c)

Seja 8 = LAED. Assim, pela Lei dos Cossenos, temos:
_ - - 1
ADZ=AE2+DE2—2'AE'DE'C059=>49=64+25—2'8'5'COSH=>C059=§=>9=60°

(d)

Seja® = £LAEC = 0 + 60° = 120°. Assim, pela Lei dos Cossenos, temos:

CA? =AE®? +CE?—-2-AE-CE -cos®P =2 =64+25—-2-8-5-c0s120° = #2 =129 = £ =+/129
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Questao 04 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Dizemos que dois polinémios p(X) e ¢(X) sao tangentes para X = r quando a diferenca p(X) — ¢(X) é divisivel por

(X —-r)s
(a) Mostre que p(X) =aX? +bX +ce g(X) = (2ar + b)X + (¢ — ar?) sao tangentes para X = r.

(b) Seja p(X) = @, X™ + - + as X2 + a1 X + ag, em que n > 2 e a; # 0. Encontre o polinomio de grau 1 que é
tangente a p(X') para X = 0.

(a)

Queremos mostrar que p(X) — q(X) é divisivel por (X — r)?, com

p(X) = aX?+bX +c e q(X) = 2ar + b)X + (c — ar?).

De fato,

p(X)—q(X) =aX?+bX +c— Qar+b)X —(c—ar?) =aX?+bX +c—2arX —bX —c + ar?

PC0) = q(x) _

pX)—qX) =a(X? =2rX+r¥)=aX-1)* > &S]

Portanto, p(X) — q(X) é divisivel por (X — r)?.

(b)

Sabemos que p(X) — q(X) é divisivel por X%, com

p(X) =a, X" +a,_ X"+ -+a;X+ap,n=2e qX)=aX +b.

Assim,

p(X) —q(X) = ap X"+ ap X" 1+ -+ X+ay—aX—b

p(X) —q(X) = a, X"+ ap_ X" 1+ -+ (a; —a)X + (ay — b)

Logo, p(X) — q(X) é divisivel por X*se a; —a=0 e a,—b = 0,o0useja, a =a, e b = a,.

Portanto, o polinémio que satisfaz ao enunciado é q(X) = a,; X + a,.
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Questao 05 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

(a) Quais sao os possiveis restos da divisio do quadrado de um niimero inteiro por 57

(b) Uma tripla pitagérica é uma tripla de inteiros positivos a, b e c tais que a2 4+ b? = ¢*. Use o item (a) para

mostrar que em toda tripla pitagérica sempre ha um miltiplo de 5.

Solugdo:
(a)
Seja 1y o resto da divisdo de n por 5. Assim,

n=romod5=>n?=r¢{mod5=rmod5=>r=rémod5 0=<r<5

B wWwNR oS
—_

GRS
L =]

Portanto, os possiveis restos sdo: 0, 1 e 4.

(b)
a’+b%2=c*mod5

Vamos supor que a e b ndo sejam multiplos de 5. Assim, temos os seguintes resultados possiveis:

a? b?* c?
1 1 2
1 4 0
4 4 3

Como 2 e 3 n3o sdo restos possiveis da divisdo de c? por 5, entdo c2 = 0 mod 5 = ¢ = 0 mod 5.
Logo, se na tripla pitagérica (a, b, ¢), a e b ndo sdo multiplos de 5, necessariamente c sera.

Portanto, na tripla pitagérica sempre havera um multiplo de 5.
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Questao 06 [1,25]

Um poliedro é dito inscritivel se existir uma esfera que passa por todos os seus vértices. Mostre que um prisma reto
cuja base é um poligono regular é um poliedro inscritivel.

Solugdo:

Queremos mostrar que existe uma esfera contendo os 2n vértices do prisma reto cuja base é um poligono
regular de n lados.

a) Por definicdo, os dois planos que contém as bases do prisma sdo paralelos.
b) Como o poligono da base é regular, entdo o poligono é inscritivel num circulo I7;.
c) Como o poligono da outra base é congruente ao anterior, entdo é inscritivel num circulo T,.

d) Como os circulos I'; e I, estdo em planos paralelos e as arestas laterais e a reta que passa pelos C; e C,
dos centros dos circulos sdo perpendiculares aos referidos planos (prisma reto), tais circulos estdo contidos
numa mesma esfera € de centro O (ponto médio dos centros dos circulos).

Portanto, fica demonstrado que o prisma definido no enunciado é inscritivel.

llustracao
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Questao 07 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

2b
. . _ 4 - ’ . . e
Seja f : (0, +<) = R, f(z) = az®* + et onde a e b sao niimeros reais positivos.

(a) Calcule f (\/g) .

(b) Use a desigualdade das médias para provar que o valor encontrado no item anterior é o valor minimo de f.

Solugdo:

(a)

f

6 |b
a

(b)
Pela Desigualdade das Médias, sabemos que, dados x4, x,, X3 positivos, tem-se:
A(xy, X2, %3) = G(x1, X2, X3)

-2

Sejam x; = ax*,x, = bx™2,x3 = bx™2. Logo,

X 6|b
A(ax* bx~2,bx™%) > G(ax* bx™?,bx~?) > % > Vab? = f(x) =3Vab? - fym = f ~
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Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 |

Um o6nibus possui 32 poltronas distribuidas em 8 fileiras, ou seja, quatro em cada fileira, duas em cada lado do
corredor. Pergunta-se:

(a) Se forem os primeiros a entrar no 6nibus, de quantas formas uma crianca e seus dois responsaveis podem ocupar
trés poltronas do 6nibus de modo que todos fiquem na mesma fileira e um dos adultos fique ao lado da crianca,
sem que esteja separado pelo corredor?

(b) Se outras 29 pessoas ja entraram no 6nibus, ocupando as poltronas de forma completamente aleatéria, deixando
apenas 3 poltronas livres, qual a probabilidade de que seja possivel os trés se sentarem da forma estabelecida
no item anterior?

Solugao:
(a) As formas possiveis para cada uma das 8 fileiras, com a crianca de um dos lados do corredor, sdo:

(C,AB,V),(CAV,B),(ACB,V),(ACV,B),(AYV,CB),(V,ACB)(AVY,B,C),(V,AB,C) > 8 formas

Portanto, no total, existem 8 - 2 - 8 = 128 formas possiveis.

(b) O espaco amostral é formado por todas as permutacdes com repeti¢cdo de 29 poltronas ocupadas e 3
vazias (corresponde ao nimero de anagramas da palavra 0000 --- OVVV):

=160-31

Q] = PRZ — 320 32-31-30
82 T 31(32-3) 3-2-1

O evento que representa a regra estabelecida no item anterior é formado pelo total de fileiras, que, pelo
Principio Fundamental da Contagem, deve ser multiplicado pela quantidade de poltronas que podem ser
ocupadas em cada fileira, ou seja:

|E| =8-4 =32
A probabilidade p em questdo é dada por:

IE| 32 1 1
= —_—= = = [ —
o] 160-31 5-31 P 155
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