ENQ -2019-1

(versdo atualizada em 11/03/2019)

Q1. Resolva as seguintes recorréncias:
(@) anyp —5apy1 +4a, =0, ay,=1, a; = 3.

(b) apyy —4a,4q1 +4a, =2" ay=-1, a; =6.

Uma solucdo resumida:

(@) apy2 —5a441 +4a,=0,a,=1, a;, =3

Equacgado caracteristica:

2—5r+4=0=>nr=1nrn=4

Solugao geral:

A, = 11" + 1)t = a, = ¢q + 4"

Solugado da recorréncia dada:

n=0:aqy=c;t+c; =1

n=1a, =c¢; +4c, =3
1 2

N0 =z Cp ==

3’ 3

Resolvendo o sistema de equacdes e substituindo na solucdo geral, temos:

1 2 1
—_ — _4n=_22n+1 1
a, 3+3 3( +1)
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(b) apsz —4apsq +4a,=2" ay=-1,a, =6

Equacgado caracteristica da recorréncia homogénea associada:

r2—4r+4=0=>0-2)>=0=>r=2

Solucdo geral da recorréncia homogénea associada:

b, = (c; + ncy)r™ = b, = (¢; + nc,)2"

Solugdo particular da recorréncia dada:
¢, = kn?2"
Cni1 = 2kn?2™ + 4kn2™ + 2k, 2™
Cn+z = 4kn?2™ + 16kn2™ + 16k, 2™

Cnaz — 4Cpyq + 4cp = 2™ = 4kn? + 16kn + 16k — 8kn? — 16kn — 8k + 4kn? =1 >
1
$16k—8k=1=>k=§

nzn
Fon =gl

Solugdo geral da recorréncia dada:

n? n?
an, = by, + ¢, = (c; + ncy)2™ +§2” = <c1 + nc, +§> 2"

Solugado da recorréncia dada:
a0=C1—_1 C1=—1
1 = 31
a1=(C1+C2+§>'2=6 C2:_

31n  n?
LAy = <—1 +T+§> 2N = 2"‘3(n2 + 31n — 8)
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Q2.

(a) Prove, usando indugdo, que 11™%2 + 122"*1 & divisivel por 133, para qualquer
numero natural n.

(b) Prove, usando congruéncias, que 11™*2 + 122"*1 & divisivel por 133, para
qgualquer nimero natural n.

Uma solucado resumida:

(a) Queremos provar que Vn € N, 11"+2 + 122"+1 = 133k para algum k € N.

Vamos provar por inducdo sobre n.
i) A'igualdade é vélida paran = 1, pois:
11142 4122141 =113 + 123 = (11 +12)(112 - 11-12 + 12%) = 133 - 23

ii) Supondo, por hipdtese, que a igualdade é valida para um n € N, vamos verificar se é
valida paran + 1:

11+D+2 122+ 1D)+1 — {1.117+2 4 144 - 122n+1 =
=11-11"*2 + 133 - 11™2 — 133 - 11"*2 4 144 - 122"+ =
= 144 - 11™*% 4 144 - 122"*1 — 133 - 112 =
= 144 - (1142 + 122"+1) — 133 - 117+2

Mas, por hipétese, 11"+2 + 1227*+1 = 133k, logo:
11+ D+2 4 122+ D+1 — 144 . 133k — 133 - 11"+2 = 133 - (144k — 117*2)
onde 144k — 11"*2 = k'e k'’ € N.

Portanto, pelo Principio da Inducdo Finita, concluimos que:

vn € N, 112 4+ 122"*1 = 133k para algum k € N.
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(b) Vamos provar que 1172 + 1227*1 ¢ divisivel por 133, qualquer que sejan € N.
De fato,
11742 4122741 = 121 - 11"+ 12 144" = —12- 11" + 12 - 144" =
=12-(144"-11") =12-(144—-11) = 12-133 = 0 (mod 133)

Portanto, 11"+2 + 122"+1 & divisivel por 133, qualquer que sejan € N.
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Q3. Dado um numero real x, o piso de x, denotado por |x], é o Unico inteiro k tal que
k<x<k+1.

(a) Considere a e b, respectivamente, o menor e o maior nimero natural comn
algarismos expressados no sistema decimal. Forneca expressdes algébricas paraa e b
em funcdo de n.

(b) Mostre que a quantidade de algarismos, no sistema decimal, do nimero inteiro
positivo N é igual a |log N] + 1, onde log é a fungdo logaritmo decimal.

(c) Mostre que se p é um inteiro positivo, entdo 2P — 1 tem |p - log 2| + 1 algarismos
no sistema decimal.

Uma resolucdo resumida:

(a) Para encontrar as expressdes, basta notar o padrdo para algumas quantidades de
algarismos:

1 algarismo: a =0, b=9

2 algarismos: a = 10, b =99

3 algarismos: a = 100, b =999

n algarismos: a, = 101, b, = 10" — 1

Obs.: pode-se provar por inducao.

(b) Seja N um numero inteiro positivo de n algarismos. Assim,
a, <N<b,>10"1<N<10"—-1>n-1<logN<n=

>n—1=|logN|=>n=|logN]+1

(c) Pelo item anterior,
n—1<logN<n N=2P-1=10"1<2P-1<10">
5101 +1<2P<10"+1>n—-1<log2? <n=
>n—1=|log2?]>n=|p-log2]+1
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Q4. Dados dois segmentos de comprimentos s e g, com s > 2q, indique a construgdo
com régua e compasso, de segmentos cujos comprimentos sejam iguais as raizes da
equacdo do segundo grau x? — sx + g% = 0.

Uma resolucdo simplificada:

1. Primeiro, vamos resolver a equacao pela Fdrmula de Bhaskara:

si,/52—4q2:>x_si\/(s+2q)(s—2q)

2 2

X =

Logo,

s+t s—t
x1= 2 ] x2= 2 ]

2. Trace uma reta r, e marque os pontos O e P em 7, tais que PO = s;

t2=(s+2q)(s—2q)

3. Trace o circulo de centro O e raio 2q, determinando os pontos Ae B em;

4. Encontre o ponto médio M de PO e trace o circulo de centro M e raio PM,
determinando o segmento PT, onde T é o ponto de tangéncia da semirreta PT com o
circulo de centro O;

5. Pela Poténcia de P em relag¢do ao circulo de centro 0, tem-se:
PT? = PA-PB = PT? = (s + 2q)(s — 2q)
Assim, PT = t. Portanto, t? = (s + 2q)(s — 2q)
6. Trace o circulo de centro P e raio t, determinando em r os pontos R e S;
7. x1 € a metade da medida do segmento 0S;

8. x, é a metade da medida do segmento OR.

llustracdo da construgdo descrita:

____"_._..A-"
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Q5. Sejam A e B conjuntos finitos e ndo vazios com, respectivamente, a e b
elementos.

(a) Qual a relacdo entre a e b para que exista alguma funcdo bijetiva de A em B? Nesta
condicdo, quantas fungdes bijetivas existem?

(b) Qual a relagdo entre a e b para que exista alguma funcdo injetiva de A em B? Nesta
condicao, quantas fungdes injetivas existem?

Uma resolucdo resuminda:

(a) Para que exista funcdo bijetiva de A em B, basta que 4 e B tenham a mesma
quantidade de elementos, ou seja, a = b. Neste caso, existem a! fun¢Ges bijetivas.

(b) Para que exista funcdo injetiva de A em B, basta que A ndo tenha mais elementos
b!

(b—a)!

do que B, ou seja, a < b. Neste caso, existem funcdes injetivas.
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Q6. Considere a fungdo polinomial f: R — R, dada por:
f(x) = (x?+2019x — 1)? + (2x + 2019)?
(a) Determine as constantes k e h tais que a funcdo possa ser reescrita da maneira:
fX)=@*+kx+1)*+h

(b) Usando a expressao encontrada no item anterior, encontre o menor valor real a,
assumido pela fungdo f.

(c) Encontre a média aritmética de todas as raizes reais da equagdo f(x) = a, com «
encontrado no item anterior.

Uma resolucdo resumida:

(a) Como as duas expressdes representam a mesma fungdo f, suas derivadas em
relacdo a x também sao iguais. Assim:

d d d
Y L[ 4 kx+ 1% + h] = = (62 + 2019% — )7 + (2% + 2019)?] =
dx dx dx

=202x+k)(x* +kx+1) =2(2x +2019)(x? + 2019x — 1) + 4(2x + 2019) =
> Qx+k)(x?+kx+1) =(2x+2019)(x? +2019x + 1) = k = 2019
Agora, comparando os dois valores numéricos de f(0), temos:

1+h=142019% = h =2019% = 4076361

(b) Substituindo os valores de k e h encontrados no item anterior, temos:
f(x) = (x? +2019x + 1)? + 20192

Como o menor valor da primeira parcela é 0, entdo a = 20192.

(c) Vamos escrever a equagdo f(x) = «, ou seja,
(x%2 +2019x + 1)? + 20192 = 20192 = x?> +2019x +1 =0
Pelas Relacdes de Girard, temos:
X, +x, = —2019
Portanto, a média das 4 raizes da equagdo quartica f(x) = a é dada por:
—2019 — 2019 2019

4 = MA(xll X2, X3,x4) = _T

MA(x1, X3, X3,X4) =
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Q7. Um recipiente cilindrico de base circular estd parcialmente cheio de dgua. Quando
“deitado”, isto é, apoiado sobre uma de suas geratrizes, o nivel da agua atinge um
qguarto do didmetro d da base do cilindro, conforme figura. Quando o cilindro é
“levantado”, isto é, apoiado sobre uma de suas bases, o nivel da agua atinge que
fracdo da altura h do cilindro?

Observagao: Considere desprezivel a espessura das paredes e das bases do recipiente.

N i

h

Uma resolucdo resumida:

Seja V o volume do recipiente e I/, o volume da agua no recipiente.

O volume V, no recipiente deitado é dado pela area do segmento circular multiplicado
pela altura h.

Calculo da area S, do segmento circular de raior = d/2 e angulo a = 120°:

T V3 T 3
S, = S(setor) — S(tridngulo) = S, ==r?——1r? =S5, =|=——|r?
3 4 3 4
Célculo da altura h’ do nivel da dgua quando o recipiente estd levantado:
, , (m 3 . (1 V3
Vo =mr?h, V, = Ssh = nr’h’ = (TT)rzh: " <§_E>h
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Qs.

(a) Determine o menor numero natural ¢ para o qual a equagdo 5X + 7Y = ¢
tenha exatamente 4 solu¢des em N U {0}.

(b) Determine, explicitamente, as 4 solu¢des obtidas no item (a).

Uma resolucdo resumida:

(a) Solugdo geral da equagdo 5x + 7y = 1,x,y € Z:
Uma solugdo particular pode ser: xo = 3, yo, = —2. Assim, sua solugdo geral sera:

{x=3—7t
y=-2+5t

Solugdo geral para a equagdo 5x + 7y =c¢; x,y € Z:

{x=3c —7t=>{5x=15c — 35t
y=—2c+5t 7y = —14c + 35t

Pondo x = 0 e somando as equagdes, temos 7y = c.
Pondo y = 0 e somando as equagdes, temos 5x = c.
Logo, c é multiplode 7 -5 = 35, isto é, c = 35k, k € N.

Vamos verificar qual o menor valor de ¢ que resulta em 4 valores de t na equagao
original:

{033'35k —7t:>{0315k —t =>{t315k=>14k3t315k

0<-2-35k +5t 0<—-14k +t t > 14k

Sejam ty, t,, t3, t4 quatro valores consecutivos de t. O menor valor de k tal que s6
existam os quatro valores no intervalo é 3, assim

Portanto, c = 35k, k =3 = ¢ =105
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(b) Vimos no item anterior que a solucdo geral da equacdo é dada por:

{x =3c -7t
y =—2c+ 5t
Substituindo ¢ = 105, temos:
{x =315 -7t
y =-210 + 5t

Portanto, temos as seguintes soluces para 42 < t < 45:

Solucdo 1:
{x=315 —7t:{x=315 —7-42:{x=21
y=-—210+5t y=-210+5"-42 y=0
Solucdo 2:
{x=315 —7t:{x=315 —7-43:{x=14
y=-210+ 5t y=-210+5-43 y=5
Solucdo 3:
{x=315 —7t:>{x=315 —7-44:{x=7
y =-—210+ 5t y=-210+5-44 y =10
Solucdo 4:

{x=315 —7t=>{x=315 —7-45:{x=0
y=-210+5t ~(y=-210+5-45 y=15

Que prova trabalhosa!!
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