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CAPITULO 1 - ESTATISTICA

1.1 - Do que trata a Estatistica

A esséncia da ciéncia € a observacdo. A ciéncia que se preocupa com a
organizacgdo, descri¢do, analise e interpretacdo dos dados experimentais é denominada de

Estatistica, um ramo da Matematica Aplicada. A palavra estatistica provém de “Status”.

1.1.1 - Grandes areas

O diagrama seguinte mostra 0 contexto em que se situa o estudo da Estatistica,

aqui subdividido em Estatistica Descritiva e Estatistica Indutiva (ou Inferencial).

Célculo de
Probabilidade

Estatistica

Amostragem
Descritiva

Estatistica

Indutiva

A Estatistica Descritiva esta relacionada com a organizacédo e descri¢do de dados
associada a calculos de médias, variancias, estudo de graficos, tabelas, etc.. E a parte mais
conhecida .

A Estatistica Indutiva é o objetivo basico da ciéncia. A ela estd associada,
Estimacéo de Parametros, Testes de Hipoteses, Modelamento, etc..

No Célculo de Probabilidades, est4 a esséncia dos modelos N&o-Deterministicos
e a corroboracdo de que toda inferéncia estatistica esta sujeita a erros.

A Amostragem €é o ponto de partida (na pratica) para todo um Estudo Estatistico.
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Aqui pode se ter origem um problema bastante comum em Engenharia: “Analise profunda

sobre dados superficiais ! ”.

1.1.2 - Modelos

Um dos objetivos da analise de dados é buscar um modelo para as observacoes.

Na figura abaixo, duas variaveis estdo representadas.

yﬂ

I Residuo

Modelo

<V

De um modo esquematico, podemos entdo escrever que:

Dado = Modelo + Residuo (D =M + R)

Tukey (1977) chama M de parte “suave” dos dados e R de parte “grosseira”.

A anélise de R é tdo importante quanto a de M.

Os modelos podem ser essencialmente deterministicos ou nao-deterministicos
(probabilisticos ou estocasticos). Nos deterministicos as condigfes sob as quais um

experimento é executado determina o resultado do experimento.
Ex.: | pode ser determinado por V/R em um circuito elétrico resistivo elementar.

Nos modelos ndo deterministicos usa-se uma Distribuicdo de Probabilidade.
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EX.: Pecas sdo fabricadas até que x pecas perfeitas sejam produzidas; o numero total de pecas
fabricadas é contado. Usa-se uma distribuicdo, no caso a Geométrica, para a tomada de

decisdes

1.1.3 - Populacido e Amostra

O estudo de qualquer fendmeno, seja ele natural, social, econdmico ou bioldgico,
exige a coleta e a analise de dados estatisticos. A coleta de dados é, pois, a fase inicial de
qualquer pesquisa.

A Populacdo é a colecdo de todas as observagdes potenciais sobre determinado
fendmeno. O conjunto de dados efetivamente observados, ou extraidos, constitui uma
Amostra da populacio. E sobre os dados da amostra que se desenvolvem os estudos, com 0

objetivo de se fazer inferéncias sobre a populacéo.

1.2 - Analise exploratéria dos Dados

Os erros e inconsisténcias ocorridos na coleta de dados devem ser corrigidos. As
amostras de dados devem ser agrupadas de forma que seu manuseio, visualizacdo e

compreensédo sejam simplificados.

1.2.1 - Tipos de variaveis

Os dados coletados em uma primeira fase podem ser definidos como variaveis

qualitativas ou quantitativas, de acordo com a seguinte figura:

_____—» Nominal

Qualitativa
" T Ordinal

Variavel
% Discreta
Quantitativa
Continua
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Ex.: Para uma populacdo de pecas produzidas em um determinado processo,

poderiamos ter:

Variavel Tipo

Estado: Perfeita ou defeituosa Qualitativa Nominal
Qualidade: 1% 2% ou 3° categoria Qualitativa Ordinal
N° de pecas defeituosas Quantitativa Discreta
Diametro das pecas Quantitativa Continua

1.2.2 - Agrupamentos de Dados e Distribuicdo de Fregiiéncias

Quando se vai fazer um levantamento de uma populacdo, um dos passos € retirar
uma amostra desta populacgdo e obter dados relativos a variavel desejada nesta amostra.

Cabe a Estatistica sintetizar estes dados na forma de tabelas e graficos que
contenham, além dos valores das varidveis, 0 nimero de elementos correspondentes a cada
variavel.

A este procedimento esta associado o conceito de:

e Dados brutos: E o conjunto de dados numéricos obtidos e que ainda néo foram
organizados.

e Rol: E o arranjo dos dados brutos em ordem crescente (ou decrescente).

e Amplitude (H): E a diferenca entre o maior e 0 menor dos valores observados.

eFreqiiéncia absoluta ( n;): E o nimero de vezes que um elemento aparece na
amostra:

ini =n onde n é o numero total de dados da amostra e k € o nimero de valores

1

diferentes na amostra.

e Frequéncia Relativa ( f,):

e Frequéncia Absoluta Acumulada (N;): E a soma da freqiiéncia absoluta do

valor da variavel i com todas as frequéncias absolutas anteriores.
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¢ Frequéncia Relativa Acumulada (F):

N.

n

EXx.: Populacdo = Diametro de determinada pecga (em mm).
Dados brutos: { 168, 164, 164, 163, 165, 168, 165, 164, 168, 168 }

Rol
H=168-163=5
X ni | fi | Ny | Fi
63| 1 (01| 1 |01
164 | 3 {03 | 4 |04
165| 2 [ 02| 6 |06
168 | 4 (04| 10 | 1.0
by 10 | 1

: {163, 164, 164, 164, 165, 165, 168, 168, 168, 168 }

Obs.: Esse tipo de tabela é denominada de

“Distribuicdo de Frequéncias”.

Questdo: Como implementar um programa computacional que forneca o rol de

2000 valores de uma determinada variavel, de maneira 6tima?

1.2.3 - Classes

As classes sdao um artificio para condensar o numero de elementos diferentes de

uma amostra. Imagine construir uma tabela para 200 valores diferentes, nos moldes do

problema anterior?

Os principais pré-requisitos para uma boa defini¢do de classes em um conjunto de

dados sdo:

a) As classes devem abranger todas as observacoes;

b) O extremo superior de uma classe é o extremo inferior da classe subsequente

(simbologia: |—, intervalo fechado & esquerda e aberto a direita);

c) Cada valor observado deve enquadrar-se em apenas uma classe;

d) k<25, de um modo geral, sendo k o nimero de classes;

e) As unidades das classes devem ser as mesmas dos dados.
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Calculo de k (opcbes néo rigidas):

e Férmula de Sturges:

k=1+ log)

ek =N

Obs.: N é o numero de elementos diferentes da amostra e em muitas vezes pode

ser considerado N = n

Geralmente, temos ainda:

e Intervalo da classe (h): h=H/k

e Ponto médio da classe ( xj ): Ponto médio entre o limite inferior e o limite

superior de cada classe .

Ex.: Construcdo da distribuicdo de fregliéncias contendo classes:

Obs.: A partir dos dados que ndo estdo em negrito pode-se montar toda a tabela.

Confiral.

1.2.4 - Graficos

Tradicionalmente, uma analise descritiva dos dados se limita a calcular algumas

X Xi Ni Ji| % | N Fi | F%
10b—20| 15 | 2 [004| 4 | 2 |004]| 4
20—30| 25 | 12 (024 | 24 | 14 | 0.28| 28
30 }—10| 35 | 18 | 036 | 36 | 32 | 0.64 | 64
40 —50| 45 | 13 [026| 26 | 45 | 09 | 90
50 —60| 55 | 5 | 01 | 10 | 50 | 5.0 | 100

medidas de posicao e variabilidade, como média e variancia, por exemplo.

Contraria a esta tendéncia, uma corrente mais moderna, liderada por Tukey ,

utiliza principalmente técnicas visuais, representacdes pictoricas dos dados, em oposi¢cdo aos

dados numeéricos.
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Os principais graficos serdo sucintamente descritos a seguir. E importante lembrar
gue os modernos programas computacionais de Edicao de Texto, Planilha Eletrénica e Banco
de Dados facilitam em muito a manipulacdo com gréficos. Alguns desses programas sdo:
Word, Wordperfect, QuatroPro, Lotus, Dbase, Excell, ...

¢ Histograma e poligono de fregliéncia.

froun; 4 o, 4 Histograma
' ' ! ' alisado
+ =
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i . .
— X X
Classe

As areas dos retangulos sdo proporcionais as frequéncias e o poligono utiliza os
pontos médios das classes. O histograma alisado € obtido quando o intervalo da classe é
diminuido suficientemente para que uma curva continua possa ser tracada. Tal curva é muito
util para ilustrar rapidamente qual o tipo de comportamento que se espera para a distribuicéo
de uma dada variavel. No capitulo referente a variaveis aleatorias continuas, voltar-se-a a
estudar esse histograma sob um ponto de vista mais matematico.

Ex.: Construcdo da tabela de distribuicdo de freqiiéncias a partir do histograma de

classes desiguais.

ot X N fi
10 10 —20| 4 4124
8 20 —30| 6 6/24
: 30 b—40| 10 10/24
z 40 |—60| 4 4/24 1
—I > z 24 1
10 20 30 40 60 X
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e QOgiva (De Galton)

Ni,Fi

\/

A ogiva utiliza os pontos extremos das classes e € usado em frequéncias
acumuladas. Tal gréafico pode fornecer informacdes adicionais por meio de simples operacGes

gréficas.

Ex.: Para um valor de F; correspondendo a 0.5 (50%) pode-se chegar a mediana

(X') do conjunto de observagoes:

A Fi

3

X

o Gréaficos em barras (ou colunas)

1
I

As distribui¢bes ndo envolvem classes ou sdo qualitativas.
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¢ Gréfico de pontos

Para pequena quantidade de elementos.

e Grafico em setores

As subdivisdes sdo mensuraveis.

e Grafico em linha

fi ,ni

> X = classe

Um dos mais utilizados. Nao ha observac6es intermediarias.

1.2.5 - Ramo-e-folhas
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Alternativo ao grafico, o0 Ramo-e-Folhas é uma boa pratica (sempre que possivel),

ao se iniciar uma andlise de dados.Temos aqui:

Ramos — | x X Folhas

— | X X X X X

Ex.: A ingestdo diaria média, per capita, em gramas, de proteinas para 33 paises
desenvolvidos é:
81 113 108 74 79 78 90 93 105 109 93
106 103 100 100 100 101 101 101 95 90 94
90 91 92 93 87 89 78 89 85 94 86

Construcdo do ramo-e-folhas:
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Exercicios |

01)

02)

03)

04)

05)

06)

Os pesos dos jogadores de um time de futebol variam de 75 a 95 quilos. Quais seriam 0s

extremos se quiséssemos grupa-los em 10 classes?

em certa época, os salarios mensais dos operarios de uma industria eletrénica variavam
de 1.500 a 3.250 unidades monetarias. Quais seriam 0s extremos se quisessemos grupa-

los em seis classes?

Os nameros de lugares vagos em v6os entre duas cidades foram agrupados nas classes
0F—5 5}—10 10}—20 20}—25 25}—30 30 ou mais.

Com esta distribuicdo é possivel determinar o nimero de vdos em que ha:

(@) menos de 20 assentos vagos; (b) mais de 20; (c) ao menos 9; (d) no maximo 9; (e)

exatamente 5; (f) entre 10 e 25?

Os pontos médios de uma distribuicdo de leituras de temperaturas sdo 16, 25, 34, 43, 52,

61. Determinar os limites de classe e o intervalo de classe.

Para agrupar os dados relativos ao nimero de dias chuvosos em julho durante os
ultimos 50 anos, um meteorologista utilizou as classes 0—5, 6—11, 12—16, 18—24,

24—31. Explique onde pode surgir dificuldades.

Construir o histograma para a distribui¢éo de frequéncias abaixo:

N° Empregados n;
0 — 10 5
10 — 20 | 20
20 |— 30 | 35
30 b— 40 | 40
40 — 60 | 50
60 — 80 | 30
80 |— 100 20
100 |— 140 20
140 |— 180 15
180 |— 260 15 Representar o Histograma alisado.
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07) Paradistribuicdo de freqiiéncia abaixo, construir a ogiva de Galton.

Salarios n;
4,00|— 8,00 | 10
8,00|— 12,00 | 12
12,00|— 16,00 8
16,00|— 20,00 5
20,00|— 24,00 1

Aproximadamente, qual o salario S tal que 50% dos funcionarios ganham menos que S.

08) Os dados abaixo referem-se a producdo em toneladas, de dado produto, para 20

companhias quimicas (numeradas de 1 a 20).

(1,50), (2,280), (3,50), (4,170), (5,180)
(6,500), (7,250), (8,200), (9,1050), (10,240
(11,180),  (12,1000),  (13,1100),  (14,120),  (15,4200)
(16,5100),  (17,480),  (18,90), (19,870),  (20,360)

Construir o ramo-e-folhas das producdes.
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1.3 - Medidas Estatisticas

A reducdo dos dados através de ramo-e-folhas e tabelas de freqiiéncias fornece
muito mais informacgfes sobre o comportamento de uma variavel do que a prépria série
original de dados. Contudo, muitas vezes queremos resumir ainda mais esses dados,
apresentando um ou alguns valores que sejam representativos da série toda. Quando usamos
um so valor, obtemos uma reducdo dréstica dos dados.

As principais medidas estatisticas (ou simplesmente estatisticas) referem-se as
medidas de posicdo (locacdo ou tendéncia central) ou as medidas de dispersdo (ou

variabilidade):

1.3.1 - Medidas de posicdo

Mostram o valor representativo em torno do qual os dados tendem a agrupar-se

com maior ou menor freqiiéncia.

e Média Aritmética simples (X) —(ou simplesmente média)

g Xt Kotk Xy i
n n

Usada em dados ndo agrupados em classes .

e Média Aritmética ponderada (também x)

IR

X P Xy P, e X )
= Xt X P n P _ i onde,

P+ P, +--+ P, zp_

pi = peso da amostra x;

Agora, para dados agrupados em classes, temos:

i‘;x” ixn_ixf
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A média aritmética simples pode ser vista como a média ponderada com todos 0s
pesos iguais. Para efeito de nomenclatura sempre trataremos a média aritmética simples ou

ponderada simplesmente por média (X).

e Mediana (X)
E o valor “do meio” de um conjunto de dados, quando os dados estdo dispostos
em ordem crescente ou decrescente.

Para dados ndo agrupados em classes:

.. _ (n+1Y°
Senéimpar > x=(7j termo

(n)o termo + (n + 1)0 termo
2 2

Senépar— X = >

Ex.: {35,36,37,38,40,40,41,43,46| = X = 40

_ 15+16
{12,14,14,15,16,16,17,20| = X = ;=155

e Média x Mediana

A média é muito sensivel a valores extremos de um conjunto de observacGes,
enguanto a mediana ndo sofre muito com a presenca de alguns valores muito altos ou muito
baixos. A mediana é mais “robusta” do que a média.

Devemos preferir a mediana como medida sintetizadora quando o histograma do
conjunto de valores é assimétrico, isto €, quando ha predominancia de valores elevados em
uma das caudas.

Ex.: {200, 250, 250, 300, 450, 460, 510 }

X = 345,7 X =300

Tanto X como X sdo boas medidas de posicao.
Ex.: {200, 250, 250, 300, 450, 460, 2300 }

X =601 X =300

Devido ao valor 2300, X é preferivel a X .

e Percentis
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“ O percentil de ordem 100.p, 0 <p<'1, de um conjunto de valores dispostos em
ordem crescente € um valor tal que (100 p)% das observacdes estdo nele ou abaixo dele e

100 (1 - p)% estéo nele ou acima dele.”

Os percentis de ordem 25,50 e 75 séo chamados de quartis. Representam-se por
Q1, Q. e Q3. Naturalmente Q,= X.
Os decis s&o os percentis de ordem 10, 20, ... 90.

Ex.: Para valores de 51 a 100, ordenados crescentemente:
Q1 deixa 25% dos dados (12,5 = 13 valores) nele ou abaixo dele e 75% dos
dados (37,5 = 38 valores) nele ou acima dele. Assim: Q; = 63.

Similarmente, Pgy deixa 80% dos dados (40 valores) nele ou abaixo dele e 20%

. . 90+91
dos dados (10 valores) nele ou acima dele. Assim: P, = Ty = 90,5

Obs.: Os programas computacionais usam regras de interpolacéo para o célculo de

percentis e diferem ligeiramente dos valores acima (No Excel, por exemplo, Q; = 63,25)

Para dados agrupados em classes, os percentis podem ser obtidos por interpolacéo
linear (regra de trés simples). Para Psy = Q, =X, por exemplo, temos:

X =L, +—(n/2)— N,
n.

-h

O exemplo a seguir explica os termos desta “férmula”. Faca a associacgéo!

Ex.: Dada a distribuicdo de frequéncia de uma variavel X qualquer:

X Xi ni | Ni
1,810 |— 1,822 {1,816 | 7 7
1,822 |— 1,834 (1,828 |14 |21
1,834 |— 1,846 |1,840 |18 |39
1,846 |— 1,858 |1,852 | 7 |46
1,858 |— 1,870 {1,864 | 4 |50

Temos que, para (X), o 25° elemento (50% de 50), esta na terceira classe:

Estatistica - 13



N

18 89~
14
07
04| |14%|28% [36%
X

1.810 1.822 1.834 )A(‘ 1.846 1.858 1.870

18461834 X -1834
6% 8%
Logo X =1.837

Um outro processo grafico pode ser usado para o calculo desses percentis. (Veja

Ogiva de Galton). Tal processo exige rigor no tracado e deve-se preferir papel milimetrado.

Obs.: As calculadoras geralmente ndo fornecem mediana e percentis.

¢ A Média Aparada (ou media interna)
E obtida eliminando do conjunto as m maiores e as m menores observacdes.
Geralmente, 2,5% < m < 5% dos dados. Esta eliminacdo corresponde, na realidade, a

supressdo dos valores extremos - muito altos ou muito baixos. Tal média representa um valor

entre X e X.
Ex.: { 200, 250, 250, 300, 450, 460, 2300 }
B 250 + 250 + 300 + 450 + 460
X(m=1)= : =342

e A moda e a classe modal (m,)

E o valor que representa a maior freqiiéncia em um conjunto de observagdes
individuais. Para dados agrupados temos a classe modal. Em alguns casos pode haver mais de
uma moda. Assim temos uma distribuicdo bimodal, trimodal, etc...

Ex.:
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10— 20 | 15 | 2
20— 30 | 25| 4
30 |— 40 | 35 |10 = Classe Modal
40 |— 50 | 45 | 6
50 |— 60 | 55 | 2

Distribuicao
Bimodal

Mo Mo X

Obs.: A moda geralmente ndo é fornecida em calculadoras.

1.3.2 - Medidas de dispersao ou Variabilidade

Quase nunca uma Unica medida é suficiente para descrever de modo satisfatorio
um conjunto de dados. Torna-se entdo necessario estabelecer medidas que indiquem o grau de
dispers@o em relacédo ao valor central.

Nos seguintes conjuntos de dados, por exemplo:

A={3,4,56,7}

B={13579}

C={555/5}

D={3,55,7}

E={35565}

F ={-1000, 15, 1000 }

Temos em todos eles a mesma média. A identificacdo de cada um desses
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conjuntos de dados pela sua média nada informa sobre as diferentes variabilidades dos

mesmas. Algumas medidas que sintetizam essa variabilidade s&o:

e Amplitude (H):
Como anteriormente definida, H tem o inconveniente de levar em conta somente

os dois valores extremos, 0 maior € 0 menor deles.

» Desvio Médio (DM(x)), Variancia (S*Var(X) ou ¢*) e
Desvio Padréo (S,DP(X) ou o):

Aqui o principio basico ¢ analisar os desvios das observacdes em relacdo a média
das observagdes.

EmA={3, 45,6, 7 }por exemplo, os desvios x; - X sdo: -2, -1, 0, 1, 2. E facil
ver que a soma dos desvios, é identicamente nula e que portanto ndo serve como medida de

disperséo:
n n

n
Z(xl—T(): X, —2.X=nX-nX=0
i=1 i i

Duas opc¢0es para analisar os desvios das observagdes sao:
a) considerar o total dos desvios em valor absoluto ou;
b) considerar o total dos quadrados dos desvios.

Assim, para o conjunto A, teriamos, respectivamente

i‘xi —7‘=2+1+0+1+2=6 e
i=1

Zsl(xi —>‘()2 =4+1+0+1+4=10

i=1

Associando estas medidas a média, temos:

DM(x):f que é o desvio médio.
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Zn: (Xi - 7)2

s :'ﬂf que é a variancia ( Var(x))

Sendo a variancia uma medida que expressa um desvio quadratico médio, é
conveniente usar uma medida gque expresse a mesma unidade dos dados originais. Tal medida

é 0 desvio padrdo S (ou DP(x)), dada por:

S=+/5?

O uso do DM(x) pode causar dificuldades quando comparamos conjuntos de

dados com numero diferentes de observagdes. . T
Ex.:. EmA={3,4,56,7} temos: AD
DM(x) =6/5=12 e =
$2  =10/5=2 T B I
EmD={3557}  temos: } | P .E .:
DM(x) =10 e o b
52 =20 3 4 s 8 7

Assim, podemos dizer que, segundo o Desvio Médio, o Grupo D é mais
homogéneo (tem menor dispersdo) do que A, enquanto que ambos tem a mesma
homogeneidade segundo a variancia. O desvio médio possui pequena utilizacdo em estatistica

e em geral vale 0.8 vezes o desvio padréo

O célculo do desvio padrdo exige o célculo prévio da variancia e uma férmula

alternativa para S% é dada por:
2 n
(Xi - Y) Z X;*

Sh— . = |:1n — x? (Confira!)

Relacionados a inferéncia estatistica, alguns autores usam (n - 1) como divisor

para a variancia:

n

2 (Xi - )_()2
S? = HT e isto sera visto adiante (tendenciosidade).
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Obs.: Muitas calculadoras cientificas possuem duas medidas para desvio padrao.
Uma associada a divisdo por n (simbolizada geralmente por ¢ ou c,) € outra associada a
divisdo por n - 1 (chamada também de ndo-polarizada, simbolizada geralmente por S ou cp.1).

Verifique a simbologia usada pela sua calculadora, caso vocé possua umal!

Para dados agrupados em classes, a variancia é dada por:

> (x-7 - n K

52 == ou 8= (x-x)-f
n i=1

K
- no_
$?=>x"-f,-x* ou S$*=) xf?—x2
i=1

E intuitivamente claro que a multiplicacdo de cada parcela (xi - X)® por n

significa a repeticdo dos desvios quadrados (x; - X, n; vezes.
e Momentos de uma distribuicao de frequéncias

Definimos 0 momento de ordem t de um conjunto de dados como

Definimos 0 momento de ordem t centrado em relagdo a uma constante a como

2(& _a)

n

M

t

Especial interesse tem o caso do momento centrado em relagcdo a X, dado por

n

2% —X)"

i=1
m, = n

Conforme ja vimos nos casos da média e da variancia, as expressdes precedentes
podem ser reescritas levando-se em consideracdo as frequéncias dos diferentes valores

existentes. Temos entdo respectivamente,
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Mt — i=1 -

Z(Xi _a)t fi
Mta — i=1

Z(Xi - X)t fi
mt — i=1

E facil ver que:

n

Mi=X: m :O; |'T12:S2

e Escores padronizados (z;)

No contexto de um Unico conjunto de dados, o desvio padrdo pode ser
interpretado intuitivamente como unidade natural de dispersdo de dados. Essa interpretacédo é

utilizada na construcédo de “escores padronizados” de larga utilizacéo:

Repare que:

i) Xj - X considera o afastamento de x; em relacdo a média.

i) A divisdo por s toma s como unidade ou padrdo de medida.

Ex.: Dois grupos de pessoas acusam 0s seguintes dados:

Grupo Peso meédio Desvio Padrao
A 66.5 kg 6.38 kg
B 729 kg 7.75 kg

Nesses grupos ha duas pessoas que pesam respectivamente, 81.2 kg e 88.0 kg.

Usando o conceito de escore padronizado podemos ver que:
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| 812-665

emA: Z,= 638 =23 e
88-729

mB: =————=1

e Zg 775 95

Logo, a pessoa de A revela um maior excesso relativo de peso.

¢ Coeficiente de variacao (cv)

S
X

Cv =

cv exprime a variabilidade em termos relativos. E uma medida adimensional e sua

grande utilidade é permitir a comparacao das variabilidades em diferentes conjuntos de dados.

Ex.: Testes de resisténcia a tracdo aplicados a dois tipos diferentes de aco:

X (kg/mm?) | s (kg/mm?)
Tipo | 27,45 2,0
Tipo 1l 147,00 17,25
17,25
= = 0, e 0
cv, 27 45 7,29% cv,, 147 11,73%

Assim, apesar do Tipo | ser menos resistente, € ele mais estavel, mais consistente.

O uso do coeficiente de variacdo pode ser pensado considerando a questdo: Um

desvio padrdo de 10 se a média é 10.000 € bem diferente se a média é 100!

e Outros Topicos:
e Assimetria e Curtose

¢ Box Plots (Método dos cinco nimeros)
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Exercicios 11

01) Mostre que:

(2) D 04-%)=0

(b) ix —x ix —-nxX _ix —E
(c) in (x, -x) inx —nx?
(d) if ifx —-X?

02) O conjunto abaixo representa as notas do exame final de uma determinada turma:

54 50 15 65 70 42 77 33 55 92
61 50 35 54 75 71 64 10 51 86
70 66 60 60 71 64 63 77 75 70
81 48 34 73 65 62 66 75 60 85
64 57 74 60 63 85 47 67 79 37
66 45 58 67 71 53 23 61 66 88
58 48 73 76 81 83 62 75 69 68
66 71 66 67 50 76 60 45 61 74
a) Construir uma distribuicdo de freqiiéncia, adotando um intervalo de classe
conveniente, o histograma e o poligono de freqiiéncia. Construir o “ramo-e-folha”.
(Sugerem-se classes de tamanho 10, a partir de 10.)
b) Calcular a média, o desvio padrédo, a mediana, o 1° quartil e o 65° percentil.
c) Resolver (b) graficamente no que couber, com auxilio da ogiva de freqliéncia

acumuladas.

03) Dado o histograma abaixo, calcular a média, a variancia, a mediana e o 3° quartil. Sabe-

se que 0 numero total de observacdes é 90.

25

20

[ I 1 I I I |
10 20 30 40 50 60 70 80 90
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04)

05)

06)

07)

08)

09)

10)

Dado o conjunto de observagdes

120 107 95 118 150 130 132 109 136
(a) Determinar os quartis.

(b) Calcular a média aparada comm = 1.

(c) A média aparada praticamente coincide com a média aritmética simples. Por qué?
Esboce o histograma de uma distribuicdo que tenha média e mediana iguais.

Construir dois conjuntos de dados de mesma amplitude mas com variabilidade

diferentes.

Por engano, um professor omitiu uma nota no conjunto de notas de 10 alunos. Se as
nove notas restantes sdo 48, 71, 79, 95, 45, 57, 75, 83, 97 e a média das 10 notas é 72,

qual o valor da nota omitida.

Em certo ano, uma universidade pagou a cada um de seus 45 instrutores um salario
medio mensal de R$ 1.500, a cada um de seus 67 assistentes R$ 2.000, a cada um de
seus 58 adjuntos R$ 2.600 e a cada um de seus 32 titulares R$ 3.100. Qual o salario

médio mensal dos 202 docentes?

Sd0 o0s seguintes os ndmeros de alunos e respectivos QI médios em trés

estabelecimentos de ensino:

Estabelecimento | N°de Alunos | QI Médio

A 790 104
B 155 110
C 530 106

Qual é o QI médio global dos trés estabelecimentos? Que tipo de média foi utilizada?

Alega-se que, para amostras de tamanho n = 10, a amplitude amostral deve ser
aproximadamente trés vezes o desvio padrdo. Verifique a alegacdo com relacdo aos
seguintes dados que representam a velocidade de 10 carros cronometrados em um posto

de controle:

97 80 88 62 93 105 74 86 83 (Km/h).
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11)

12)

13)

14)

Calcule X, S? e S para os dados abaixo, onde os valores de x s&o pontos médios de

intervalos. Determine o escore padronizado para x = 80:

i 15 25 35 45 55 65 75 85 95 105
n; 1 5 12 18 21 19 10 7 6 1

Tempos, em minutos, de espera numa fila de 6nibus, durante 13 dias, de um cidadédo

que se dirige diariamente ao seu emprego:

15 10 2 17 6 8 3 10 2 9 5 9 13

Calcular a média, a mediante e a moda.

Dada a seguinte distribuicdo de idades dos membros de uma sociedade,

Idade Xi n; Idade Xi n;
15 |— 20 17 16 35 |—— 40 37 17
20 |— 25 22 35 40 |—— 45 42 8
25 |— 30 27 44 45 |—— 50 47 2
30 |— 35 32 27 50 |—— 55 52 1
Calcular:
a) Xes;
b) X, Qu, Qs;

c) o quartil médio dado por %(Q1 +Q,);
d) o intervalo interquartil Qs - Q;
e) o intervalo semi-interquartil dado por %(Q3 —Ql).

Nota: o quartil medio é as vezes usado como medida de tendéncia central em lugar da
média. O intervalo interquartil e o intervalo semi-interquartil sdo usados como

medidas de variabilidade.

Para comparar a precisao de dois micrdmetros, um técnico estuda medidas tomadas com
ambos os aparelhos. Com um mediu repetidamente o didmetro de uma pequena esfera
de rolamento; as mensuracGes acusam média de 5,32 mm e d.p. de 0,019 mm. Com

outro mediu o comprimento natural de uma mola, tendo as mensuragfes acusado média
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15)

16)

17)

18)

de 6,4 cm e d.p. de 0,03 cm. Qual dos dois aparelhos é relativamente mais preciso?

Uma pesquisa sobre consumo de gasolina deu o0s seguintes valores para a

quilometragem percorrida por trés marcas de carro (de mesma classe), em cinco testes

com um tanque de 40 I:

Carro A 400
CarroB 403
Carro C 399

397 401
401 390
389 403

389 403
378 395
387 401

Qual a medida mais adequada para comparar o desempenho dos carros?

O que acontece com a mediana, a média e o desvio padrdo de uma série de dados

quando:

a) Cada observagdo é multiplicada por 2;

b) Soma-se 10 a cada observacao;

c) Subtrai-se a média geral X de cada observacao;

d) De cada observacdo subtrai-se X e divide-se pelo desvio padréo.

A tabela abaixo mostra o tempo gasto por empregados numa determinada operacdo em

uma fabrica:
Tempo (min) | Freqléncia
10 — 15 5
15 }— 20 57
20 — 25 42
25 — 30 28
30 |— 40 18

desses funcionarios?

(tempo de 150 funcionarios)

Esboce o histograma correspondente;
Calcule a média, o desvio padrdo;

O presidente decide separar os funcionarios
mais rapidos (com tempo inferior a um
desvio padrdo abaixo da média) para

receberem promogdo. Qual a porcentagem

Em testes de resisténcia a tracdo aplicados a um tipo de aco, obteve-se um coeficiente

de variagdo de 8%. O escore padronizado obtido para uma resisténcia de 28 kg/mm? foi

de -0,4.

a) Qual a resisténcia média?

b) Qual o desvio padrdo?

c) O que significa o resultado negativo do escore padronizado?
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19) O histograma abaixo descreve o tempo (em min) gasto por funcionarios de uma fabrica

em uma determinada operacao:

n;
50 | I

30 |

20 |
15 |
10 ... .

5 10 15 20

a) Construa a distribuicdo para o histograma;
b) Calcule a média e o desvio padrao;

c) O presidente decide demitir os funcionarios mais lentos (com tempo superior a meio

desvio padrdo acima da média). Qual a porcentagem desses funcionarios?
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1.4 - Analise Bidimensional

Aqui, o interesse reside em analisar o0 comportamento conjunto de duas variaveis
e de um modo geral, podemos representar tais variaveis utilizando uma tabela de dupla

entrada, ou seja, uma Distribuicdo Conjunta das frequéncias das variaveis.

Assim, para duas variaveis
X=x,comi=1,2, ..ke

Y=y; comj=1,2, ..1, temos:
Y .
1 2 j L Total
X
1 nll n12 nlj r]lL le
Ny, Ny n2j Ny n,,
| nll r]|2 r]ij r]|L nio
k Ny q Ny 5 nkj Ny L Ny.
Total n., n., n.; n.. n..
Onde:

n; = numero de elementos pertencentes ao i-ésimo nivel da variavel X e j-ésimo

nivel da variavel Y.

L

n, = Z n; = numero de elementos do i-ésimo nivel da variavel X.
j=1
K

n, = z n; = numero de elementos do j-esimo nivel da variavel Y.
i=1

K L K L
=2 z n; =2.n. =2.n,; =n° total de elementos.
< :

j=1

| I
=

De modo analogo, podemos definir as frequéncias relativas (proporgdes) do

seguinte modo:

n. A oi
fi=—, fo="—ef,=—"
n
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Uma outra freqliéncia que pode ser construida é aquela para a qual se mantém fixa
uma linha. Para a i-ésima linha fixa, temos entéo:

n

f__:

i n—” ( leia-se freqiiéncia de j, dado i ), que é a proporgdo dentre 0s

individuos do i-ésimo nivel X que possuem a j-ésima caracteristica de Y.

Analogamente, temos:

nij
fi=n,

EXx.: Sejam as seguintes variaveis:
X = Curso escolhido

Y = Alunos segundo sexo.

Xi Yj | Masculino | Feminino | Total (Tabela A)
Economia 85 35 120 Distribuicdo conjunta das freqiiéncias das
Administragédo 55 25 80 variaveis X e Y.
Total 140 60 200

A linha e coluna de totais sdo chamados de marginais.

Uma tabela (dentre outras possiveis) poderia ser escrita a partir da Tabela A:
Xi Yj | Masculino | Feminino | Total (TabelaB)
Economia 61% 8% | 60% Distribuicéo conjunta das
Administragdo 39% 42% 40% | proporcGes em relagdo aos totais de cada
Total 100% 100% |100% | coluna.

n.
Nesse caso, temos (fi/j = i]
n .
°)

1.4.1 - Independéncia de variaveis

Um dos principais objetivos de uma distribuicdo conjunta é descrever a
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associabilidade existente entre as variaveis, isto é, queremos conhecer o grau de dependéncia
entre elas, de modo que possamos prever melhor o resultado de uma delas, quando

conhecemos a realizacdo da outra.

Ex.: A partir de uma renda familiar podemos estimar a classe social de uma

pessoa, pois sabemos da existéncia de dependéncia entre essas duas variaveis.

Usando uma distribuigdo conjunta, como a fornecida pela Tabela A, verificamos
que fica relativamente dificil tirar alguma conclusdo, devido a diferenca entre os totais
marginais. Por outro lado, usando a Tabela B, podemos observar que independentemente do
sexo, 60% das pessoas preferem economia e 40%, administracdo (observe na coluna de total).
N&o havendo dependéncia entre as varidveis, esperariamos estas mesmas proporgdes para
cada sexo. De fato, vemos que as proporc¢des do sexo masculino ( 61% e 39% ) e do feminino
(58% e 42% ) sao proximas das marginais ( 60% e 40% ). Esses resultados parecem indicar

ndo haver dependéncia entre as duas variaveis. X e Y sdo portanto variaveis independentes.

Observe agora a dependéncia quando os cursos sdo Engenharia e Ciéncias

Sociais.
Y X | Masculino | Feminino Total (TabelaC)
Engenharia 100 (83%) | 20 (17%) | 120 (100%) Distribuicdo conjunta das propor-
C. Sociais 20 (25%) | 60 (75%) | 80 (100%) coes em relagéo aos totais de cada
Total 120 (60%) | 80 (40%) | 200 (100%) linha.

n.
Nesse caso, temos [fj i= AJ
n.

1.4.2 - Coeficiente de Contingéncia ( C)

Existem algumas medidas que quantificam a dependéncia entre variaveis

nominais. Uma delas é o chamado coeficiente de contingéncia, C, devido a Pearson. Tal
coeficiente varia entre 0 e 1, e a proximidade de 0 indica total independéncia.

Ex.: O célculo de C pode ser entendido por meio do seguinte exemplo, onde
queremos verificar se a criacdo de determinado tipo de cooperativa estd associada com algum

fator regional. A tabela a seguir, sintetiza os dados coletados (Dados observados, 0;)).
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Estado Tipo de Cooperativa
Consumidor | Produtor Escola Outros Total
Sédo Paulo | 214 (33%) 237 (37%) 78 (12%) | 119 (18%) 648 (100%)
Parana 51 (17%) 102 (34%) | 126 (42%) 22 (7%) 301 (100%)
Rio G.Sul [111 (18%) 304 (51%) |139 (23%) | 48 (8%) 602 (100%)
Total 376 (24%) 643 (42%) [343(22%) [189 (12%) | 1551 (100%)

(Tabela D)
Distribuicéo
con-junta  das
propor-¢des em
relacdo aos totais

de cada linha.

n;;
2]

Tal tabela mostra a existéncia de uma certa dependéncia entre as variaveis. Caso

houvesse independéncia, esperariamos que em cada estado tivessemos 24% de cooperativas

de consumidores, 42% de produtores, 22% de escolas e 12% de outros.

Uma nova tabela, tabela E, poderia ser agora construida, onde teriamos todos 0s

valores esperados (ejj) caso as variaveis fossem independentes. E ela dada a seguir:

Estado Tipo de Cooperativa
Consumidor | Produtor Escola Outros Total
Séo Paulo | 156 (24%) 272 (42%) |142 (22%) | 78 (12%) 648 (100%)
Parana 72 (24%) | 127 (42%) |66 (22%) | 36 (12%) | 301 (100%)
Rio G.Sul |144 (24%) |254 (42%) [132 (22%) | 72 (12%) | 602 (100%)
Total 376 (24%) 643 (42%) | 343 (22%) |189 (12%) | 1551 (100%)
(nij = fi. n.j)

(Tabela E)
Distribuigéo
conjun-ta dos
valores es-perados

em relacdo  aos

totais das linhas.

Comparando as Tabelas D e E, podemos verificar as discrepancias existentes entre os valores

observados (0jj) e os esperados (ej;). Na proxima tabela, (F), evidenciamos essa discrepancia :
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Estado Tipo de Cooperativa (Tabela F)
Consumido | Produtor | Escola | Outros Desvios entre dados
r observados e esperados.
Séo Paulo 58 -35 -64 41
Parana 21 25 60 14 (n; =0; —¢&;)
Rio G. Sul -33 50 7 -24

Observe que:

i) A somaem cada linha é nula (soma dos residuos)

i) Em Escola - Séo Paulo, temos: 0j =178
e = 142

Ojj - €jj = -64

Em Escola - Parana, temos: 0ij = 126
gj =66

Ojj - €jj = 60

E facil ver que em relagdo aos valores esperados (ejj), 0 desvio em Escola - Parana
(60) é maior do que o desvio em Escola - Sdo Paulo (-64).Uma maneira de observar melhor
esses desvios relativos a ejj é considerar a seguinte medida:

€;

que para Escola - S&o Paulo fica:
(-64)°

142
para Escola - Parana fica:

(60)*
66

=2884 e

= 5454

A tabela a seguir indica todos os valores desses desvios relativos a ej;:
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Estado Tipo de Cooperativa (Tabela G)
Consumido | Produtor | Escola | Outros Desvios  entre  dados
r observados e esperados.
S&o Paulo 21,56 4,50 28,84 21,55 |( (Oi,- _, )2\|
Parana 6,12 4,92 54,54 5,44 L”ij N TJ
Rio G. Sul 7,56 9,84 0,37 8,00

Uma medida de afastamento global pode ser dada pela soma de todos os valores

da tabela G. Essa medida possui distribuicdo de y? (qui-quadrado) e, no nosso exemplo temos:

2
7= M — 2156+ 612+--8,00=173.24
i j

€

Quanto maior for o valor de ?, maior ser4 o grau de associagdo existente entre as

duas variaveis. Pearson propds o chamado coeficiente de contingéncia C definido por

2

4

C=
z2+n

onde 0<C<1, sendo C=0quando y*=0.

Uma melhor aproximacao de C para avaliar a independéncia de variaveis é dado

por:
t
Onde t = minimo entre 0 nimero de colunas e o nimero de linhas da tabela.
Assim, para 0 nosso exemplo, temos:
C= __ 11824 =032 e
17324 +1551
C'= 032 =0,40
Ic
3
A quantificacdo dessa independéncia podera ser vista futuramente em Testes de
Hipoteses
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1.4.3 - Coeficiente de correlacdo (r)

Um procedimento Util para se verificar a associacao entre variaveis quantitativas é
o grafico de dispersdo, que nada mais é do que a representacdo dos pares de valores (nuvem
de pontos) em um sistema cartesiano.

Admitamos um grafico de dispersdo como os dados a seguir, onde, através de uma

transformacéo conveniente a origem foi colocada no centro da nuvem de pontos:

A Py A A
°
° o ¢ ° o o
.—' e » ® ° > .—' e >
o ° ° °
(]
(A) (B) (©)

Em ( A ) os dados possuem uma certa associacdo linear direta (ou positiva).
Observando-os, notamos que a grande maioria dos pontos esta situada no primeiro e terceiro
quadrantes, onde as coordenadas tém o mesmo sinal e portanto o produto serd sempre
positivo. Se somarmos o produto das coordenadas de todos os pontos, o resultado serd um
namero positivo.

Em ( B ), usando o mesmo procedimento, o resultado serd negativo. Em ( C ), o
resultado seré nulo.

Obs.: A soma dos produtos das coordenadas depende, e muito, do namero de
pontos e torna-se dificil comparar essa medida para dois conjuntos diferentes de pontos. Isto é

atenuado usando-se “a média da soma dos produtos das coordenadas”.

EX.: Suponha que o0 nosso desejo seja o de quantificar a associabilidade entre duas
variaveis relacionadas a cinco agentes de uma seguradora. Assim, temos:

X= Anos de experiéncia do agente.

Y = NUmero de clientes do agente.

A tabela e o gréfico de dispersao seguintes mostram os dados obtidos:
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Agente X Y
»
A 2 48 n
B 4 56 °
C 5 64 > 80 — e
D 6 60 ®
E 8 72 s —
®
Total 25 300 > s 4 s e 7 a
X

O primeiro problema que devemos resolver é a mudanca da origem do sistema
para o centro da nuvem pontos. O ponto mais conveniente ¢ aquele formado pelas duas

médias (X,Yy). A transformacao dos eixos x em x— X e y em y —y resolve esse problema.

Observando esses valores centrados, verificamos que ainda existe um problema
qguanto a escala. A variabilidade em Y € muito maior do que em X, e o produto das
coordenadas ficara muito mais afetado pelos resultados de Y do que de X. Para corrigir isso,
podemos reduzir as duas variaveis a uma mesma escala. 1sso € obtido dividindo-se os desvios

pelos respectivos desvios padrdes. Observe isso na figura a seguir:

Y—VA AZZY—V
12 ° 3 Sy
8 2
[ )
49 1
[ J
® > L >
302 4 1 2 3 x-X 32 -le 1 2 3 3
o -1 X—X
° z, =
_8 _2 Sx
o -12 -3

Assim, podemos montar a seguinte tabela:
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Agente | X y o xex |y [ 2o (Yo | aey
S, s,
A 2 | 48 | 3 | -12 15 15 2,25
B 4 | 56 | -1 4 05 -0.5 0,25
C 5 | 64 0 4 0 0.5 0
D 6 | 60 1 0 0.5 0 0
E 8 | 72 3 12 1.5 1.5 2,25
Total | 25 | 300 0 0 0 0 475
X=5 S, =2 Yy =60 5,-8

Para completar a definicdo da medida descrita no inicio desse topico, basta calcular a
média dos produtos das coordenadas reduzidas, isto é a correlacdo linear entre X e Y, dada
por:

r = Correlagdo (X,Y)= % =0,95=95%

Portanto, para este exemplo, o grau de associabilidade esta quantificado em 95%.
Da discussao feita até aqui, podemos definir o coeficiente de correlacdo entre duas

varidveis X e Y, dados n pares ordenados (X;,Y,), (X,,¥,)--(X,,Y,) como sendo:

[ o (x —x)Y v —
r:Corr(X,Y)=%ZzX_zyi:%Z(XI XJLV. yJ

S, s,

i=1
ou seja, a média dos produtos dos valores reduzidos da variavel.

Costuma-se usar outras formulas para r:

, OU ainda

; :lz (x, =%)(y; - ¥) _ Covariancia (X,Y)
n

S, S, S, S,

Z Xiyi_niy

T ) (2 )

Obs.: Pode-se demonstrar que —1<r <1.

Atencéo: A correlagdo apresentada aqui € linear. Existem outros tipos de correlagéo!
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Exercicios 111

01)

02)

03)

No estudo de uma certa comunidade verificou-se que:

I. A proporcdo de individuos solteiros € de 0,4;

I1. A proporc¢éo de individuos que recebem até 10 salarios minimos € de 0,2;

I11. A proporgdo de individuos que recebem até 20 salarios minimos é de 0,7;

IV. A proporcdo de individuos casados entre os que recebem mais de 20 salarios
minimos é de 0,7,

V. A proporc¢éo de individuos que recebem até 10 salarios minimos entre os solteiros é
de 0,3.

a) Construa a distribuicdo conjunta das variaveis estado civil e faixa salarial e as

respectivas distribui¢fes marginais;

b) Vocé diria que existe relagdo entre as duas variaveis consideradas?

Uma amostra de 200 habitantes de uma cidade foi colhida para analisar a atitude frente

a um certo projeto governamental. O resultado foi o seguinte:

Local de Residéncia
Opiniéo Urbano | Suburbano Rural Total
A favor 30 35 35 100
Contra 60 25 15 100
Total 90 60 50 200

a) Calcule as propor¢des em relagdo ao total das colunas
b) Vocé diria que a opinido independe do local de residéncia?

c) Encontre uma medida de dependéncia entre as variagdes

Numa amostra de 5 operarios de uma dada empresa, foram observadas duas variaveis;
sendo X os anos de experiéncia num dado cargo e Y o tempo, em minutos, gasto na

execucdo de uma certa tarefa relacionada com esse cargo.

X |1 2 |a la |5 Y x=16 zxzzsz
>Yy=22 >y =130
Y |7 8 |3 |2 |2 S xy = 53
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04)

Usando um critério estatistico, vocé diria que a variavel X pode ser usada para explicar

a variacdo de Y? Justifique.

Muitas vezes, a determinacdo da capacidade de producédo instalada para certo tipo de
industria em certas regides é um processo dificil e custoso. Como alternativa, pode-se
estimar a capacidade de producdo através da escolha de uma outra variavel de medida
mais facil e que esteja linearmente relacionada com ela.

Suponha que foram observados os valores para as variaveis: capacidade de producédo
instalada, poténcia instalada e area construida. Com base num critério estatistico, qual

das variaveis vocé escolheria para estimar a capacidade de producdo instalada?

X capacidade de producdo instalada(ton) 4 5 4 5 8 9 10 11 12 12
Y poténcia instalada (1.000 kW) 1 1 2 3 3 5 5 6 6 6
Z area construida (100 m) 7 7 10 10 11 9 12 10 11 14

>x = 80; >y = 38; >z7=100; Yx*=736; Yy*=182; Y7°=1048;
22Xy =361, 2xz=2848; Xy.z=411.
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Capitulo 2 - Probabilidades e Variaveis Aleatdrias

2.1 - Introducéo a Probabilidade

A probabilidade em termos praticos € uma medida que exprime a incerteza
presente em situacdes onde os resultados sdo variaveis.

Um experimento aleatorio (ou experimento ndo-deterministico) é o processo de
coleta de dados relativos a um fenémeno que acusa variabilidade em seus resultados.

Um Espaco Amostral (E) é o conjunto de todos os resultados de um experimento
aleatorio.

Um Evento € um subconjunto de um espaco amostral. Os principais tipos de
eventos sdo (considere Ac Ee Bc E):

e Evento Simples: O numero de elementos do evento é igual a 1, n (A) = 1.

e Evento Impossivel: A = @, n(A)=0

e Evento Certo: A=E

e Evento Complementar: A =E-A=Cg*

e Evento Intersecdo: AN B
e Evento Unido: AUB

e Eventos Mutuamente Excludentes (ou Exclusivos): ANB=®
Obs.: Devido ao calculo de probabilidade envolver operacfes entre conjuntos, o anexo |, ao
final desse capitulo, descreve sucintamente a Teoria Axiomatica da Algebra de Boole aplicada

a conjuntos.

A probabilidade, em sua definigéo classica pode ser assim definida:

Dado um espaco amostral E com n (E) elementos e um evento A de E com n(A)

N ) ] n( A
elementos, a probabilidade do evento A é o niimero P(A) tal que: P(A) = —nE E;
n2 casos favoraveis

n? casos possiveis

Na pratica: ~ P(A) =
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Obs.: A feqiiéncia relativa f; = nj/n comumente é associada a probabilidade. Essa associacdo
nos leva a diversas distribuicdes de probabilidade.

Atualmente, principalmente devido a Kolmogorov, um grande matematico russo,
o calculo de probabilidades constitui uma Teoria Matematica com suas definigdes, axiomas,

teoremas e demonstragdes. As regras basicas que constituem essa teoria sao vistas a seguir.

Consideremos um espaco amostral E com A e B eventos de E, com o0s seguintes
axiomas:

Ar: 0<P(A) <1

A P(E)=1

As: Para qualquer A;, Ay, ... Ai , Exclusivos (AimAj =0 V iz j), temos que

foip) g

Alguns teoremas dessa teoria sao:

Ti: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

To: P(A)=1-P(A)

Ts: Se Ac Bentdo P(A) < P(B)

T,: P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnC)-P(ANB)
-P(BNC)+P(AnBNC)

Obs.: Demonstre os teoremas T1a T,
Obs.: Uma breve revisdo de Andalise Combinatoria estd descrita no anexo Il. Este

conhecimento é muito util na determinacéo do nimero de elementos de um evento qualquer.

2.2 - Probabilidade Condicional e Independéncia de Eventos

Para dois eventos quaisquer A e B, sendo P(B) > 0 definimos a probabilidade
condicional de A, dado B, P(A | B), como sendo

P(AnB)
P(B)

P(A|B) =

Obs.: Entenda tal definicdo a partir do seguinte gréafico:
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“I> ocorreu o evento A ~ B

S ocorreu o evento B

n(AnB) n(AnB)/n(E) P(ANB)
n(B)  n(B)/n(E)  P(B)

P(AB) =

A partir da definicdo de probabilidade condicional obtemos a chamada regra do

produto de probabilidades:
P(AnB) = P(B)-P(A|B),

de larga utilizacdo.

Dois eventos A e B sdo denominados independentes se a ocorréncia de um deles

ndo interfere na ocorréncia do outro. Neste caso:

P(AnB)=P(B)-P(A|B)=P(A)-P(B|A)=P(A)-P(B)
Obs.: E freqtiente, aqui, adotarmos P(A N B) = P(AB)
Se Ei, Ey, ... E, sé@0 eventos de um espaco amostral E, entdo tais eventos séo

mutuamente independentes se:
P(Ei:nE2nEs... NEy) =P(E1) . P(E2) . P(E3) ... P(En)
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Ex.: A fundacdo de um alto edificio pode ceder devido a falhas do tipo “Bearing”ou do tipo
“Settlement”. Seja B e S os respectivos modos de falha. Se P(B) = 0.1%, P(S) = 0.8% e
P(B|S) = 10% (Probabilidade de falha B devido a falha S).

A probabilidade de falha da fundagéo pode ser dada por:

P(Falha) = P(BUS)=P(@B)+P(S)-P(BNS)
P(B)+P(S)-P(B]|S).P(S)
0.001 + 0.008 - (0.1) (0 008)
0.082 = 8,2%

A probabilidade de que o edificio tenha falha S mas nédo tenha falha B é:

P(SAB) = P(BNS) = P(S)-P(B|S)

P(s)[1-P(B]S)]
0.008[L- 0]
0.0072 = 0.72%

Em um grande numero de aplicacGes, teremos que adotar a hipltese de
independéncia de dois eventos A e B, e depois empregar essa suposicao para calcular P(AnB)
como igual a P(A) . P(B). Geralmente, condicOes fisicas sob as quais o experimento seja

realizado tornardo possivel decidir se tal suposicdo serd justificada ou aproximadamente
justificada.

Ex.: Consideremos um grande lote de pegas, digamos 10.000. Admitamos que 10% dessas
pecas sejam defeituosas e 90% perfeitas. Duas pecas sdo extraidas. Qual a probabilidade de
gue ambas sejam perfeitas?

Definamos os eventos A e B, assim
A = { A primeira peca é perfeita}
B = { A segunda peca é perfeita}

Se admitirmos que a primeira peca seja reposta, antes que a segunda seja
escolhida, entdo os eventos A e B podem ser considerados independentes e, portanto,

P(A ~ B) = P(A) . P(B) = (0.9) (0.9) = 0.81.
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Na pratica, contudo, a segunda peca é escolhida sem a reposicao da primeira peca;
neste caso,

P(ANB) = P(A).P(B|A)= (0.9).%

que é aproximadamente igual 0.81.

Assim, muito embora A e B ndo sejam independentes no segundo caso, a hipGtese de
independéncia (que simplifica consideravelmente os célculos) acarreta apenas um erro
desprezivel. Se existissem somente poucas pecas no lote, a hipotese de independéncia poderia

acarretar um erro grande.

2.2.1 - Confiabilidade

A teoria da confiabilidade estuda sistemas e seus componentes, como, por
exemplo, sistemas mecanicos ou eletrdnicos (um automével ou um computador). O objetivo
desta teoria € estudar relagdes entre o funcionamento dos componentes e do sistema. A figura

a seqguir ilustra um sistema composto de dois componentes ligados em série.

O——@

O sistema funciona se os componentes 1 e 2 funcionam simultaneamente. Se um
dos componentes ndao funciona, o sistema também ndo funciona. Supondo que o0s
componentes funcionem independentemente, e se p; € a probabilidade do componente i

(i=1,2) funcionar, entdo a probabilidade do sistema funcionar € pip,.

Chamando:

E : o sistema funciona

Ai : 0 componente i funciona, i = 1,2
entéo,

P(E) = P(A1n Az) = P(A1) P(A2) = p1p2

Cada p; € chamada a confiabilidade do componente i e P(E) = h (p1, p2) = p1p2 €
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chamada a confiabilidade do sistema.
Se 0os componentes 1 e 2 estiverem ligados em paralelo, como na figura a seguir,

entdo o sistema funciona se pelo menos um dos dois componentes funciona. Ou seja,

Q)

@

PE)=P (A1 UA) =P (A1) +P (A2 -P (A1n Ay
e a confiabilidade do sistema é

h (p1, P2) = P1 + P2 - P1p2

EX.: Suponhamos que para o circuito da figura a seguir, a probabilidade de que cada relé
esteja fechado seja p, e que todos os relés funcionem independentemente. Qual serd a

probabilidade de que o circuito permita a passagem de corrente entre A e B?
1 /5\/ 2
A B

3 \/\ 4
Empregando a mesma definicdo dos circuitos anteriores:
P(E) P(A1 Az) + P(As) + P(A3 A4) - P(Al A A5) - P(Al Ao Az A4) - P(A5 Az A4)
+ P(A1 A2 Az Ay As)
p*+p+p’-p’-p*-p’+p°
p+2p°-2p°-p*+p°

Uma bastante comum, mas erronea, resolucdo de um problema, pode ser vista a

sequir.

Ex.: Admita-se que dentre seis parafusos,.dois sejam menores do que um comprimento
especificado. Se dois dos parafusos forem escolhidos ao acaso, qual sera a probabilidade p de
que os dois parafusos mais curtos sejam retirados?

Adote que, A;: 0 i-ésimo parafuso € curto (i = 1,2)
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A solucéo correta é dada por:

12 1
5 15
ou ainda, usando o conceito de probabilidade;

P =P (A1n Ap) = P(Az| Ar) . P(A) = %

n° casos favoraveis 1 1

P=ho casos possiveis [éj T 15
2

A solucéo comum, mas incorreta, é obtida escrevendo-se

=P =P(A) P(A)====—.
p=P(ANA)=P(A)P(A)=CC=1C
Naturalmente, o importante € que, muito embora a resposta esteja numericamente

correta, a identificacdo de 1/5 com P(A) é incorreta; 1/5 representa P(Az | Az).

Para calcular P(A;) corretamente, escrevemos
P(A)) = P(ANA)+P(ANA)

= P(AJA)-P(A)+P(AJA)-P(A)
122

4_1
6 3

2.2.2 - Teorema de Bayes

Uma das relagBes mais importantes envolvendo probabilidades condicionais é
dada pelo teorema de Bayes que expressa uma probabilidade condicional em termos de outras

probabilidades condicionais.

Se Ej, Ey, ... E; s@0 eventos mutuamente excludentes (E; N E; = @ para todo i # j)
n

de um espaco amostral Exaustivo E, (U E = Ej , entdo cada E; é denominado de particdo de
i=1

E.

Se A é um evento arbitrario de E com p(A) > 0, entdo a probabilidade de
ocorréncia de uma das particBes Ex, dado que ocorreu 0 evento A, pode ser expressa por:
P(E,nA)  P(E,nA)

AT e iP(Am E,)
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ou, mais simplesmente (!?), por:

Ex.: Uma companhia produz circuitos integrados em trés fabricas, I, 1l e IlIl. A fabrica |
produz 30% dos circuitos, enquanto Il e Il produzem 45% e 25% respectivamente. As
probabilidades de que um circuito integrado produzido por estas fabricas ndo funcione sdo
0.01, 0.02 e 0.04, respectivamente. Escolhido um circuito da produgdo com defeito conjunta

das trés fabricas, qual a probabilidade de ele ter sido fabricado em 1?

A tabela a seguir sintetiza os dados, F =1, 1, 1lI

Fabrica | Producdo | d (defeituoso) | P(F).P(d|F)
I 30% 0,01 0,003
I 45% 0,02 0,009
Il 25% 0,04 0,01
0,022
Assim:
P(1)-P(d[I) 0003
= = =13.63%
P(11d) 0.022 ’

P(F)-P(d|F)

F=I
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Exercicios IV

1-

Déo-se as seguintes probabilidades para A e B: P(A) = 1/2, P(B) = 1/4,P(A | B) = 1/3.
a) Utilizando as leis de probabilidade, calcular P(A), P(AB), P(AU B).

b) Usar diagrama para calcular P(AB) e P(AU B).

Se A, B e C sdo eventos arbitrarios, exprima em notacdo de conjuntos 0s seguintes
eventos:

a) ocorrem apenas 2 eventos;

b) ocorrem ndo mais de 2 eventos;

c) ocorrem A e B mas ndo C.

d) ocorre ao menos um

e) ndo ocorre nenhum;

f) ocorre apenas um.

Numa amostra de 40 individuos, 10 acusam pressao alta. Estime a probabilidade de outro
individuo escolhido ao acaso, no mesmo grupo do qual foi extraida a amostra, também ter

pressdo elevada.

Jogam-se dois dados. Qual a probabilidade de o produto dos numeros das faces

superiores estar entre 12 e 15 inclusive?

Uma moeda € viciada de tal forma que a probabilidade de ocorrer “cara” € duas vezes a
de ocorrer “coroa”. Jogada trés vezes a moeda, qual a probabilidade de aparecerem

exatamente duas “coroas”?

Admitindo que a probabilidade de uma crianga ser menino (H) seja 0,51, determinar a
probabilidade de uma familia de seis filhos ter:
a) ao menos um H;

b) ao menos uma M.

Escolhido ao acaso um ponto no disco unitéario, determinar a probabilidade de o ponto

estar no setor [0, n/6].

A experiéncia indica que 15% dos que reservam mesa em um restaurante nunca
aparecem. Se 0 restaurante tém 60 mesas e aceita 62 reservas, qual a probabilidade de

poder acomodar todos 0s que comparecerem?
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9 - Um sistema tem dois componentes que operam independentemente. Suponhamos que as
probabilidades de falha dos componentes 1 e 2 sejam 0,1 e 0,2, respectivamente.
Determinar a probabilidade de o sistema funcionar nos dois casos seguintes:

a) 0os componentes sdo ligados em série (isto €, ambos devem funcionar para que o
sistema funcione);
b) os componentes sdo ligados em paralelo (basta um funcionar para que o sistema

funcione)

10 - Apds selecao preliminar, uma lista de jurados consiste em 10 homens e sete mulheres.
Escolhidos dentre esses os cinco membros de um juri, a escolha recai somente sobre
homens. O processo sugere discriminagdo contra as mulheres? Responda calculando a

probabilidade de ndo haver nenhuma mulher no juri.

11 -Qual o nimero minimo de jogadas de uma moeda necessario para assegurar uma

probabilidade superior a 0,74 de obter ao menos uma cara ?

12 - De acordo com certa tdbua de mortalidade, a probabilidade de José estar vivo daqui a 20
anos € 0,6, e a mesma probabilidade para Jodo é 0,9. Determinar:
a) P (ambos estarem vivos daqui a 20 anos)
b) P (nenhum estar vivo daqui a 20 anos)

c) P (um estar vivo e outro estar morto daqui a 20 anos)

13-Uma tabua de mortalidade acusa as seguintes taxas de mortalidade qx (isto &,
probabilidade de um individuo de idade x morrer antes de atingir a idade x + 1):
X 30 31 32 33 34 35
q 0,00213 0,00219 0,00225 0,00232 0,00240 0,00251
a) Dado um individuo de 30 anos, qual a probabilidade de ele atingir a idade de 31 anos?

b) Para 0 mesmo individuo, qual a probabilidade de morrer antes de completar 35 anos?

14 - Determinar a probabilidade de n pessoas (n < 365) fazerem aniversario em datas

diferentes.

15 - As probabilidades de um estudante passar em Algebra (A), em Literatura (L) e ambas
(AL) s&o 0,75, 0,84 e 0,63 respectivamente. Qual a probabilidade de passar em Algebra,

sabendo-se que passou em Literatura?
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16 - A caixa | tem duas bolas brancas e duas pretas; a caixa Il tem duas bolas brancas e uma
preta; a caixa Il tem uma bola branca e trés pretas.
a) Tira-se uma bola de cada caixa. Determinar a probabilidade de serem todas brancas.
b) Escolhe-se uma caixa ao acaso e tira-se uma bola. Qual a probabilidade de ser branca
?
c) Em (b), calcular a probabilidade de ter sido escolhida a caixa I, sabendo-se que a bola

extraida é branca.

17 - Suponha um teste para cancer em que 95% dos que tém o mal reagem positivamente,
enguanto que 3% dos que ndo tém o mal reagem positivamente. Suponhamos ainda que
2% dos internos de um hospital tenham cancer. Qual a probabilidade de um doente

escolhido ao acaso, e que reaja positivamente ao teste, ter de fato o mal?

18 - Duas sacolas tém, cada uma, m moedas de R$ 5,00 e n moedas R$ 2,00. Extrai-se uma
moeda de cada sacola.
a) Calcular a probabilidade de ambas serem de R$ 5,00.
b) Mostrar que essa probabilidade é maior do que a de extrair duas moedas de R$ 5,00 de

uma Unica sacola com todas as moedas.

19 - Quando surgiu a LOTO, estabeleceu-se que o valor a ser cobrado por cartdo apostado

seria proporcional ao nimero de quinas presentes no cartdo. Um cartdo com seis dezenas
6 : 7 : .
tem 5 =6 quinas. Um com sete dezenas tem 5 =21 quinas. Como 0 numero de

dezenas permitido varia de 5 a 10, temos os seguintes resultados:

N de dezenas 5 6 7 8 9 10

N°de quinas 1 6 21 56 126 252

Assim, um cartdo com cinco dezenas custava Cr$ 1,00, enquanto um com 10 dezenas
custava Cr$ 252,00. Com estes precos, tornava-se muito caro apostar em varias dezenas.
O prémio acumulou varias semanas! A dificuldade com o sistema adotado é que ele
considera apenas o prémio da quina, quando, na realidade, existem prémios também para
as quadras e ternos. Considerando-se estes outros prémios, as relagcdes entre os precos dos
cartes sdo outras. Seu célculo, entretanto, € bem mais complicado.

Em um volante com 100 dezenas, 00, 01, 02 ... 98, 99, o apostador pode marcar de 5 a 10
dezenas, concorrendo ao sorteio de uma quina, cinco quadras e 10 ternos. No menor jogo,

cinco dezenas, ele paga (em fevereiro de 1986) Cr$ 1,20 e, pelo maior jogo, Cr$ 43,00.
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Qual a probabilidade de acertar a quina com um cartdo de cinco dezenas? de 10 dezenas?

20 - Com relagdo ao problema anterior, se estamos interessados apenas no prémio pago ao
acertador da quina, 0 que é mais vantajoso: um cartdo com 10 dezenas ou 35 cartGes com

cinco dezenas cada?

21 - Uma determinada peca € manufaturada por trés fabricas, I, Il e 111. Sabe-se que I produz o
dobro que I, 1l e 11l produziram o mesmo nimero de pecas. 2% das pecas produzidas por
| e Il sdo defeituosas; em Il tem-se 4% de defeituosas. Todas as pecas produzidas sao
colocadas em um deposito e depois uma peca é extraida ao acaso. Qual a probabilidade

de que esta peca seja defeituosa?

22 - Um sistema automatico de alarme contra incéndio utiliza trés células sensiveis ao calor
gue agem independentemente uma da outra. Cada célula entra em funcionamento com
probabilidade 0,8 quando a temperatura atingir 60° C. Se pelo menos uma das células
entrar em funcionamento o alarme soa. Calcular a probabilidade do alarme soar quando a

temperatura atingir 60° C.

23 - Uma montagem eletromecanica é formada por dois subsistemas A e B. De procedimentos
de ensaios anteriores, as seguintes probabilidades se admitem conhecidas:
P(A falhe) = 0.20
P(A e B falhem) = 0.15
P(B falhe sozinho) = 0.25
Calcule a probabilidade: P(A falhe | B falhe).

24 -Um certo tipo de motor elétrico falha, com probabilidade de 10% devido aos fatores:
emperramento de mancais, queima de enrolamentos, desgaste das escovas. Suponha que
0 emperramento seja duas vezes mais provavel do que a queima, e a queima, quatro vezes
mais provavel do que o desgaste. Qual a probabilidade de que a falha se dé por desgaste
das escovas?
(Obs.: a probabilidade de que haja falha devido aos trés fatores pode ser desprezada e 0s

fatores sdo independentes)

25 -Uma companhia produz circuitos integrados em trés fabricas, I, 1l e Ill. A fabrica |
produz 40% dos circuitos, a fabrica Il 15% e a fabrica 111 45%. As probabilidades de que
um circuito integrado produzido por estas fabricas ndo funcionem s&o: 0.01, 0,04 e 0.03,

respectivamente. Escolhido um circuito da producdo conjunta das trés fabricas, qual a
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probabilidade de 0 mesmo nédo funcionar?

26 - Um sistema de protecdo atua devido a falhas em duas subestacbes A e B, que agem
conjuntamente. As probabilidades de falha nessas duas subestactes séo P(A) = 0.002 e
P(B) = 0.008. sabe-se também que a probabilidade de falha em A devido a falha em B é
0.2. Determine:

a) A probabilidade do sistema de protecao atuar;

b) A probabilidade de que o sistema atue devido a falha em A mas ndo falhe em B.

27 - Uma companhia produz cilindros em trés fabricas I, Il e 11l. A fabrica | produz 30% dos
cilindros, a fabrica Il 45% e a fabrica Il 25%. As probabilidades de que um cilindro
produzido por estas fabricas seja defeituoso sdo 0.01, 0.02 e 0.04, respectivamente.
Escolhido um cilindro da producgdo conjunta das trés fabricas, qual a probabilidade de o

mesmo ser da fabrica 1?

28 - Numa industria de enlatados, as linhas de producéo I, 1l e 111 respondem por 50%, 30% e
20% da producdo, respectivamente. As proporc¢des de latas com defeito de producdo nas
linhas I, 11 e 11l sdo 0.4%, 0.6% e 1.2%. Qual a probabilidade de uma lata defeituosa

(descoberta ao final da inspecdo do produto acabado) provir da linha I.

29 - Sabe-se que na fabricacdo de um certo artigo, defeitos de um tipo ocorrem com
probabilidade 0.1 e defeitos de outro tipo com probabilidade 0.05. Qual serd a
probabilidade de que:

a) Um artigo ndo tenha defeito?
b) Um artigo seja defeituoso?

c) Um artigo tenha apenas um tipo de defeito, sabido que é defeituoso?
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2.3 - Variaveis Aleatorias

2.3.1 - Variaveis Aleatorias Unidimensionais

Variavel Aleatoria (va) € uma funcdo que associa nimeros reais aos pontos de um
espaco amostral. Ou seja, 0s resultados do experimento aleatério sdo associados
numericamente. Geralmente usamos letras maiusculas (X, Y, Z...) para designar as variaveis
aleatdrias, e minuasculas (x, y, z...) para indicar particulares valores dessas variaveis. O

comportamento de uma variavel aleatoria é descrito por sua distribuicdo de probabilidade.

EX.: No teste de dois componentes eletronicos, podemos ter o seguinte espago amostral.
E={PP, PN, NP,NN }

sendo P resultado positivo e N negativo.

Seja X o nimero de resultados positivos do teste. X € uma varidvel aleatoria.

Temos entao:

Pontosde E | PP PN NP NN
X 2 1 1 0

A distribuicdo de probabilidades de X é dada pela seguinte tabela:

sendo P(X) a sua probabilidade

P(X) U4 | 12 | 1/4

As variaveis aleatdrias podem ser discretas, continuas ou mistas. No caso discreto
a distribuicdo de probabilidade pode ser caracterizada por uma funcéo de probabilidade, que
indica diretamente as probabilidades associadas a cada valor. No caso continuo temos a

fungéo densidade de probabilidade (fdp).

Tais distribuicdes possuem as seguintes propriedades:
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Caso discreto Caso continuo
a) f(x)=>0 f(x)>0
b) if(xi)zl I_if(x)dx=1
c) P(X=x)=f(x) P(a<><£b)=f:f(><)dx (b>a)

EX.: No teste de partida de valvulas eletronicas a probabilidade de que haja um resultado
positivo é P (+) = 3/4 e um resultado negativo P (-) = (1/4). Os testes prosseguem até que
aconteca o primeiro resultado positivo. Temos entao o seguinte espaco amostral:

E={+-+--+---+ ..}

Definindo a variavel aleatdria X como:

X : nimero de testes do experimento. X = 1, 2, 3, ... temos a seguinte distribuicéo
de probabilidade.

X |1 2 3
P(X) |3 3 3
4 16 48

P(X) foi calculado usando a seguinte funcéo de probabilidade (aceitando que uma
valvula ndo influencie na outra):

P(X = xn) = f(xn) =(1/4)"*(3/4) comn=1,23, ..

observe que ocorre um resultado positivo precedido de n - 1 negativos.

As propriedades a) e ¢) sdo imediatas, b) pode ser vista assim:

\ 3 3 3 3 1 1 3 1

Zf(xi)=—+—+—+...=— I+—+—+. |- ——= =1

i1 4 16 48 4 4 16 41_1
4

Obs.: Estamos empregando o resultado de que a série geométrica 1 + r + r? + ... converge
para 1/(1-r) sempre que | r| < 1.
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EX.: Seja X a duracdo da vida (em horas) de um certo tipo de lampada. Admitindo que X seja
uma variavel aleatdria continua, suponha que a fdp f de X seja dada por
f(x) = a/x*, 1.500 < x < 2.500
=0, para quaisquer outros valores.

(Isto é, estd se atribuindo probabilidade zero aos eventos { x < 1500} e {x > 2500}).

Para calcular a constante a, recorre-se a condi¢do
Ii f(x)dx =1, que neste caso se torna:
2.500 3 _
_[1_500 (a/x®)dx =1.
Dai obtemos que a = 7.031.250 e o gréafico de f é dado a seguir:
A f)

0.00208

\J

Em capitulo posterior estudaremos melhor muitas varidveis aleatorias

importantes, tanto discretas como continuas.

2.3.2 - Funcao de Reparticdo ou de Distribuicdo Acumulada (F(x))

Tal funcdo é definida por:

F(x) =P (X <X),

servindo como alternativa para a caracterizacdo da distribuicdo de probabilidade de qualquer

tipo de variavel aleatdria.

No caso discreto temos que
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e no caso continuo,

com f(x)=—F(x).

S&o propriedades da funcéo de reparticéo:
a) O0<F(x)<1

b) F(-0)=0

c) F(+00)=1

d) F(x) é sempre ndo-decrescente

e) F(b)-F(a)=P(a<x<b) (b>a)

Ex.: Suponhamos que a variavel aleatdria X assuma os trés valores 0,1 e 2, com probabilidade

1/3, 1/6 e 1/2, respectivamente. Entdo, temos o seguinte grafico:

| F®
Funcéo degrau ou escada
1
1/2
1/3
—
0 1 2 3 f

Observe que P(X = x;) é igual ao salto que a funcdo F(x) da em x;; por exemplo,
P(X=1)=1/6 = F(1) - F (1-). De um modo geral P(X = x;) = F(x;) - F(xi-)
Obs.: F(x;—)= lim F( y)
y—>X—

Ex.: Suponhamos que X seja uma variavel aleatoria continua com fdp
f(x) =2x,0<x<1
=0, para quaisquer outros valores.

Portanto, F(x) é dada por:
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F(x) =0 se x<0
:_|.0X25ds:x2 se 0<x<1

=1sex>1

Assim, temos o seguinte grafico:

A

! / F()
f(x)=2x / .

EX.: Suponha que uma variavel aleatdria continua tenha F(x) dado por:

F(x) =0 ,x<0
=1-¢*,x>0
Nesse caso,
d F(x)
f(x)= =e* x>0
()=~
= 0, para quaisquer outros valores.
Assim temos:
A
F
1 (x)
f(x)
0 g X

Ex.: Suponha que estejamos ensaiando um equipamento e facamos igual a X o tempo de

funcionamento, uma v.a.continua com fdp f (x) para x > 0. No entanto, podem surgir situacdes
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nas quais exista uma probabilidade ndo nula p de que o equipamento ndo funcione no
momento x = 0. Nesse caso, podemos modificar 0 nosso modelo e atribuir P (X =0)=pe
P(X > 0) = 1 - p. Deste modo, p descreve a distribuicdo de X no ponto 0 (v.a. discreta),
enquanto f (x) descreve a distribuigdo para valores de x > 0 (v.a. continua). Tal distribuicdo é

um exemplo de distribuicdo mista. Observe o grafico:

|7t (odx=1-p
P(X=0)=p |

>

f(x)

2.3.3 - Variaveis aleatérias bidimensionais

Um par ordenado de valores aleatérios define uma v.a. bidimensional. Uma
distribuicdo de probabilidade bidimensional pode ser discreta, sendo caracterizada por uma

funcéo probabilidade bidimensional tal que
IO p(xi,yj)zl; P(xi,yj)zo para todo (X, y)
ou continua, sendo caracterizada por uma funcdo densidade de probabilidade bidimensional

tal que

_[_z jjof(x,y)dxdyzl f(x,y)=0

No caso discreto, definem-se as distribuicdes marginais de X e Y (os totais em

cada linha e coluna - ver capl) respectivamente, por:

P( X =Xi)=z4j P(Xi’yj)’
P(Y: yj)=zi P(Xivyi)’

e no caso continuo, por
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h(y)=]" t(x,y)dx

Duas v.a. discretas X e Y sdo independentes se, para todos os pares (Xi, Y;)
P(Xi, yi) = P(X =xi) . P(Y = ;)

Analogamente, no caso continuo, X e Y sdo independentes se, para todos os pares

xY),
f(x,y)=09(x).h(y)

Ex.: Duas linhas de producao fabricam um certo tipo de peca. Suponha que a capacidade (em
qualquer dia) seja de 5 pecas na linha | e 3 pecgas na linha Il. Admita que o nimero de pegas
realmente produzidas em qualquer linha seja uma variavel aleatoria, e que (X, y) represente a
variavel aleatoria bidimensional que fornece o nimero de pecas produzidas pela linha | e a
linha 11, respectivamente. A tabela a seguir fornece a distribui¢do de probabilidade conjunta
de (x, y) . Cada casa representa

p=(i,y)=PX=xi,Y=yi)

Assim, p (2,3) =P (X=2;Y =3)=0.04, etc...

Se B for definido, por exemplo, como:

B : Miais pecas sdo produzidas pela linha I do que pela linha Il

entdo encontraremos que:

P (B)=0.01+0.03+0.05+0.07 + 0.09 + 0.04 + 0.05 + 0.06 + 0.08 + 0.05
+0.05+0.06 +0.06 + 0.05=0.75

Y 8 ) 1 2 3 4 5 Total
0 0 001 | 003 | 0.05 | 007 | 009 | 0.25
1 001 | 002 | 0.04 | 005 | 006 | 0.08 | 0.26
2 001 | 0.03 | 005 | 005 | 005 | 0.06 | 0.25

3 0.01 | 002 | 004 | 006 | 0.06 | 0.05 | 0.24

Total 0.03 | 008 | 016 | 021 | 0.24 | 0.28 | 1.00
Suponhamos que se deseje calcular a probabilidae condicionada P(X =2]Y = 2).

Temos entéo:
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P(X=2,Y=2) 005

PX=21Y=2=—"F54 22 ~o0z5"

0.20

e generalizando:

P(xi | yj) = P(y.)

=PX=x|Y=y), P(y)>0

Ex.: Suponha que um fabricante de ldampadas esteja interessado no numero de lampadas
encomendadas a ele durante os meses de janeiro e fevereiro. Sejam X e Y, respectivamente, 0
namero de lampadas encomendadas durante esses dois meses. Admitiremos que (X , Y) seja

uma v.a continua bidimensional, com a seguinte fdp conjunta

f(x,y) =c 5000 <x<10.000 ,4.000<y<9.000

=0 para quaisquer outros valores

Y
9000

R
4000
X
5000 10000

Assim, ¢ é calculado como

[ 1™ ey = ¢[5000] =1=> ¢ = (5.000)

5.00

Se, por exemplo,
B = { X>Y}, teremos

17

9.000
dxdy =1—c] " [y-5000]dy = =

p (B) _ 1_CJ‘9.000J‘y

5.000 *5.000

Ex.: Seja (x, y) uma v.a. com fdp dada por:
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Xy

f(x,y)=x2+? 0<x<1 0<y<2
=0 para outros valores
JZIZ f(x,y)dxdy =1 (Verifique!)

SeB={X+Y>1}  podemos calcular P(B) como:

P(B)=1-P(B) onde B = {X+Y<1}.
Portanto,
_ Lfex[ , XY _ 65
P(B) = 1—IO Io (X +?}dydx—i
Ya
; y=1-x

\J

As distribuicGes marginais g(x) e h(y) séo dadas por:

g(x) = Ioz(xz +X—§/jdy= 2x° +§x

h(y) = I;(xhx—g]dx:%%
e as probabilidades condicionadas g (x | y) e h (y | X) sdo dadas por:
f(xy) _ x* +xy/3 _ 6X° +2Xy
h(y) 13+y/6  2+y
Cf(xy) xP+xy/3 3x +y

= 5=
g(x) 2x2+§x 6Xx+2

Pode-se verificar também que g(x | y) e h (y | x) sdo fdp. Observe:

g(xly) = 0<x<1 0<y<2

h(y | x) 0<x<1 0<y<?2
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2
J'16X + 2Xy dx:2+y:
0 2+y 2+y

2 3X+Yy B
IO 6X + 2 dy =

1

1

Ex.: Duas caracteristicas do desempenho do motor de um foguete sdo 0 empuxo X e a taxa de
mistura Y. Suponha que (X, Y) seja uma variavel aleatoria bidimensional com funcéo:
f(X,y) =2 (x+y-2xy) 0<x<1, 0<y<1

= 0 para quaisquer outros valores.

A funcéo de probabilidade marginal de X é dada por:

2
g@)=ﬁiHy4wNw4ﬁ+%~wﬂ%

gx) =1 0<x<1

Isso significa que X é distribuida uniformemente sobre [0,1].

Para Y, a funcdo marginal é dada por:
hy) = j: 2(x+y—2xy) dx=2(x?1 2+ xy - x?y) [}

=1 0<y<1

Portanto, Y é também uniformemente distribuida sobre [0,1].

Obs.: Dizemos que a v.a. continua bidimensional € uniformemente distribuida sobre uma
regido R do plano euclideano quando
f(x,y)=c" para (x,y) € R

=0 para qualquer outra regido

Em virtude da condic&o J: fjo f(x,y)dxdy =1

a definicdo acima acarreta que a constante serd igual a 1/area (R). Estamos supondo que R

seja uma regido com area finita, ndo nula.
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Ex.: Suponhamos que a v.a. (X, y) seja uniformemente distribuida sobre a regido R indicada

na figura a seguir. Portanto,

(x,y) R

fx.y)=

area (R) '

Y

\j

Assim
area (R):J; (x—x?)dx=1/6

eafdpseradadaporf(x,y) =6 ,(x,y) €R

=0 ,(xy)eR
As fdp marginais de X e Y sdo dadas por:
Q(X)=j_if(x,y) dy =sz6dy=6(X—x2), 0<x<1,
€ h(¥)=j_zf(x1>') dY=I;Fy6dX=6(\/§—y), 0<y<1
e seus respectivos graficos sdo:
(v A h(y)
x=1/2 10 X y = 1/4 y

Ex.: Suponhamos que uma maquina seja utilizada para determinada tarefa durante a manha e
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para uma tarefa diferente durante a tarde. Representemos por X e Y, respectivamente o
numero de vezes que a maquina para por defeito de manha e a tarde. A tabela a seguir da a

distribuicdo de probabilidade conjunta de (x, y).

y X 0 1 5 o(y) Um caélculo simples mostra que,
0 0.1 0.2 0.2 0.5 para todas as casas temos
1 0.04 0.08 0.08 0.2 p(xi, y5) = p(xi) . P(Y;)-
2 0.06 0.12 0.12 0.3 Portanto, X e Y sdo v.a.
px) | 0.2 0.4 0.4 1.0 independentes.

Ex.: Sejam X e Y a duracdo da vida de dois dispositivos eletronicos. Suponha que a fdp

conjunta seja dada por:

f(x,y)=e® x>0 y>0
Desde que podemos fatorar f (x, y) =e™ . e 7, a independéncia entre X e Y fica

estabelecida.

Ex.: Sejaagoraf (x,y)=8xy,0<x<y<1umafdp. O dominio € indicado pela regido da
figura seguinte.

yA

»
|

1 X

Muito embora f ja seja escrita na forma fatorada, X e Y ndo sdo independentes ja
que o campo de definicdo é dependente.
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Exercicios V

1-

Uma moeda é viciada de tal forma que P(K) = 2P(C). Jogando-a trés vezes, determinar a
distribuicdo de probabilidade do nimero de caras, X. Determinar a funcdo cumulativa e
calcular: a) P@0<X<3) b) P(X >2)

Calcular P(a < X < b), conhecida F(x).
No exercicio anterior, determinar uma aproximagao para: p(/X —8/>6).

Em cada caso, determinar se os valores dados podem ser considerados como integrantes
de uma v.a. X que tome apenas os valores 1, 2, 3, 4:

a) f(1) =0,23 f(2) = 0,28 f(3) = 0,39 f(4)=0,18

b) f(1) = 1/7 f(2) = 2/7 f(3) =1/14 f(4) = 3/7

c) f(1) =0,15 f(2)=0,2 f(3)=0,38 f(4) = 0,27

d) f(1)=0,26 f(2) = 0,49 f(3) = 0,08 f(4) = 0,33

Determinar a distribuicdo de probabilidade e a distribuicdo acumulada do nimero de
discos de rock, quando se escolhem aleatoriamente quatro discos de uma cole¢do com

cinco discos de rock, trés de musicas popular e dois classicos.

O didmetro X de um cabo elétrico supBe-se ser uma v.a. continua X, com fdp
f(x)=6x(1-x),0<x<1.

a) Verifique se f(x) é realmente uma fdp e esboce o seu gréafico;

b) Obtenha uma expressao para F(x);

c) Calcule P(X <1/2|1/3< X < 2/3)

A porcentagem de alcool em certo composto pode ser considerada uma v.a X., onde X,

0< X <1, tem a seguinte funcdo de probabilidade:

f(x)=20x*(1-x) 0<X<1

a) Estabeleca a expressao de F(x);

b) Calcule p(x <2/3);

c) Suponha que o preco de venda desse composto dependa do conteldo de alcool.
Especificamente, se 1/3 < x < 2/3, o composto se vende por C; dolares/galdo; caso
contrério, ele se vende por C, dolares/galdo. Se o custo for C; dolares/galdo, calcule a

distribuicdo de probabilidade do lucro liquido por galéo.
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2.4 - Esperanca Matematica

As distribuicbes de probabilidade sdo modelos tedricos onde as probabilidades
dos valores assumidos pela v.a. podem ser interpretadas como freqiiéncias relativas (fi ) em
um namero sempre crescente de provas, ou seja, como limites de frequéncias relativas.

Podemos, pois, definir, para as distribui¢fes de probabilidade, as mesmas medidas

de tendéncia central e de dispersao utilizadas nas distribuicdes de freqtiéncias do Capitulo 1.

Guardando essa semelhanca podemos definir a média de uma v.a. X como:

E(X) = in f(xi) (caso discreto)

E(X) € a Esperanga Matemética, também chamada de Valor Esperado,
Expecténcia ou ainda Média Populacional (). Repare que E(X) é uma média ponderada dos

Xj, em que 0s pesos sdo as probabilidades associadas.

Se X é umav.a. continua com fdp f, E(X) é dada por:

E(X) = _[_z x f(x)dx  (caso continuo)

Sendo (X, Y) uma v.a. bidimensional, fagamos Z = H (X, Y).

- Se (X, Y) for discreta e se

p(Xi,Y)=p X=X, Y=Yy), I,j=1,2,3, .. teremos:
E@2) = le le H(x,y,) p(x.y,)
==

- Se (x, y) for continua com fdp f, teremos:

e@=]" [ H(xy) f(xy)dxdy
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Sdo propriedades de E(X) (as verificacBes sdo aqui dadas apenas para 0 €aso

continuo. Verifique tais propriedades também para o caso discreto):

i) SeXéumav.a.com X = c, onde ¢ é uma constante, entdo
E(X) = E(c) =c.

Pois: E(X):jjc c f(x) dx=cj_i f(x)dx=c

Observe o significado de X = ¢

} F(0 b 160

X nesse caso é frequentemente
denominada v.a. degenerada

\
\

X=¢C X X=C X

i) E(cX) = ¢ E(X)
Nesse caso:
E(cX):Iicx f(x)dx:cj:x f(x)dx =cE(X)

Obs.:  Se multiplicarmos todos os termos de uma v.a. X por ¢, o seu valor

médio fica também multiplicado por c.

iii) Seja (X, Y) umav.a. bidimensional. SejaZ = H; (x,y) e W =H; (X, y). Entdo
E(Z+W)=E@Z)+EW)

Realmente:

E(Z+W) =] " [H 06 )+ Hy(x y)] F(x, y) dxly = E(Z)+ EQW)

iv) Se X e Y sdo duas v.a. quaisquer. Entdo

E(XX +Y) = E(X) + E(Y).

E isso decorre imediatamente de iii.

V) Sejamn v.a. Xy, Xy, ... Xp.. Entdo:
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E(X,+ X, +-+ X, )=E(X))+E(X,)+---+ E(X,)

Isso decorre de iv, pela aplicacdo da indugdo matematica.

vi) Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional. Se X e Y sdo independentes, entdo
E(XY)=E(X).E(Y)

De fato:

e(xv) =" [ xy t(x.y)axdy = [” [” xy g(x)n(y) deay
=" xgdx]” yh(yydy = EC0)-E(Y)

Ex.: Seja X uma v.a. que assume os seguintes valores X ={15, 10, 5 -5} e tenha a seguinte

distribuicdo de probabilidade:

X (%)
15 [0,56
10 |0,23
5 (0,02
-5 (0,19

Assim, para o calculo da Esperanca Matematica, temos:
E(X)= in f (x;)=15(056)+10(0.23)+5(0.02) + (-5)(019) = 9,85

Se fizermos Z,=2X teremos uma nova v.a. com 0s seguintes valores
Z,={30, 20, 10, -10} e E(Z)=E(2X)=2E(X)=19.7 (O valor esperado E(X) foi
duplicado)

Se fizermos Z,= X +2 teremos uma nova v.a. com o0s seguintes valores,
7,={17,12, 7, -3} e E(Z,)= E(X +2)=2+E(X) = 11,85,
Ex.: Suponhamos que a procura D, por semana, de um certo produto seja uma v.a. com uma

certa distribuicdo de probabilidade, digamos P(D = n) = p(n),n=0, 1, 2, ... . Admitamos que
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0 custo para o vendedor seja C; ddlares por peca, enquanto ele vende cada peca por C,
dolares. Qualquer peca que ndo tenha sido vendida até o fim de semana deve ser estocada ao
custo de C;3 dolares por peca. Se o vendedor decidir produzir N pe¢as no inicio da semana,
qual seré& seu lucro esperado por semana? Para que valor de N, o lucro esperado se torna
maximo?
Se L for o lucro semanal, temos
L=NC,-NC, D>N
=DC,-C,N-C,(N-D) D<N
Reescrevendo:
L=N(c,-C,) D>N
=(C,+C,)D-N(C,+C,)  D<N

O lucro esperado sera dado por:
E(L)=N(C,-C,).P(D>N)+[(C, +C;)D-N(C,+C,)]P(D<N)
=N(C,-C,).P(D>N)+(C,+C )inp(n) N(C,+C,)P(D<N)

ZN(C,-C)) p(n)+(C, +C)inp(n) N(c +c>ip(n)

n=N+1

N(C,~C)+(C, +cg>{inp<n) N i p(n)

E(L)= N(C, ~C,)+(C,+C.)2. p(n) (n—N)

Suponhamos que se saiba a seguinte distribuicdo de probabilidade seja apropriada

para D:
P(D=n)=1/5; n=1234,5.
Entdo:
C,+C
E(L)= N(cz—cl)+%[N(N +D2-N°] N<s

1
=N(C, ~C) +(C, +C;) 5 (15-5N) N>5

Suponhamos ainda que:
C,=%3 C,=%9eC,=%1
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Logo,
E(L)=6N +2[N(N +1)/2—N?]
=6N +2(15-5N)
ou ainda

N <5
N>5

E(L)=7N - N2
=30-4N

N <5
N >5

Portanto, o maximo ocorre para N = 3,5. Para N = 3 ou 4, teremos E(L) =16, que

€ 0 maximo atingivel, posto que N € inteiro.
E(L)

=Y

3.5

2.4.1 - A variancia de umav.a.

Seja X uma v.a.. Definimos a variancia de X denotada por Var(X), S° ou o da

seguinte maneira:

Var(X)=E[(X —E(X))?] ou Var(X)=E[(X —p)?]

A raiz quadrada positiva de Var(X) é o desvio padrao de X, DP(X), S ou ©.

Uma outra expressdo para a variancia é:

Var(X)=E(X?)-[E(X)]" = E(X?)-p

Comprove!

Obs.: Var(X)= E[(X - E(X))z] é um caso especial da seguinte nocdo mais geral. O k-ésimo

momento da v.a. X, em relacdo a sua esperanca, € definida como sendo

W, = E[(X — E(X))k]. Evidentemente, para k = 2 obtemos a variancia (ver Cap.1).

Ex.: O servico de meteorologia classifica o tipo de céu que € visivel, em termos de “graus de
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nebulosidade”. Uma escala de 11 categorias é empregada: 0, 1, 2, ... 10, onde 0 representa o
céu perfeitamente claro, enquanto os outros valores representam as diferentes condicGes
intermediarias. Suponha que uma determinada estacdo meteoroldgica faca tal classificacdo em
um determinado dia e hora. Seja X a v.a. que pode tomar um dos 11 valores acima. Admita-se
que a distribuicdo de probabilidade de X seja:

Py = Py = 0.015

P =P, =Pg =Py =015

P; =P, = Ps = P = P, = 0.06

Portanto,
E(X)=1.(015)+ 2.(015)+---+10.(0.05) = 5.0

A fim de calcular Var(X), necessitamos calcular g (X ?)

E(X?)=1(015)+ 4(015)+- +100(0.05) = 356
Var(X)=E(X2)-p? =356-25=106

DP(X) = 3.25

EX.: Suponhamos que X seja uma v.a. continua com fdp:

f(x)=1+x -1<x<0
=1-x 0<x

IN
[EEN

A f9

3/

-1 1

E(X)= j_lle (x)dx = j_olx(1+ x)dx + j:x(l— x)dx = 0
E(X?) =j_°lx2(1+ x)dx+j:x2(1— X)dx =1/6

Var(X)=1/6

Sédo propriedades da Variancia:

Probabilidades - 26



i) Var(X+c)=Var(X),c=c"®
Pois: Var(X +¢) = E{[(X+¢)-E(X+0)} = E{[(X + )~ E(X)~[|
= E[(X-E(X))]=Var(X)
Obs.: Esta propriedade € intuitivamente evidente, porque somar uma
constante a um resultado X ndo altera sua variabilidade, que ¢é aquilo

que a variancia mede. Apenas “desloca” os valores de X para a direita

ou a esquerda, dependendo do sinal de c.

i) Var(cX) = ¢ Var(X)
E[(cX)?]-[E(eX)] = c?E(X?) - ?[E(X)]

Pois: Var(cX)

¢ E(X)2 -[E(O]| = cVar(X)

i) Se X, Y forem independentes entdo:
Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)
Pois:  Var(X +Y)=E[(X+Y)*]-E[(X +Y)J
= E[X2+2XY +Y2]—[E(X)+ E(Y)F
= E[X?*+2XY +Y?]-[E(X)F =2E(X)E(Y)-[E(Y)?]
= E(X2) = [E(X)] + E(Y?) - [E(V)P
=Var(X)+Var(Y)

Obs.: E importante lembrar que a variancia ndo é, em geral, aditiva, como o
é E(X).

iv) Sejam X,, X,,--- X, n v.a. independentes.
Var( X, + X,+--+X_)=Var(X,)+Var(X,)+-+Var(X,)

v) Seja X uma v.a. com variancia finita. Para o € R, temos:

Var(X)=E[(X - a)*]-[E(X) -]

Obs.: Se interpretarmos Var(X) como o momento de inércia e E(X) como o centro de uma

unidade de massa, entdo a propriedade acima é uma formulacdo do teorema dos eixos
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paralelos, em Mecéanica. O momento de inércia em relagdo a um ponto arbitréario é igual ao
momento de inércia em relagdo ao centro de gravidade, mais o quadrado da distancia desse
ponto arbitrario ao centro de gravidade.

E(X—-a) se torna minimo se a=E(X). Isto decorre imediatamente da
propriedade acima. Portanto, 0 momento de inércia (de uma unidade de massa distribuida
sobre uma reta), em relacdo a um eixo que passe por um ponto arbitrario, torna-se minimo se

esse ponto escolhido for o centro de gravidade.

2.4.2 - Desigualdade de Tchebichev

Existe uma bem conhecida desigualdade, devida ao matematico russo Tchebichev,
gue nos fornece meios de compreender precisamente como a variancia mede a variabilidade
em relagdo ao valor esperado de uma v.a.. E ela:

G2

P(|X—u|28)£82 e>0

1
ou,come=ko P(X —p|> kc;)gF

onde:

X é uma v.a. continua ou discreta com média p e variancia o, ambas finitas.

Ex.: Fazendo k = 2 na desigualdade de Tchebichev, vemos que

P(X - 4 >26)<025 ou

P(X - 4 < 20) =075

Em palavras, a probabilidade de X diferir de sua média em mais de dois desvios
padrdes € inferior ou, no maximo, igual a 0.25; equivalentemente, a probabilidade de X estar
compreendido no intervalo de dois desvios padrdes a contar de sua média, € superior ou, no

minimo, igual a 0.75. Tal fato é tanto mais notavel quanto se considerarmos que nem sequer

especificamos a distribuicéo de probabilidade de X.
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Exercicios VI

1-

Se uma pessoa recebe R$ 5,00 se aparecerem somente caras ou somente coroas na jogada

de trés moedas, e paga R$ 2,00 em caso contrario, qual seu ganho esperado?

Determinar o nimero esperado de quimicos em um comité de trés elementos escolhidos

entre quatro quimicos e trés bidlogos.

X é uma v.a. com a seguinte distribuicdo de probabilidade:

X 0 1 2 3 4
fx) 14 18 U4 U8 14

Determinar o valor esperado de Y = (X +1)°
Mostre que a variavel padronizada tem média O e variancia 1.

O tempo T, em minutos, necessario para um operario de uma industria processar certa

peca € uma v.a. com a seguinte distribui¢do de probabilidade:

T 2 3 4 5 6 7

P 0.1 0.1 0.3 0.2 0.2 0.1

Para cada peca processada, o operario ganha um fixo de U$ 2.0 mas se ele processa uma
peca em menos de 6 minutos, ganha U$ 0.5 por minuto poupado (por exemplo, se ele
processa a peca em quatro minutos, recebe a quantia adicional de U$ 1.0).

Qual a média e a variancia da quantia ganha por pega?

Suponha que um mecanismo eletrénico tenha um tempo de vida X (em unidades de 1000
horas) que tenha uma funcdo de probabilidade dada por: f(x)=¢e™, x> 0.

Suponha que o custo de fabricacdo de um item seja U$ 200 e o preco de venda seja
U$ 500. O fabricante garante total devolugéo se x < 0,8.

Qual o lucro esperado por item?

O tempo de vida (em horas) de um mancal € uma variavel aleatoria, com funcdo de

probabilidade dada por:

— V8 t>0
f(t)=1800
0 ,1<0

A vida média do mancal é de 800 horas. Qual a probabilidade de que o seu tempo

de vida seja maior do que a media?
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Anexo 1 - Nocgdes de Conjuntos e Algebra de Boole

A partir do estudo de elementos da teoria de conjuntos 0s seguintes conceitos,
entre outros, podem ser facilmente entendidos:

Sendo A e B dois conjuntos quaisquer, temos:

i) A — B (Ié-se “A esta incluido em B” ou “A é um subconjunto de B”) se e
somente se para todo a € A entdo a € B.
B

Portanto A — A e, denotando por ® o conjunto vazio, ® — A qualquer que seja 0

conjunto A.

i)A=B seesomentese AcBeBcA.

iii) A U B (Ié-se “A unido B”) é o conjunto formado pelos elementos que
pertencem a A, a B ou a ambos, isto é:

AuB={x:xeAouxeB}

iv) A n B (Ié-se “A intersecdo B”) € o conjunto formado pelos elementos que

pertencem a A e a B, isto é:
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ANnB={x:xeAexeB}

v) P (A) (I&-se “partes de A) é o conjunto formado por todos os subconjuntos de A.

Ex.: Se A={a, b, c}, entdo:
P(A) ={®, {a}, {b}, {c}, {ab}, {ac} {bc} A}

vi) CaB (Ié-se “complemento de B com relagdo a A) é o conjunto formado por
aqueles elementos de A que ndo pertencem a B, isto é:

CB={xeA:x B}

Quando A é o conjunto universo, CaB =B'= B.

Algebra Booleana

Um modelo matematico da teoria axiomatica da Algebra de Boole pode ser
encontrado dentro da teoria de conjuntos, usando os conceitos acima definidos. Assim, temos:

Sendo, X, Y, Z, ... subconjuntos de um conjunto universal A, isto é,

X,Y,Z... eP(A)
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definidas as operacdes binérias:
a: P(A)xP(A) - P(A)

(X, Y) > X+Y=XUY
me: P(A) x P(A) — P(A)
(X, Y) SX.Y=XAY

e a funcéo:
o: P(A) ->P(A)
X —oX)=C,X=X'=X,

tendo ainda os seguintes axiomas:

1) X+Y=Y+X X.Y =YX

2) X.(Y+2Z)=(XY)+(XZ) | X+(YZ)=(X+Y)(X+2)
3) X+0=X X.1=X

4) X+X=1 X.X=0

5 1+0

gassociandolaAelOad

temos uma importante ferramenta para operacéo de conjuntos.

Alguns teoremas desse modelo s&o:
a) X+X=X;X.X=X
b) Se {X+Y=1 ento Y = X
X.Y=0
©) X=X
d X.0=0; X+1=1
e) X(X+Y)=X; X+(XY)=X
) X+(Y+2Z)=(X+Y)+Z; X(YZ)=(XY)Z
9 (X+Y)=X.Y; X.Y=X+Y (Leis de De Morgan)
h) 1

:1=0

ol

Obs.: Demonstre os teoremas acima. Perceba que essa teoria também se aplica a

um modelo tecnoldgico relacionado com chaveamento.
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Ex.: Simplifique a operagédo de conjuntos abaixo:

[(A~B) U(A'AB)] A[(AAB)U(A B

Uma possivel solucéo:

(A.§+K.B).(A.B+K.§) fazendoN=-,U=+,X'=X
(A.§+ K.B)+(A.B+K.§) usando (g)
A(B+B)+A(B+B) evidenciando A e A
Al+Al=A+A=1 usando o axioma (4) e (3)
1=0= (vazio) usando (h)
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Anexo 2 - Revisao de Analise Combinatoria

O célculo efetivo da probabilidade de um evento depende frequentemente do uso
dos resultados da Analise Combinatéria. Esta secdo €, pois, um sumario dos principais
resultados dessa area de matematica elementar.

A lista de exercicios, referente a essa parte, ao final, sintetiza esse sumario.

e Principio Fundamental da Contagem

Os problemas de Analise Combinatoria séo, basicamente, problemas de contagem.
A abordagem destes problemas é baseada num fato, de facil comprovagdo, denominado
Principio Fundamental da Contagem ou, simplesmente, Regra do Produto, que enunciaremos
e exemplificaremos a seguir.

Um acontecimento € composto por k estagios sucessivos e independentes, com,
respectivamente, n;, ny, N3 ..., Nk possibilidades cada. O namero total de maneiras distintas de

ocorrer este acontecimento é ny, Ny, N3 ..., Nk.

Ex.: Um engenheiro, ao se inscrever em um programa de mestrado deve escolher
o curso e a faculdade que deseja cursar. Sabe-se que existem cinco cursos possiveis:
Mecanica, Elétrica, Telecomunicacgdes, Civil e Robotica. Cada curso pode ser feito em trés
faculdades possiveis: no Brasil, no Japdo, nos EUA. Qual é o numero total de opg¢des que o
engenheiro pode fazer?

n=>5.3=15opcdes

e Técnicas de Contagem

Seja A={a;b;c;d;..j}um conjunto formado por 10 elementos distintos, e
consideremos 0s “agrupamentos” abc, abd e acb.
Os agrupamentos abc e abd sdo considerados sempre distintos, pois diferem pela

natureza de um elemento.
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Os agrupamentos abc e ach, podem ser considerados distintos ou néo.

Se por exemplo, os elementos do conjunto A forem pontos, A ={ Ai, Az, ... Ao }, €
ligando estes pontos desejarmos obter retas, entdo os agrupamentos A; A, e A, A; sdo iguais,
pois representam a mesma reta. E isso um tipico caso de combinago simples.

Se por outro lado, os elementos do conjunto A forem algarismos, A = {0, 1, ..., 9},
e com estes algarismos desejarmos obter ndmeros, entdo 0s agrupamentos 12 e 21 sdo
distintos, pois representam nimeros diferentes. E isso um tipico caso de arranjo simples.

Apresentaremos, a seguir, o estudo sucinto dos trés tipos de agrupamentos
comumente utilizados em problemas de contagem, que sdo: Arranjos, Permutagdes (sdo um

tipo particular de arranjo) e combinagdes.

e Arranjos simples

Seja A um conjunto com n elementos e k um namero natural, com k <n. Chama-
se arranjo simples k a k, dos n elementos de A, a cada “subconjunto” de k elementos de A.

Obs.: Note que, de acordo com a defini¢cdo, 0s arranjos sdo agrupamentos que
diferem entre si, tanto pela natureza como também pela ordem de seus elementos.

De acordo com a definicdo dada, na formacéo de todos os arranjos simples k a k

dos n elementos de A, temos:

n possibilidades na escolha do 1° elemento;

— n - 1 possibilidades na escolha do 2° elemento, pois um elemento ja foi
utilizado;

n - 2 possibilidades na escolha do 3° elemento, pois dois ja foram utilizados;

n - (k + 1) possibilidades na escolha do k° elemento.

De acordo com o Principio Fundamental da contagem, o numero total de arranjos
simples k a k dos n elementosde Aén(n-1) (n-2) ... (n -k + 1). Representando esse numero
por Ay, k, temos:

Ank=n(n-1)(n-2)..(n-k+1),ouainda

n!
An,k:

(n - k)!

Anexo 2 -2



Ex.: Aip,4=10.9.8. 7. =5040
e Permutacdes simples

Seja A um conjunto com n elementos. Os arranjos simples n a n de n elementos de
A sdo chamados permutacdes simples de n elementos, representado por P,. Assim:
Phn =Ann=n!

Ex.: P¢ =6! =720
e Combinac0es simples

Seja A um conjunto com n elementos e k um ndmero natural, com k < n. Chama-
se combinacéo simples k a k, dos n elementos de A, a cada subconjunto de k elementos de A.

Cn, k € 0 simbolo utilizado para representar 0 nimero total de combinacdes de n, k
a k. Permutando os k elementos de uma combinacdo k a k, obtemos Py arranjos distintos.
Permutando os k elementos das C,x combinagdes, obtemos Py. C,k arranjos simples, que sao
exatamente todos os arranjos simples de n elementos k a k.

Assim sendo, Cpx . Px = Anx € portanto:

A _ n! _ (nj
Cre="p O Cu= ok O i

e Permutacdes com repeticéo

Sejam a elementos iguais a a, b elementos iguais a B, g elementos iguaisa v ..., |
elementos iguais a A, num total de a+b +g+ ... + | = n elementos
O numero total de permutacBes distintas que podemos obter com estes n

elementos é:

P* - Pa,b,g,...l _ n!
n ~albigl..l!
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e Permutacdes circulares

P = (n - 1)!
e Arranjos com repeticdo
'Ah,K =n“

e Combinacdo com repeticao

. n+k-1
Cn,K =Cn+K—1,K = K

Obs.: Os exercicios da série sdo um Otimo treinamento para se comegar a

“pensar” probabilisticamente. Faca todos!
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Exercicios VII

01)

02)

03)

04)

05)

06)

07)

08)

09)

10)

11)

12)

H& 6 estradas entre A e B e 4 entre B e C. De quantas maneiras pode-se ir de A a C,

passando por B.

Com relagdo ao problema anterior, de quantas maneiras pode-se ir e voltar de A a C,

sem usar a mesma estrada mais de uma vez?

Dados os conjuntos A={1,2,3,4}yeB={1,2 3,5, 6,7}, calcular o nUmero de
funcgdes injetoras de A em B. Obs.: Uma funcgéo é injetora se para x=y—f(x)=(y) com
f:A—B.

SendoA={1,23,4}yeB={7,8,9, 10}, calcular o nimero de fungdes bijetoras de
A em B. Obs.: Uma funcdo é bijetora se x=y —f(x)=(y) e im(A)=B

Quantos numeros de algarismos distintos e compreendidos entre 100 e 1000, podem

ser obtidos utilizando os algarismos 1, 2, 3, 5, 6?

Quatro livros diferentes de Matematica, seis de Fisica e dois de Quimica devem ser
arrumados em uma prateleira.

Quantas arrumac0es diferentes podem ser feitas, se:

a) os livros de cada matéria devem ficar juntos?

b) apenas os de matematica devem ficar juntos?
Quantas comissdes de 3 elementos podemos formar com um grupo de 8 pessoas?

Um fabricante de doces dispde de embalagens com capacidade de 4 doces cada uma .
Sabendo-se que ele fabrica 10 tipos diferentes de doces, pergunta-se: Quantos tipos de

embalagens com 4 doces diferentes ele podera oferecer?

Vamos supor que uma placa de motocicleta contenha duas letras distintas do alfabeto

completo, seguidas por trés digitos. Quantas placas diferentes podem ser impressas?

Quantos séo os anagramas da palavra AEROPORTO? (Anagramas sdo palavras com

ou sem sentido a partir de uma palavra primitiva)

De quantas maneiras, uma oficina pode pintar 5 automdveis iguais, recebendo cada

um, tinta de uma Unica cor, se a oficina dispde apenas 3 cores e nao quer mistura-las?

Resolver a equagdo: X . (X + 1) . Aig, x- 1= A1s,x+1
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13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

Quantos nameros impares, compreendidos entre 2000 e 7000, podemos formar com 0s

algarismos 2, 3, 4, 6, 8 e 9, de modo que ndo figurem algarismos repetidos?

Um trem de passageiros é constituido de uma locomotiva e 6 vagdes distintos, sendo
um deles restaurante. Sabendo que a locomotiva deve ir a frente e que o vagao
restaurante ndo pode ser colocado imediatamente ap6s a locomotiva, 0 nimero de

modos diferentes de montar a composigao e:

Com dez consoantes diferentes e com cinco vogais diferentes, quantas “palavras” (com
sentido ou ndo) podem ser formadas, tendo cada palavra trés consoantes diferentes e

duas vogais diferentes?

Uma empresa tem 3 diretores e 5 gerentes. Quantas comissdes de 5 pessoas podem ser

formadas, contendo no minimo 1 diretor?

S&o dados 12 pontos em um plano, dos quais 5 e somente 5 estdo alinhados. Quantos

triangulos podem ser formados com vértices em 3 dos 12 pontos?

Uma urna contém 10 bolas brancas e 6 pretas. De quantos modos é possivel tirar 7

bolas, das quais pelo menos 4 bolas sejam pretas?

No sistema decimal, quantos nimeros de cinco algarismos (sem repeticdo) podemos
escrever, de modo que os algarismos O (zero), 2 (dois) e 4 (gquatro) aparecam

agrupados?

Obs.: Considerar somente nimeros de cinco algarismos em que o primeiro algarismo é

diferente de zero.

Calcular o numero maximo de planos determinados por 8 pontos do espaco dos quais 4

séo coplanares.

Existem n maneiras de distribuir 7 moedas de valores diferentes entre duas pessoas.

Excluindo-se possibilidade de uma so receber todas as moedas, o valor de n sera?

Com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, e sem repeticdo, pode-se escrever x nUmeros maiores

que 2.500. Calcular x.

Em um avido de oito lugares viajam oito pessoas, das quais quatro tém condicgdes de
operar como piloto ou co-piloto. De quantas maneiras diferentes estas oito pessoas

podem se distribuir no avido?

Quantos s&o, ao todo, os anagramas da palavia MATEMATICA que comegam com
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25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

vogal? (N&o levar em conta o acento).
O numero de solugdes inteiras e ndo negativas da equagdo x +y +z+w =5é:

Um feirante possui, em sua banca, macds, peras e laranjas em grande quantidade.
Desejando atender melhor a sua clientela, o feirante resolveu empacotar todas as sua
frutas, de modo que cada pacote contivesse exatamente 5 frutas. Quantos tipos de

pacotes podera o feirante oferecer, no méaximo, a sua clientela?

Numa loteria sdo sorteados 6 objetos. Sabe-se que a urna contém exatamente 20
bilhetes. Uma pessoa retira da urna 4 bilhetes. Qual o numero de possibilidades que

essa pessoa tem de retirar, pelo menos 2 bilhetes premiados entre os quatro retirados.

O numero de comissdes diferentes, de 2 pessoas, que podemos formar com 0s n
diretores de uma firma, € k. Se, no entanto, ao formar estas comissdes, tivermos de
indicar uma das pessoas para presidente e a outra para suplente podemos forma k + 3

comissoes diferentes. Entdo, n vale:

Dado um poligono convexo P de n lados, calcular o namero de poligonos convexos,
cujos vértices sao vértices de P.

4y2 =96

,entdo x . y é igual
C.=1

Se x e y sdo numeros naturais maiores que 1 e tais que {

ao valor de :

Dentre os anagramas distintos que podemos formar com n letras, das quais somente

duas sdo iguais, 120 apresentam estas duas letras iguais juntas. Entdo, n vale:

Uma prateleira tem 6 compartimentos separados. De quantas maneiras podemos
colocar nos compartimentos 4 bolinhas indistinguiveis? (Este tipo de problema surge

na Fisica em relacdo a estatistica de Bose-Einstein).

Uma prateleira tem 6 compartimentos separados. De quantas maneiras podemos
distribuir 11 bolinhas indistinguiveis pelos compartimentos, de modo que nenhum
deles fique vazio? (Este tipo de problema surge na Fisica em relacdo a estatistica de

Fermi-Dirac).
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CAPITULO 3 - DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Nesse capitulo serdo apresentadas varias distribuicbes de probabilidade,
desenvolvendo sua forma analitica a partir de certos conceitos basicos sobre fendmenos reais.

Tais distribuicGes tem extensivas aplicacdes em engenharia, ciéncia basica, etc. Serdo elas
subdivididas em discretas e continuas.

3.1 - Distribuic¢6es Discretas de Probabilidade

Relembrando: Uma distribuicéo discreta de probabilidade é sintetizada por ter:

i) f(x)=0
i) %}f(xi)ﬂ

ii)P(X =x) = f(x)

3.1.2 - Provas de Bernoulli e Distribuicdo de Bernoulli

Existem muitos problemas nos quais 0s experimentos consistem de n provas ou
subexperimentos. Aqui o interesse € apenas em uma prova individual onde haja duas

possibilidades de resultado: sucesso (S) ou Falha (F).

Por conveniéncia, iremos definir uma v.a. X = 1 se o resultado de uma prova for S

e X = 0 se o resultado for F. Assim temos o espaco amostral E ={S, F} e:

Resultado daprova S F
X1 0
P(X) p ¢
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4 f()=p(x)

<V

0 1

A distribuigéo acima, ou
P(X=1)=p

P(X=0)=q

E denominada de distribuicdo de Bernoulli. A sua média e variancia sdo

calculadas como segue:

EX)=0.9q+1.p=p
Var (X) = EX)-[E(X)]*= [(0°.9) + (1%.p)] - p* = p (1-p) = pq

A funcdo acumulada F(x) sera entéo:

J 0, sex<0
F(x)=491-p=q, se0<x<1
1 sex>1
F(x) A
1
q
o
0 1 X

Observe que nessas provas (provas de Bernoulli) as condi¢6es séo idénticas nas n
provas. Os resultados S e F sdo mutuamente excludentes com probabilidades constantes p e q
(com p + g = 1). As provas séo independentes umas das outras (0 conhecimento do resultado

de uma prova, S ou F, ndo influencia no resultado seguinte).
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Ex.: Suponha um experimento que consiste em trés provas de Bernoulli com
probabilidade p de sucesso em cada prova. A v.a. X faz a seguinte associacdo ao espaco
amostral E:

X: NUmero de sucessos

E /X'O
FFF o
FFS o o1
FSF -/7
SFF &
FSS e )
SFS ./%
SSF & | 3
5SS .//

A distribuicéo de X pode ser determinada como segue:
P(x)

P{FFF}=P(X=0)=qqq = ¢’

P{FFS} + P{FSF} + P{SFF} = P(X = 1) = 3pq’
P{FSS} + P{SFS} + P{SSF} = P(X = 2) = 3p’q
P{SSS} =P(X =3) =p°

w N P, O X

3.1.3 - A Distribuicdo Binomial

Uma forma de descrever P(x) para o exemplo anterior pode ser dada por
(confiral):

3
P(X = X)=[ijxq‘” x=0,12,3
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A v.a. X gue representa 0 nimero de sucessos em n provas de Bernoulli tem uma

distribuicdo denominada Binomial dada por:

n
P(X:x):{xjpx(l— p)" x=0,1,2--n

=0  paraoutros valores

Para que tal distribuicéo seja de probabilidade devemos ter que

Y f(x)=1

i=0

De fato:
(M)
;:P(x:k):kikjp a-p)y* =[pra-p) ' =1

Os parametros dessa distribuicdo sdo n,n € N, e p, 0 < p < 1. Uma simples de-
monstracdo da distribuicdo Binomial é dada a seguir:

Seja:

P (X =x) = P {*x sucessos em n provas”}

A probabilidade para um resultado particular onde ocorre S nas x primeiras provas

e F nas n - x provas restantes é
P{SSSXS...FF.H._.XFF}: p*q"™ ,(q=1-p)
i n n! o
Existem (Xj: m resultados tendo exatamente x S e (n - x) F; justificando

a distribuicdo Binomial.

A média de tal distribuigéo é dada por:

E(X) = x.

x=0 X'(n X)I

_ (n 1)' X—1 o N—X
an i

p*q™

Fazendoy=x-1

(n-1)!
yin-1-y P4

que resulta em E(X)=np

E(X)—npi
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Usando uma aproximacao similar, podemos calcular a variancia como:

Var(X)—Zn‘,ﬂ “q"* - (np)?
= x!(n—x)!p f P

=n(n —1)p2n22 (=2t p’q"*” + np—(np)’
=yl (n-2-y)!

que resulta em Var (X) = npq

Obs.:Uma bem mais simples aproximagao poderia ter sido considerar X como a
soma de n independentes variaveis aleatorias de Bernoulli, cada uma com média p e variancia
pg. Teriamos assim:

X=X +X,+-+ X,

E(X)=E(X)+E(X,)+--+E(X,)=p+p+---+p=np

Var(X)=Var(X,)+Var(X,)+---+Var(X,)= pg+ pq+---+ pg = npq

Ex.: A probabilidade de um teste “Burn in / Burn out” queimar um componente
eletronico € 0,2. Colocando-se trés componentes sob teste, qual a probabilidade de que pelo
menos dois deles se “queime”?

Adotando (Q) para o componente que se queime e (N) para o caso dele ndo se

queimar, temos o seguinte espaco amostral E:

E = {QQQ, QQN, QNQ, NQQ, NNQ, NQN, QNN, NNN}

Associando p a probabilidade do componente se queimar e empregando as
suposi¢cdes de independéncia de um resultado em relagdo ao outro, temos as seguintes
probabilidades associadas ao espago amostral E:

{ (02,

(0.8).(0.2)%, (0.8) (0.2)?, (0.8).(0.2)?,

(0.2)(0.8)%, (0.2)(0.8)%, (0.2) (0.8)?,

08)° }

Nosso interesse ndo estd dirigido para os resultados individuais de E. Ao
contrario, desejamos tdo somente conhecer quantos componentes com resultado Q sejam

encontrados (ndo interessando a ordem em que tenham ocorrido). Isto €, desejamos estudar a
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v.a X a qual atribui a cada resultado de E o0 nUmero de componentes queimados.
Consequentemente o conjunto dos valores possiveis de X é { 0, 1, 2, 3 }, com a

seguinte distribuicdo de probabilidade:

P(x)

P{NNN} = P(X = 0) = ¢° = (0.8)*

P{NNQ} + P{NQN} + P{QNN} = P(X = 1) = 3pqg’ = 3(0.2)(0.8)

P{QQN} + P{QNQ} + P{NQQ} = P(X = 2) = 3p°q = 3(0.2)*(0.8)

P{QQQ} =P(X=3)=p’=(0.2)°

w N P, O X

Observe que a soma de p(x) € igual a 1 porque tal soma pode ser escrita como
(0.8 +0.2)°.

Para o0 nosso problema: Calcular a probabilidade de que pelo menos dois deles se
queime, temos:
P(X > 2) = P(X=2) + P(X=3) = 3p°q + p° = 0.104 = 10,4%

Se n for pequeno, os termos individuais da distribuicdo binomial seréo
relativamente faceis de calcular. Contudo, se n for relativamente grande, os calculos se
tornam bastante incobmodos. Felizmente foram preparadas tabelas de probabilidades

binomiais; existem varias dessas tabelas. (Veja Tabela 1, em anexo).

Ex.: Suponha que uma valvula eletrénica, instalada em determinado circuito,
tenha probabilidade 0.2 de funcionar mais do que 500 horas. Se ensaiarmos 20 valvulas, qual
a probabilidade de que delas, exatamente k, funcionem mais que 500 horas (k = 0, 1, 2, ...
20)?

Seja X = numero de valvulas que funcionem mais de 500 horas.

p=0.2
X=0,1,2,..20

Admitindo a distribuigdo binomial
20 _
P(X =k) =( kj (02)"(0.8)"

Os valores podem ser obtidos por tabela para n = 20 e p = 0.20. Observe que a

tabela fornece valores acumulados, assim, por exemplo P(X = 4) = F(4) - F(3) ou seja P (X =
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4) = 0.6296 - 0.4114 = 0.2182 (Confira!)

Obs.: A tabela encerra valores até n = 15

Se marcarmos o0s valores dessa distribuicdo obteremos o seguinte grafico:
com média E(x) = np =20.(0.2) =4

PX=x) ,
e desvio padrdo /npq =1788
\ | - X
01234567289 18
Obs.:
Relembrando: (x+Yy)" =a,x"+a,x"y +a,x" 2y’ +---+a X y" +a,y"
i
:ialxnlylzit anyl
i=0 i=0 |

onde cada a; € obtido também pelo triangulo de Tartaglia.

3.1.4 - A Distribuicio Geométrica

A distribuicdo geomeétrica estd também associada a sequéncia de uma prova de
Bernoulli excetuando-se que o nuimero de provas nao é fixada, e, na verdade, a v.a. de
interesse X é definida como o nimero de provas necessarias para obter o primeiro sucesso. A

figura a seguir ilustra a associacdo entre o espa¢co amostral e av.a. X:
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segue:

FSt—— 2 X=123,..

FFS1 3

FFFS >

FFFFS_ 5

A distribuicdo de probabilidade de X € dada por:

f(X)=P(X=x)=q""p x=1,2, 3 ..

outros valores

Il
o Qo

E facil verificar que:

S RS 3 [ 1]
2 f(x)=1pois 2, pg** = p2_g* = Pl g™
x=1 x=1 k=0

e f(x) >0 para todo x.

A Esperanca e variancia da distribuicdo geométrica podem ser encontradas como

n=E(X)= prq“—pd Zq

x=1

d[ q 1
Paal1-q) " p
o” =Var(X)= 2x*pg ‘“&J = P2 X
x=1 x=1
_ 4
-

Ex.: Um certo experimento é repetido até que um determinado resultado seja

obtido. As provas sdo independentes e 0 custo de executar um experimento é de $ 25.000.

Entretanto, se o resultado a alcangar (Sucesso) ndo for atingido, um custo de $ 5.000 é

necessario para o “setup” da proxima prova. Busca-se determinar o custo esperado do projeto.

Se X é o numero de provas necessarias para obter sucesso no experimento, entéo a
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funcdo do custo é dada por:

C (X

25.000

25.000 *2- 5.000

w| N k| X

25.000* 3-5.000*2

C (X)=$25.000 X + $5.000 (X - 1)
=(30.000) X - 5.000

Assim:

E [C(X)] = E [30.000 X] - E (5.000)

1
=30.000 E(X) - 5.000 =30.000 . E - 5.000

Se a probabilidade de sucesso em uma simples prova é de, digamos 0,25, entdo
E[C(X)] = $ 115.000.

Suponha agora que se tenha somente $ 500.000 para investir no experimento.
Qual a probabilidade do custo ultrapassar essa quantia?
Temos entdo que:
(C(X) > 500000 P (30000 X —5000 > 500000)

~ P( 505000j
- 30000
= P(X >16.833)
=1-P(X <16)

=1- i(o 25)(0.75)"*

=1- (025)2(075) -
~001=1%

A distribuicdo geométrica decresce, isto €, p (X) <p (x- 1) parax =2, 3, .... Isto é

mostrado no seguinte grafico.
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P(x) 4

\)
b

Obs.: Uma interessante e til propriedade da distribuicdo geométrica é que ela
ndo tem memoria, isto é,

PX>x+s|X>s)=P(X>x)
ou seja: Suponha-se que o0 evento S ndo tenha ocorrido durante as primeiras s repeticdes do
experimento. Entdo a probabilidade de que ele ndo ocorra durante as proximas x repeticdes
sera a mesma probabilidade que néo tivesse ocorrido durante as primeiras x repeticdes. Em
outras palavras, a informacdo de nenhum S é “esquecida”, no que interessa aos calculos

subseqientes.
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Exercicios VIII

1-

Um estudo mostra que 70% dos pacientes que vado a uma clinica médica devem esperar
no minimo 15 minutos para serem atendidos. Determinar as probabilidades de que, de
oito pacientes, 0, 1, 2, 3, ..., 7, 8 tenham de sujeitar-se aquela espera. Fazer um

histograma dessa distribuicdo de probabilidade.

Utilizando a tabua de probabilidades binomiais, determinar as seguintes probabilidades:
a) 3 sucessos em 9 provas, com p = 0,4;

b) 6 falhas em 15 provas, com p = 0,6;

¢) 5 ou mais sucessos em 8 provas, com p = 0,5;

d) entre 7 e 12 (ambos inclusive) sucessos em 15 provas, com p=0,7.

Se h& 0,2 de probabilidade de uma pessoa dar crédito a um rumor sobre a vida privada de
certo politico, qual a probabilidade de que a quinta pessoa a ouvir tal rumor seja a

primeira a dar-lhe crédito?

Segundo a teoria de Mendel, no enxerto de duas espécies de plantas com flores amarelas
e brancas, 30% das plantas resultantes tém flor amarela. Em sete pares de plantas
enxertadas, qual a probabilidade:

a) de ndo resultar flor amarela;

b) de haver quatro ou mais plantas com flor amarela.

Se a probabilidade de nascimento de menino é 0,52, qual a probabilidade de o terceiro

filho de uma familia ser o primeiro homem (H)?

Em um grupo de 1500 asilados, 570 tém 75 anos ou mais. Em uma amostra aleatéria de
11, qual a probabilidade:
a) de quatro terem 75 anos ou mais;

b) de trés ou menos estarem naquela faixa etaria.

Se a probabilidade de um eleitor, escolhido aleatoriamente, votar em uma eleicdo é 0,75,

qual a probabilidade de sete entre 10 eleitores comparecerem a elei¢ao

Em 1500 familias de trés filhos, quantas podemos esperar:
a) com ao menos um menino (H);
b) com exatamente duas meninas (M);

€) com nenhuma menina.
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9 - Um deposito recebe trés lotes de pilhas para lanternas. Sabe-se que as percentagens de
pilhas defeituosas no 1% no 2° e no 3° lote sdo, respectivamente, 0,015, 0,02 e 0,04.
Escolhida ao acaso uma pilha de cada lote, qual a probabilidade de:

a) haver no maximo duas defeituosas;

b) nédo haver nenhuma defeituosa.

10 - (Bhattacharyva & Johnson) Um laboratério é contratado para fornecer, a um distribuidor,
lotes de vacina para gado. Ocasionalmente, algumas vacinas se revelam ineficazes. O
distribuidor quer proteger-se contra o risco de receber um ndmero indesejavel de vacinas
ineficazes. Como ndo € possivel testar todas as vacinas (ja que o teste inutiliza a vacina),
o distribuidor adota o seguinte processo de selecdo: extrai de cada lote uma amostra
aleatdria de 10 ampolas, contendo um nimero X de vacinas estéreis. se X = 0, o lote é
aceito. Se X>1, o lote é rejeitado. Este processo é designado plano de amostragem
simples com tamanho de amostra n = 10 e nimero de aceitagdo ¢ = 0.

Admitamos que o tamanho do lote seja suficientemente grande para que a distribuicéo de

X seja (aproximadamente) binomial, com n = 10 e p = fragdo desconhecida de vacinas

estéreis em cada lote.

a) Se p =0,2 qual a probabilidade de o lote ser aceito?

b) Calcule a probabilidade P(A) de aceitar um lote, para p = 0,05, p=0,1, p= 0,2,
p =0,4. Grafe P(A) como funcdo de p, unindo os pontos do grafico por uma curva
continua (esta curva é chamada curva caracteristica de operacédo (CCO) para o plano

de amostragem).
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3.2 - Outras Distribuicdes Discretas de Probabilidade

3.2.1 - A Distribuicdo de Pascal

A distribuicdo de Pascal também tem a sua base nas provas de Bernoulli. E uma
extensdo da distribuicdo geométrica. Nesse caso, a v.a X representa o nimero de repeticdes
necessarias a fim de que um resultado bem sucedido possa ocorrer exatamente r vezes. E

evidente que se r = 1, X tera a distribuicdo geométrica.

Se X = k entdo o sucesso, de probabilidade p, ocorre na k-ésima repeticao e nas
(k - 1) repeticOes anteriores tal sucesso ocorreu (r - 1) vezes. A probabilidade desse evento é
simplesmente
(k _1jp”-q‘“””)-p ,
r-1
desde que o que acontece nas primeiras (k - 1) repeti¢fes é independente daquilo

que acontece na k-ésima repeticdo. Portanto,

k_l r k—r
f(x)=P(X=k)= Foq)PaTy k=r,r+1 ..

Ex.: A probabilidade de um bem sucedido lancamento de foguete é igual a 0,8.
Suponha que tentativas de lancamento sejam feitas até que tenham ocorrido 3 langcamentos
bem sucedidos. Qual a probabilidade de que exatamente 6 tentativas sejam necessarias?

Temos aqui que:

p = 0,8 e 0 espaco amostral pode ser assim definido:

E = {SSFFFS, SFSFFS, -------- S, ..}

6-1 e .
com (3 J p°q® representando a distribuicdo binomial antes do terceiro sucesso

Assim, temos:
5 5
P(X=3)= [ZJ(O.8)2(0.2)3(0.8) = (Zj(o.éa)s(o.z)3

Se estivermos interessados em calcular a probabilidade de que menos de 6

tentativas sejam necessarias, temos:
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P(X<6)=P(X=5+P(X=4)+P(X=3)
(4) (3)

(2
=L/yaw%ozf+{/ﬁaw%ozf+k
2 2

\
Jmem°
2

Obs.: Quando r = 1, a distribuicdo de Pascal reduz-se a distribuicdo geométrica.

Pode-se provar que para a distribuicdo de Pascal, a média e a variancia sdo dadas
por:

r rq
E(X)=—eVar(X)=—
(X) ) (X) o?

Ex.: A probabilidade de que um experimento seja bem sucedido é 0,8. Se o
experimento for repetido até que quatro resultados bem sucedidos tenham ocorrido, qual sera
0 numero esperado de repeticGes necessarias?

Temos simplesmente que:

4
E(X)=-— =5
(X) (08)
P(X=x) }
4 5 6 7

Obs.: A distribuigdo de Pascal é conhecida também como distribuicdo Binomial
Negativa.

3.2.2 - A Distribuicdo Multinomial

Vamos examinar agora uma importante v.a discreta de maior numero de
dimens0es, a qual pode ser considerada como uma generalizacdo da binomial. Considere um

experimento £, seu espaco amostral E, e a particdo de E em k eventos mutuamente
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excludentes A;, A,... Ax. (isto é, quando £ for realizado, um, e somente um dos eventos A;
ocorrera.). Considere agora n repeticdes de £ . Seja pi = P(A;) e suponha que p; permanega

constante durante todas as repeti¢cdes. Evidentemente, teremos:
Kk
Z p =1
i=1

Definindo as v.a. Xi, Xz, ... Xk como:
Xi =numero de vezes que Aj ocorre nas n repeticbesde £. i1=1, 2, ..k
Kk
Os X; ndo sdo v.a. independentes, porque in =n. Em consequéncia, logo que
i=1
os valores de quaisquer (k-1) dessas v.a. sejam conhecidos, o valor da outra ficara

determinado. Chegamos entéo ao seguinte resultado, a distribuicdo multinomial.

n! - ]
P(Xlznl,xzznz’...’xk:nk) - l1 22'”pkk

“n!n,l-on !
onde ini =n
i=1

Obs.: Se k = 2, a expressdo acima se reduz a distribuicdo binomial. Nesse caso 0s
dois eventos serdo denominados de “sucesso” (S) com probabilidade p e “falha”(F) com

probabilidade g =1 - p.
Obs.: A distribui¢cdo multinomial também é denominada de polinomial.

A média e variancia de X;, uma componente particular, sdo dadas por:
E(Xi)znpi € Var(xi)znpi(l_ pi) =12 -k )

onde X; é uma componente particular de X.

Ex.: Uma barra de comprimento especificado é fabricada. Admita-se que o
comprimento real X (polegadas) seja uma v.a. uniformemente distribuida sobre [10,12].

Suponha que se deseje investigar a ocorréncia de trés eventos:

A ={X <105}, A, ={105< X <118} e A, ={X >118} com probabilidades:
p,=P(A)=025p,=P(A;)=065 e p,=P(A)=01
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Se 10 dessas barras forem fabricadas, a probabilidade de termos 5 barras de
comprimento dado por A, e 2 dado por As é obtida por:

10!

P(X,=5,X,=3 X;=2)= ¢ o

(0.25)°(0.65)°(01)

3.2.3 - A Distribuicdo Hipergeométrica

No estudo da distribuicdo binomial, vimos que ela se aplica quando a
probabilidade de sucesso se mantém constante em todas as provas do experimento. A
binomial corresponde, pois, ao esquema de extracbes com reposicao.

A distribuicdo hipergeométrica é adequada quando consideramos extracdes
casuais feitas, sem reposicdo, de uma populacdo dividida segundo dois atributos. Aqui as

probabilidades de sucesso e falha ndo se mantém constante.

Um exemplo antes da formalizag&o:
Ex..Em problemas de controle de qualidade, lotes com N =100 elementos sdo
examinados. O numero de elementos com defeito é r = 10. Escolhendo-se n = 5 pegas sem

reposicéo, a probabilidade de ndo se obter pecas defeituosas €, por raciocinio simples:
(10} (90}
0 /)5
p= =~ 0584

5

A probabilidade de se obter 2 defeituosas é:
10)(90
CIG)
p= Tlo—oy =~ 0.007
5

Generalizando: Considere uma populacdo de N elementos, r dos quais sejam
sucessos e N - r sejam falha. Escolhendo ao acaso n elementos da populacdo (n < N), sem
reposicdo, e adotando X como o nimero de sucessos obtidos, temos a seguinte distribuicdo de

probabilidade hipergeométrica.
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Ex.: Pequenos motores elétricos sdo expedidos em lotes de 50 unidades. Antes
gue uma remessa seja aprovada, um inspetor escolhe 5 desses motores e 0s inspeciona. Se
nenhum dos motores inspecionados for defeituoso, o lote € aprovado. Se um ou mais forem
verificados defeituosos, todos os motores da remessa sdo inspecionados. Suponha que
existam, de fato, trés motores defeituosos no lote. Qual a probabilidade de que a inspecdo
100% seja necessaria?

Se fizermos igual a X o nimero de motores defeituosos encontrados, a inspe¢do

P(X>21)=1-P(X=0)=1 VAN ~02
( = )_ - ( —0)_ - 50 =~ (0.28
{5]

No célculo da média e variancia, adotamosp=r/Neq=1 - p e obtemos:

100% sera necessaria se X > 1.

Logo:

E(X)=np e Var(X)= nqu

Se N >> n, podemos aproximar

n
P(X =k) :(kJ p* - p)"* (binomial)
ComE (X) =np e Var (X) =npq

Obs.: Em geral a aproximacdo da distribuicdo hipergeométrica pela binomial é

bastante boa se n /N <0.1.
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3.2.4 - A Distribuicdo de Poisson

Seja X uma v.a. discreta, tomando os seguintes valores: 0, 1, 2, ... . Se
e o
k!

P(X=k)= X=0,1, 2,--- diremosque X tem distribuicdo de Pois-

son, com parametro a. > 0.

Observe que a expressdo acima € uma distribuicdo de probabilidade pois:

0 o ~-a .k
SP(x=k=>%12
k=0 k=0 kl

=e %e“ =1

Uma interessante propriedade dessa distribui¢do é que a sua média e variancia sao

iguais. Observe:

Fazendo s = k - 1 obtemos:

0 efuas
= az =
s=0 s!

—a ., S+l

E(X)= 252

=0 S!:

Semelhantemente, para a variancia, obtemos:

E(X?)=a’ +a (Verifique!) e Var(X)=E(X*)-[E(X)} =«
ou seja:

E(X)=Var(X)=a

Ex.: Uma complicada peca de maquinaria, quando funciona adequadamente, da
um lucro de C dolares por hora (C > 2 ) a uma firma. Contudo, esta maquina tende a falhar em
momentos inesperados e imprevisiveis. Suponha que o numero de falhas durante qualquer
periodo de duracéo t horas, seja uma v.a. com distribui¢cdo de Poisson com parametro t. Se a
maquina falhar X vezes durante as t horas o prejuizo sofrido (parada da maquina mais
reparacéo) é igual a (X* + X) délares.

Assim, o lucro total P, durante qualquer periodo de t horas, é igual a:

P = Ct- (X* + X), onde X é a v.a que representa o niimero de falhas da méaquina.

Se desejarmos escolher o valor de t de tal maneira que o lucro esperado se torne
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maximo, teremos:

E(P) = E(Ct) - E(X?* + X) = Ct - E(X?) - E(X)

Sabendo que E(X?) =t + t? e E(X) = t,

E(P) = Ct- 2t - t2

Para achar o valor de t para o qual E(P) se torna maximo, derivamos E(P) e
fazemos a expressao resultante igual a zero. Assim,

C-2-2t=0,

o que fornece t =% (C - 2) horas.

Existem essencialmente, duas razfes pelas quais a distribuicdo de Poisson
representa papel tdo importante em muitas aplicacbes: Como aproximacdo da Distribuicdo
Binomial e no estudo de “eventos raros” através do Processo de Poisson. Vejamos o primeiro

Caso:

e Aproximacao da Distribuicdo Binomial

Seja X uma v.a. distribuida binomialmente com parametro p (baseado em n

repeticdes de um experimento). Isto é,
n
P(X =k) =(kj p“(L-p)"*

Admita-se que quando n — o, p >0 e np — a.

Nessas condicOes é possivel demonstrar uma importante consideracao:

-a k
lim P(X = k)= =&

n—oo k!

Ou seja, poderemos obter uma aproximacao das probabilidades binomiais com a

aproximacéo de Poisson, toda vez que n seja grande e p seja pequeno.

J& verificamos que se X tiver uma distribui¢do binomial, E(X) = np, enquanto se X
tiver uma distribuicdo de Poisson (com parametro o), E(X) = a.. Nessa aproximagdo adotamos

entdo o = np.

Ex.: A probabilidade de um individuo ter reacdo negativa a certa injecdo € de

0,001. Determinar a probabilidade de que de 2.000 individuos injetados, exatamente 3 tenham
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reacao negativa.

Usando a distribuigdo binomial com n = 2.000 e p = 0.001 temos:
2000
P(X =3) =[ 3 j(0.001)3(0.999)1997

O célculo desses numeros da origem a consideravel dificuldade. Pela aproximacéo
de Poisson temos:
a = np = (2000)(0.001) = 2

203

= 01804

P(X=3)==7=

Para determinar a probabilidade de que mais de quatro tenham reacdo negativa
temos:
P(X>4)=1-[P(X=4)+P(X=3)+P(X=2)+P(X =1)+P(X =0)]

622 e22% e?2 72°]
=1- + + +
L 41 3! 1! 0! J

1 4
:1—e‘2{2—2+%+5+2+1}: 0.055

Com o advento das modernas calculadoras, tais calculos se fazem com extrema
rapidez. Contudo, existem tabelas de valores da distribuicdo de Poisson que facilitam em
muito essas operacdes. Em anexo, estdo inseridas essas tabelas e, assim como para a

distribuicdo binomial, sdo elas acumuladas, ou seja:

e ok
I

" (Ver tabela 2)

P(X Sko)zﬁ:

Ex.: Consideremos um experimento binomial com n = 200, p = 0.04 em que se
pede a probabilidade de, no maximo, 5 sucessos.

Temos pela binomial:
200
P(X <5)= i( Y j(0.04)k(0.96)5-k
k=0

Tal célculo ultrapassa em muito o &mbito das tabuas binomiais usuais, em vista do
elevado valor de n. O célculo direto é impraticavel. Usando a aproximacéo de Poisson temos:
o =np = (200) (0.04) =8
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P(X <£5) =0.1912, valor obtido da Tab. 2 na intersec¢do da coluna 8 com o valor 5.

Se desejarmos por exemplo P(X = 7) usando a tabela, temos:
P(X =7)=F(7)- F(6) = 04530 — 03134 = 01396

Obs.: A tabela de Poisson encerra valores até o = 20.

e O Processo de Poisson

A distribuicdo de Poisson exerce por si mesma um papel extremamente
importante porque ela representa um modelo probabilistico adequado para um grande ndmero
de fenbmenos observaveis.

Suponhamos que determinados eventos estejam ocorrendo em certos intervalos de
tempo e que as hipoteses abaixo sejam validas:

i) O numero de ocorréncias de um evento em um intervalo de tempo é
independente do numero de ocorréncias do evento em qualquer outro
intervalo disjunto;

ii) A probabilidade de duas ou mais ocorréncias simultaneas (sequenciais) é
praticamente zero;

iii) O numero médio de ocorréncias por unidade de tempo o € constante ao longo
do tempo.

Temos entdo aqui um processo de Poisson. Uma apresentacdo mais formal de tal

processo pode ser vista na Referéncia 1.

Ex.: Em uma experiéncia de laboratério passam, em média, por um contador,
quatro particulas radioativas por milissegundo. Qual a probabilidade de entrarem no contador
seis particulas em determinado milissegundo?

Utilizando a distribui¢do de Poisson com o = 4, temos entéo que:

-4 46

=01042

P(X=6)=e6! -

(Verifigue que as condi¢des do processo foram satisfeitas.)

Ex.: Chegam, em média, 10 navios-tanque por dia a um movimentado porto, que

tem capacidade para 15 desses navios. Qual a probabilidade de que, em determinado dia, um
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ou mais navios tanque tenham de ficar ao largo, aguardando vaga?
Temos aqui que, para o = 10:
P(X >15)=1— P(X <15)=1-09513= 0.0487

Ex.: Uma central telefonica recebe em média 300 chamadas por hora e pode
processar no maximo 10 ligagbes por minuto. Estimar a probabilidade de a capacidade da
mesa ser ultrapassada.

Temos agora:

o = 300/60 = 5 chamadas/minuto em média

P(X >10)=1-P(X <10)=1-0986 = 0.014 =1,4%

E importante compreender que a distribuicdo de Poisson surgiu como uma
consequéncia de algumas hipdteses que fizemos. Isto significa que sempre que essas hipoteses
sejam validas (ou ao menos aproximadamente validas), a distribuicdo de Poisson pode ser
empregada como um modelo adequado. Uma grande classe de fenbmenos podem empregar

esse modelo.

Obs.: O processo de Poisson pode ser aplicado ndo somente ao nimero de
ocorréncias de um evento, durante um periodo de tempo fixado, mas também ao nimero de

ocorréncias de um evento dentro das fronteiras de uma area ou volume fixados.

EX.: Suponha que um astrdbnomo investigue uma parte da Via-L4ctea e admita
que, na parte considerada, a densidade de estrelas A seja constante. [Isto significa que em um
volume V (unidades cubicas), podem ser encontradas, em média, AV estrelas]. Seja Xy 0
namero de estrelas encontradas em uma parte da Via-Lactea que tenha o volume V. Se as
hipdteses do Processo de Poisson forem satisfeitas (com “volume” substituindo “tempo”),
entéo
e a"

n!

P(X, =n)= comao = AV

As hipoteses interpretadas neste contexto, afirmariam essencialmente que o
numero de estrelas que aparecem em partes ndo sobrepostas da Via-Lactea, representam v.a.
independentes e que a probabilidade de mais do que uma estrela aparecer em uma parte

bastante pequena do céu é zero.
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Exercicios I X

1-

Nos sinais de um transmissor ocorrem distor¢fes aleatdrias a uma taxa média de 1 por
minuto. Para mensagens de 3 minutos, a taxa média de ocorréncia de distorcdo é de 3 por
mensagem. Qual a probabilidade de o nimero de distor¢des em uma mensagem de 3
minutos ser:

a) 2;

b) 1;

c) 3ou mais.

Na fabricacdo de resistores de 50 ohms sdo considerados bons os que tém resisténcia
entre 45 e 55 ohms. Sabe-se que a probabilidade de um deles ser defeituoso é 0,2%. Os
resistores sdo vendidos em lotes de 100 com a garantia de serem todos bons. Qual a

probabilidade de um lote violar esta garantia?

Uma central telefonica recebe em média 300 chamadas por hora e pode processar no
maximo 10 liga¢cbes por minuto. Utilizando a distribuicdo de Poisson, estimar a

probabilidade de a capacidade da mesa ser ultrapassada.

A probabilidade de uma pessoa sofrer intoxicacdo alimentar na lanchonete de um parque
de diversbes é 0,001. Com auxilio da aproximacdo de Poisson, determinar a
probabilidade de que, em 1500 pessoas que passam o dia no parque, no maximo duas

tenham intoxicacéo.

Uma urna contém duas bolas brancas e seis pretas. extrai-se uma, anota-se a cor e
devolve-se a bola a urna. Determinar a probabilidade de aparecer bola branca exatamente

trés vezes em oito extragdes.

Jogam-se dois dados muitas vezes. Determinar a probabilidade de a soma 7 aparecer pela

primeira vez na sétima jogada.

Jogam-se dois dados muitas vezes. determinar a probabilidade de a soma 7 aparecer pela

quarta vez na sétima jogada.
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8-

Conhecem-se a seguintes probabilidades:

0,6, de uma declaracédo de imposto de renda ser preenchida corretamente;

0,2, de uma declaracdo conter somente erros que favorecem o contribuinte;

0,1, de uma declaragdo conter somente erros que favorecem o fisco;

0,1, de uma declaracdo conter ambos 0s tipos de erro.

Calcular a probabilidade de que, em 10 declaracdes selecionadas aleatoriamente, seis
estejam corretas, duas contenham erros a favor do contribuinte, uma contenha erros a

favor do fisco e uma contenha ambos os tipos de erro.

Um agricultor planta seis sementes escolhidas aleatoriamente de uma caixa com cinco
sementes de tulipa e quatro de crisantemo

Qual a probabilidade de ele plantar duas sementes de crisdntemo e quatro de tulipa?
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3.3 - Distribui¢6es Continuas de Probabilidade

Uma distribuicdo continua de probabilidade (ou funcdo densidade de

probabilidade - fdp) tem, como sabemos, as seguintes propriedades:

iy f(x)>0
i) |7 £ =1

iiiy Pla< X <b)=["f(dx  (b>a)

3.3.1 - Distribuicdo Uniforme

A fdp € aqui definida por:

1
f(x):m, a<x<B comaef € R, a<P
=0 , outros valores

com o seguinte grafico representativo:

A f(X)

T X

o p

Observe que as propriedades das fdp sdo satisfeitas com a definigdo acima. Isto é:
[ tood=]" x4
—© a ﬂ_a
dx
B-a

e Pla< X <b)=]" E;a
a —a
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A média e variancia da distribuicdo uniforme séo:

E(X)—_[ﬂ xdx 1 X2ﬂ_,b’+a
depoa 2B-a) a2
- [0 [0 0o

A funcéo de distribui¢do acumulada é dada por

F(x)=0 , X<a
P _Xza o cx<p
«B-a p-a
=1 , X2
A F(X)
1 ;
: g
o p

3.3.2 - Distribuicdo Exponencial

Temos agora,

f(x)=re™ , x>0 comi e R,(A>0)
=0 , outros valores
A f(x)
A
0 ™
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Uma integracdo imediata mostra que

00

@ —AX _ _a M _
J.OXe dx=—e O_1

A média e variancia da distribuicdo exponencial sdo dadas por:

E(X)= J.: xhe dx = —xe™

L e _l
0+J.0 e dx_k

(usou-se integracdo por partes)

- 1Y
e Var(X) = _[0 x*he dx = {XJ
0 w —| 1Y
:L—xz e N +2'[O xe‘“de—[Ij
1
T2

Observe a interessante propriedade da distribuicdo exponencial:
E(X)=DP(X)=1/A

A funcdo acumulada F(x) é dada por:
F(x)=0 , Xx<0
=joxxe-“dt:1—e‘*X , x>0

A F(X)

Ex.: Um componente eletrénico é conhecido por ter sua vida Util representada por
uma fdp exponencial com tempo médio de falha E(X) de 10° horas (logo A = 10”). Suponha
que desejamos determinar a fracdo de componentes que poderdo falhar antes da vida média ou

valor esperado.
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Temos entao,

1 Y, A 1/ 1
P T S— = X = — X :1—
( J IO redx=-e 0 e
=0.63212

Esse resultado indica que 63,212% dos componentes irdo falhar antes de 10°

horas.

A f(X)

63212 136.788

E(X)z%

X

Ex.: Suponha que um fusivel tenha duracdo de vida X, a qual pode ser
considerada uma v.a. continua com distribuicdo exponencial. Existem dois processos pelos
quais o fusivel pode ser fabricado. O processo | apresenta uma duracdo de vida esperada de
100 horas (isto &, & = 100), enquanto o processo Il apresenta uma duracdo de vida esperada
de 150 horas (A = 150"). Suponha que o processo Il seja duas vezes mais custoso (por
fusivel) que o processo I, que custa C dolares por fusivel. Admita-se, além disso, que se um
fusivel durar menos que 200 horas, uma multa de K doélares seja lancada? Obs.: (C > K)

Vamos calcular o custo esperado para cada processo. Para o processo |, teremos

C, = custo (por fusivel) =C se X > 200
=C+K seX<200
logo, E(C,)=C P(X >200) + (C + K) P(X <200)

_ Cef(l/lOO)ZOO +(C+ K)(l— 97(1/100)200)
=Ce?+(C+K)(1-e7)
=K@l-e?)+C

por um calculo semelhante encontraremos
E(C,)=K(1-e*)+2C
Portanto  E(C,)-E(C,)=C+K(e?-e*)=C-013K

Consequentemente, preferiremos o processo I, visto que C > 0.13K.
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3.3.3 - A Distribuicdo Gama
A funcdo usada na definicdo da distribuicdo gama é definida por:

r'(n)= I: x"e ¥ dx n>0,

denominada de funcgdo gama.
Uma importante propriedade de tal funcéo € que:
I'(n)=(n-1)I'(n-1), ou seja
I'(n)=(n-1)!

desde que T'(1) = _[: e¥dx =1 e n>0.

Obs.: Podemos verificar que I'(1/2) = J.: x¥2edx =vn

Com o uso da funcdo gama, podemos introduzir a distribuicdo de probabilidade

gama como:

f(x)—ﬁ(kx) g , x>0
= , para outros valores
Os parametros de tal fdp sdo r > 0 e A > 0. O parametro r é chamado de parametro
de forma” e A “parametro de escala”. A figura seguinte mostra uma distribuicdo gama para

A=ler=12¢e3.

A f(X) r=1

Pode ser observado que f(x) > 0 para todo x e
I” oo =]" —(kx)“ ey

-t )I Yoy = ST =1

Obs.: A distribuigdo exponencial € um caso particular da distribuicdo gama, pois
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parar =1, f(x)=Ae™. Parar=v/2 e L =1/2 teremos uma importante distribuicdo chamada

XZ(\,) (Qui-guadrado) que sera vista adiante, em estimacdo de parametros.

Pode ser mostrado que a média e variancia da distribuicdo gama sao dadas por:
E(X)=r/A e Var(X)=r/#

(Ax)"

Kl x>0,r>0

r-1
e F(x)=1- e ™
k=0

Uma bem conhecida utilizagdo da distribuicdo Gama decorre da seguinte
proposicao:
“ Se uma varidvel aleatéria X é a soma de r independentes distribuicdes

exponenciais, com parametro A, entdo X tem uma distribuicdo Gama com parametros A e r.

Ex.: Um sistema opera como mostrado na figura seguinte. Inicialmente, a unidade
1 esta ativa enquanto as unidades 2 e 3 estdo inativas (“stand by”). Quando a unidade 1 falha,
um determinado equipamento de decisdo (DS) ativa a unidade 2. Caso a unidade 2 falhe, a
unidade 3 é, do mesmo modo, ativada. O equipamento de decisdo é assumido perfeito e o
tempo de vida do sistema pode ser representado como a soma dos tempos de vida das
unidades (X = X; + X, + X3). Se 0s tempos de vida das unidades sdo independentes um do

outro e se as unidades tem cada uma um tempo de vida (X, j =1, 2, 3), tendo densidade

a(x;)= (1/100)e™ "% “entdo X tera uma distribuicdo gama comr =3 e A = 0.01. Isto é,

0.01
f(x)= 7 (0.0:|.X)Ze_0'01X
Unidade 1
DS Unidade 2 >
Unidade 3

A probabilidade de que o sistema opere pelo menos x horas é dado por R(x) e é
chamado de “funcéo de confiabilidade”, dado por:

R(X)=1-F(x)

Aqui,
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R(X)=1-F(x)= i[e‘°'°1x(0.01x)k] /k!
(00107 ]

J

.
= e’O'OlXL1+ (0.01x) +

Obs.: A distribuicdo gama é muito Gtil na teoria da confiabilidade.

3.3.4 - A Distribuicdo de Weibull

A distribuicdo de Weibull tem sido largamente utilizada em muitos fenémenos
randémicos. A principal utilidade de tal distribuicdo é que ela proporciona uma excelente
aproximacao para ser a fdp de muitas variaveis aleatorias.

Em resumo, as propriedades da distribuicdo de Weibull séo:

10055 o {557 e

com—-o<y<ow, 6>0e B>0

. E(X)=y+81“(1+%j
« Var(X)=06" F(l+£j—l“(l+£j
B B
[ (x=y V]
. F(x)=1—exp[~(xs—yj J

A figura seguinte mostra algumas dessas distribuicbes parar=0,6=1e =1, 2,

3 e 4. Note que quando = 1 temos a distribuicdo exponencial com A = 1/5

A ()
16 p=4
12 | B=1 _
0.8 p=3
0.4 B=2
04 08 12 16 20 ™ x
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Exercicios X

1-

A dureza de uma peca de ceramica é proporcional ao tempo de queima. Suponha que se
conseguiu um processo de medicdo dessa dureza e que a medida respectiva seja uma v.a.
distribuida uniformemente entre 0 e 10. Se a dureza de uma peca de cozinha deve estar
no intervalo [5: 9], qual a probabilidade de uma peca escolhida ao acaso ser adequada ao

uso na cozinha?

Um geo6logo define o granito como uma rocha que contém quartzo, feldspato e pequena
quantidade de outros minerais, desde que ndo contenha mais de 75% de quartzo. Se todas
as percentagens sao igualmente provaveis, qual a proporcéo das amostras coletadas pelo

geologo em sua vida profissional que conterdo de 50 a 65% de quartzo?

Uma companhia de seguros segurou um grupo de 10.000 individuos de 28 anos de idade.
Seus seguros entraram em vigor em 31 de agosto e o ano fiscal termina em 31 de
dezembro. Pela tdbua de mortalidade adotada, a probabilidade de um individuo de 28
anos morrer dentro de um ano € 0,0015. Se o valor do seguro é de R$ 5.000,00 por morte,
e se as mortes se distribuem uniformemente durante o ano, qual a reserva que a
companhia deve constituir para fazer face aos sinistros que ocorrerem até o fim do ano

fiscal?

Um montanhista esta perdido no flanco de uma montanha, fazendo sinal com sua lanterna

para atrair a atencdo de uma patrulha de salvamento. Se o tempo, em horas, que a

lanterna é capaz de emitir um feixe de luz visivel embaixo é uma v.a. exponencial com
. 1

parametro A = E:

a) qual a probabilidade de o sinal luminoso ser visto por ao menos 3 horas?

1
b) construa uma tdbua mostrando a resposta da parte (a) quando = = 1, 2,3, 4,5, 6.

O tempo de uma conversa telefonica tem distribuicdo exponencial com A =1/5. Se uma
pessoa estd com pressa de fazer uma ligacdo e outra pessoa chega antes dela a cabine,
qual a probabilidade de a primeira pessoa ter de esperar menos de 3 minutos para poder

fazer a ligagdo?
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3.4 - A Distribuicdo Normal

Uma variavel aleatoria X possui uma distribuicdo Normal (ou Gaussiana) se sua

fdp for da forma

1 e

Os parametros u e o devem satisfazer as condigdes - < pu < o, ¢ > 0. X terd a notacao

X:N(p;o) ou X:N(x;0°%) .

A figura seguinte, a curva do sino (“the bell curve”), representa tal

distribuicéo.

f(x)

\

H uro

As principais propriedades de f(x) séo:
a) |7 f0dx=1

b) f(x) >0

C) 1@; f(x)=0 e Xlirpoo f(x)=0
d) f(u +x) = f(u - %)

e) Max f(x) ocorreemx=p

f) Os pontos de inflexdo sdfox=p+ o

g9) E(X) =
h) Var(X) = ¢

Obs.: As demonstracOes dessas propriedades sdo dadas na Referéncia 1.
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Tabela #(2)

A funcéo de distribuicdo acumulada F(x) é dada por

Foo=P(X<x)=]" Gj% ot

E impossivel avaliar essa integral sem ajuda de métodos numéricos, e para cada avaliacdo ha

a necessidade do par de valores (u;c). Entretanto, uma simples transformacao de variaveis,

X —
7= H,
(e}

faz com que haja a necessidade apenas do parametro z, isto é,

X_u ﬂ 1 —22/2
F(X)=P(X<x)=P|Z< =] =
(X)=P(X <x) [ Gj | 7 ——etha

21
xn X —
I oo - 2]
A fdp
1 2
(P(Z):\/Eez/z , —00<Z <00

tem média p = 0 e variancia o® = 1, isto é Z: N(0; 1), e dizemos que Z tem uma “Distribuicio
Normal Padronizada”. O grafico de ¢ (z) e a transformacdo efetuada € mostrada na figura

seguinte.

¢(2)

\ \
-3 -2 -1 0 1 2 3

> X
p-3p p-2u p-o p pto pt2c pt3c

A funcdo acumulada para Z é dada por:
: 1 2
d(z)=]" —=—edu
@=1'

e tal funcdo tem sido tabelada (Tabela 3).
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O procedimento usado na solucdo de problemas envolvendo consulta a tabela

normal reduzida é bastante simples.

EX.: Suponha que X: N(100; 2) e que desejamos avaliar P(X < 104). Temos entéo

P(x<104) = 0.9772 = F(104)

100 104 =X
0 Zo=2 >
Pois z, = w: 2 e ®(2)=09772 (por tabela)

Observe a relagdo entre o argumento de F e o argumento de @, o qual mede a
distncia de x a meédia p em unidades de desvio padrdo (o). No caso considerado
F(104) = ®(2) indica que 104 esta dois desvios padrbes (o = 2) acima da média. Na solugédo

de problemas, algumas vezes necessitamos usar a propriedade de simetria de ¢ (2).

Ex.: A tensdo de ruptura (em newtons) de uma fibra sintética € representada por X
e distribuida como N(800; 12). O controle de qualidade na fabricacdo da fibra exige uma
tensdo de no minimo 772 N. Uma amostra da fibra & randomicamente testada. A
probabilidade de obtermos P(X > 772) é obtido a partir de:

X—u 772—800
P(X<772):P( B )
o 12

= P(Z<-233)
- ®(-233) =001

Assim, a probabilidade desejada, P(X > 772) é igual a 1 - P(X < 772) = 0.99 como

mostra a figura seguinte.
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/

772 800 "X -2.33 0

Ex.: O tempo requerido para reparar uma maquina de empacotamento automatico
de alimentos em um complexo processo de producdo € X minutos. Estudos mostram que
X ~N(120, 4) é uma boa aproximagdo para X. Se 0 processo € interrompido por mais de 125
minutos todos os equipamentos devem ser limpos com a perda dos alimentos em processo. O
custo total desta perda é aproximadamente $ 10.000. No sentido de determinar a
probabilidade desta ocorréncia podemos proceder como a seguir:

125-12
P(X >125) = p[z >5—°jz P(Z >125)

=1-®(125) =1-0.8944
= 01056
Assim, dada uma falha na maquina, o custo esperado E(C) sera dado por:
E(C) = 0.1056 (10000 + Cgy) + 0.8944 Cgy
onde
C representa o custo total
Cr1 representa o custo de reparo
Simplificando temos:
E(C) = Cgy + 1056

Suponha que um gerenciamento pode reduzir a média da distribuicdo do tempo de
reparo para 115 minutos pela adi¢do de mais pessoal de manutengdo. O novo custo de reparo
sera Cry > Chy.

Temos agora que:

125-115
P(X >125)= P(Z >—): P(Z>25)

=1-®(25)=1-09938
=0.0062

fazendo com que o custo esperado seja:
E(C) =Cry +62
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Poderiamos agora avaliar se esta segunda alternativa € melhor por meio da
confirmacéo de que:

Crz + 62 < Cgy + 1056 ou

Crz - Cr1 < $ 994

EXx.: Suponha que as frequiéncias indesejaveis para um determinado sinal elétrico
tenham uma variagdo normal com meédia 60 Hz e desvio padrdo 15 Hz.
A) Qual a probabilidade desse sinal elétrico possuir componentes entre 40 e 70 Hz
devido a essas freqiiéncias indesejaveis?
Temos que:

P(40< X <70)=P(-133<Z <067)
= ®(0.67) - d(-133)

— 0.748-0.09
— 0.65=65%
40 60 70 > X

B) Qual a maior frequiéncia do sinal para que a probabilidade de contaminagéo por
freqliéncias indesejaveis seja de 10%?
Nesse caso temos um outro caminho:
P(Z<z,)=P(X <x,)=010, e

pela tabela encontramos que zp = - 1.27. Assim:

B g7 K= 00

Z_x
o 15

= X, = 409 Hz
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Obs.: Existem alguns intervalos simétricos da curva normal que sdo usados
freqlentemente. S&o eles:

P(n-1.00 6 < X <1.00 6) = 0.6826

P(u-16450<X<u+1.6450c)=0.90

P(u-196c<X<u+1960c)=0.95

P(u-2576<X<u+257c)=0.99

P(i-3.00 6 <X < p + 3.00 6) = 0.9978

Obs.: Combinagéo de Distribuicdes Normais:

“A combinacdo linear de variaveis aleatdrias com Distribuicbes Normais
independentes é também uma distribuicdo Normal.”

Por exemplo: Se X:N(u,,c,)€eY:N(u,,c,) entdo

W =aX+bhY +c
tera distribui¢cdo normal com:

H, =ap, +bp, +c e

2 2.2 2 2
o, =a‘c, +b'c
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Exercicios Xl

1-

Se X é umav.a. N(95; 7,5), determinar b tal que:
a) P(X >b)=0,975;
b) P(X >b)=0,8708

A vida média de certo aparelho é de oito anos, com d.p. de 1,8 ano. O fabricante substitui
os aparelhos que acusam defeito dentro do prazo de garantia. Se ele deseja substituir no

méaximo 5% dos aparelhos que apresentem defeito, qual deve ser o prazo de garantia?

Um processo industrial produz pecas com didmetro médio de 2.00” e d.p. de 0,01”. As
pecas com didmetro que se afaste da média por mais de 0,03” sdo consideradas
defeituosas. admitida a normalidade:

a) qual a percentagem das pecas defeituosas?

b) qual a probabilidade de encontrar duas pecas defeituosas em seqiiéncia?

c) qual probabilidade de encontrar duas pecas perfeitas em seqliéncia?

Em um exame de estatistica, a nota média foi 70, com d.p. 4,5. Todos os alunos que
obtiveram nota 75 a 89 receberam conceito B. Se as notas tém distribuicdo
aproximadamente normal, e se 10 estudantes obtiveram conceito B, quantos se

submeteram ao exame?

As alturas de 500 estudantes de uma faculdade tém meédia 1,70 m e d.p. 0,75 m. SupBe-se
normal a distribuicdo das alturas.

a) Quantos tém altura inferior a 1,75 m?

b) Entre 1,72 ¢ 1,80 m?

c) lgual a 1,74 m?

Se um conjunto de valores tem distribuicdo normal, qual a percentagem dos valores que
distam da média:
a) Por mais de 1,3 c;

b) Por menos de 0,527

Uma empresa usa anualmente milhares de lampadas elétricas, que permanecem acesa
continuamente, dia e noite. A vida de uma lampada pode ser considerada uma v.a.
normal, com média de 50 dias e d.p. de 15 dias. Em 1° de janeiro a companhia instalou

8.000 lampadas novas. Aproximadamente quantas deverdo ser substituidas em 1° de
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fevereiro?

8 - Seja X 0 nimero de sucessos em n provas de Bernoulli com probabilidade p de sucesso.

Pede-se:

a) Determinar as probabilidades exatas de X <6sen=25e p =0,35.

9- Se a ocorréncia de falhas é uma v.a. de Poisson com média 0,2 por m? qual a
probabilidade de o niimero de falhas em 5.000 m? de tecido:
a) estar entre 975 e 1025;

b) ser superior a 980.
10 - Determinar a probabilidade de obter sete caras em 14 jogadas de uma moeda.

11 - Um laboratério alega que um produto seu cura 80% dos casos de certa doenca. Para
verificar a afirmacdo, uma equipe médica do governo testou o produto em 100 individuos
portadores da doenga e decidiu aprova-lo se houver no minimo 75% de curas.

a) qual a probabilidade de a afirmacdo do laboratorio ser rejeitada, quando a
probabilidade de cura é de fato 0.8?

b) qual a probabilidade de a afirmacdo ser aceita, se a probabilidade de cura é de fato
0,7?

12 - Joga-se um par de dados 180 vezes. Qual a probabilidade de ocorréncia do total 7:
a) ao menos 25 vezes?
b) entre 33 e 41 vezes?

c) exatamente 30 vezes?

13 - Joga-se o par de dados 200 vezes. Qual a probabilidade de um nimero de duplas (dois
‘1’, dois ‘2, ...).
a) estar entre 40 e 50?
b) ser igual ou superior a 25?

c) ser inferior ou igual a 40?

14 - Em uma turma de historia, o exame final acusou média 72,5 e d.p. 11,2 (nota maxima
100). Se a distribuicdo das notas pode ser considerada aproximadamente normal, que

percentagem delas excede 80?

15 - Em um posto de grande movimento, os automoveis entram a razao de trés em cada dois
minutos, em média. Determinar a probabilidade de mais de 100 automdveis procurarem o

posto no periodo de uma hora.
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CAPITULO 4 - ESTIMACAO DE PARAMETROS

4.1 - Introducéo a Inferéncia Estatistica

A figura abaixo descreve a regra de inferéncia estatistica em um processo de

tomada de decisao.

Populacéo
Amostragem
Estimacédo de parametros Inferéncia
e escolha da Distribuicdo Estatistica

Célculo de Probabilidades
(Usando a Distribuigdo acima)

|

Informacéo para

tomada de decisao

mesma probabilidade de serem escolhidos. Com isso

O Objetivo da esti-
magdo é determinar os parame-
tros da distribuicdo a serem
utilizados para uma determinada
populacdo. Ex.. Para a
distribuicédo normal 0S
parametros s3o p e o para as
distribuicbes de Poisson e
Exponencial o parametro é a,
etc.

Aqui os termos “po-
pulacdo” e *“distribuicdo” séo
equivalentes. As  amostras,
obtidas da populagdo séo
aleatorias, onde todos o0s

elementos da populagdo tem a

tentamos garantir que toda a

variabilidade presente na populacdo estard refletida na amostra. Outra consequéncia desse

carater aleatdrio é que o conhecimento de um elemento qualquer nada nos informa quanto ao

valor dos outros elementos. (O processo de amostragem sera visto adiante - Cap.6).
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A figura seguinte descreve o processo de inferéncia estatistica aplicado a uma
determinada populacgéo.

Qualquer valor calculado com base nos elementos de uma amostra é chamado
uma “estatistica”. Por exemplo, a média amostral, ou seja, a média dos elementos da amostra
(X), é uma estatistica, assim como o0 sdo a mediana amostral ()Z), a amplitude amostral (h),
etc.

As estatisticas variam de uma para outra amostra, sendo pois, elas proprias
varidveis aleatorias. Podemos, assim, falar de populagdo de médias amostrais, de medianas
amostrais ou, equivalentemente, de distribuicdo das médias amostrais, das medianas

amostrais, etc.

Populacéo
(Caracteristicas verdadeiras desconhecidas)

o Amostragem
Variavel Ob «
aleatoria X ( ser\_/a(;ao
Experimental)
-0 < X<ooCOMm
distribuicéo f(x) = P(X = x) Amostra {Xy, Xz, ... Xn}
Modelo
Teorico f(x)
Inferéncia
-
- —
- - - 1 -
Ex.: Meédia p=X X = HZ X, (média amostral)
-
A - 2 2 - ~ 2 l 7\2 A -
Variancia o =S Estimacdo | S° = nZ(Xi — X)° (variancia amostral)
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Ex.: Para uma populacdo de 200 valores que variam entre -5 e 5 temos a seguinte

distribuicédo freqliencial e o seu respectivo histograma.

N;
A —

45
20 | L Xi Ni Ni
S5 1] 1
35 41 3| 4
30 | -3| 10| 14
- | ] | 2| 23| 37
ol -1| 39| 76
0| 48| 124
15 1| 39| 163
0l 2| 23| 186
o | 3| 10| 196
- 4 199
0 5-4-32-1012345 X 5| 1] 200

Extraindo uma amostra aleatéria de tamanho 10 desta populacdo obtemos as
seguintes oito amostras que estdo relacionadas juntamente com as respectivas médias e

medianas amostrais.

Amostra Valores X X
1 11 0 0 -3 1 -1 0 -2 2 -010 0
2 2 1 -1 0 2 0 2 0 1 1 0280 1
3 -1 4 -2 -2 -1 1 2 1 -1 -1 0.00 -1
4 -1 0 2 2 -3 0 1 -5 1 -3 09 -05
5 -2 1 0 0 0 -2 1 -2 1 -2 -040 0
6 -1 -1 0 0 3 -2 -1 4 2 -1 -040 -1
7 0 1-1-21 0 O0-5 1 0 1 -010 05
8 0 10 0 3 1 2 0 3 -2 080 05
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Em tal extracdo pode ser utilizada uma tabua de numeros aleatérios (Ver Tabela
4) ou um processo computadorizado (tipo “random”) para gerar uma sequéncia aleatéria de
nimeros. Se de alguma forma, por exemplo, obtermos os nimeros aleatérios 097, 019, 065,
060, 124, 104, 196, 058, 179, 155 podemos associa-los aos valores em N; da tabela e extrair a
seguinte amostra: 0, -2, -1, -1, 0,0, 3, -1, 2, 1. (confira)

Para facilitar a linguagem usada em Inferéncia Estatistica, iremos diferenciar as

caracteristicas da amostra e da populagdo. Os simbolos mais comuns sdo dados a seguir:

Estatistica Populacao

Média X u
Variancia s? o’
N elementos n N
Proporcéo p p
Geral 0 0

0 (theta) representa o parametro populacional de interesse. Para estima-lo
extraimos uma amostra de tamanho n da populagéo (X1, X2, X3 ... X;) € procuramos construir
uma funcdo desses valores, ou seja, uma estatistica. A estatistica que estima 6 é comumente
0. E como diferentes amostras originam valores distintos de 0,06 ele préprio, uma variavel
aleatdria. Nesse ultimo caso temos uma Distribuicio Amostral da estatistica 0.0 gréfico

seguinte ilustra tal distribuig&o:
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Populacéo Amostras

.

E(é)

onde para cada amostra, calculamos o valor 6, da estatistica 6. Os valores 6, formam uma

nova populaco, a Distribuicdo Amostral da estatistica 0 .

Quando propomos O como uma estimativa de 0, ndo esperamos realmente que )
venha a ser igual a 0. (Recordemos que 0 é uma v.a. e, por isso, pode tomar diferentes
valores). Este dilema origina duas importantes questdes:

1. Quais as caracteristicas que desejamos que uma “boa” estimativa apresente?

2. Como decidiremos que uma estimativa € “melhor” do que a outra?

Tais questfes ndo admitem uma anélise tdo simples. Em primeiro lugar, o proprio
valor do pardmetro 6 ndo é verdadeiramente correto (a0 menos em uma situacao concreta).
Assim, como dizer que 0 0é? Segundo, se tivermos duas estimativas de 6, por exemplo éo e
él, qual o critério de comparacdo para decidirmos entre éo e él? Observe que isto ndo é um
problema como, por exemplo, no calculo de raizes da equagdo 3x> —4x* +13x —7=0. Uma
vez que se tenha achado uma solucdo, € muito simples verificar se ela é a solucdo correta:
precisariamos apenas substitui-la na equacdo dada. Se tivermos duas respostas aproximadas,

digamos r; e rp, sera também assunto simples de decidir qual das aproximagdes é a melhor.

A estimacdo de um pardmetro populacional pode ser de dois tipos: estimacéo
pontual e estimacdo intervalar. A estimagdo pontual procura fixar um valor numérico Unico
qgue esteja satisfatoriamente proximo do verdadeiro valor do pardmetro. A estimativa
intervalar procura determinar intervalos com limites aleatdrios, que abranjam o valor do

parametro populacional, com uma margem de seguranca prefixada.
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4.2 - Critérios para Estimativas

Ha véarios métodos de obtencdo de estimadores, destacando-se entre eles o
Método da Maxima Verossimilhanca. Seu estudo, entretanto, ultrapassa o nivel deste texto.
Como existem muitos estimadores para um mesmo parametro de uma populacéo, é necessario
estudar algumas propriedades que os distingam uns dos outros. Duas delas sdo: ndo-

tendenciosidade e variancia minima.

Seja X uma v.a. cuja distribuicdo dependa do pardmetro 6. Seja Xi, Xz, ... Xpuma
amostra aleatoria de X e seja 0 uma funcdo da amostra. (Portanto, 0 é uma va.
unidimensional cuja distribuicdo de probabilidade depende de 6). Nés diremos que 0 é uma

estimativa ndo-tendenciosa de 6 se E(é) =0 paratodo 0.

Seja 0 uma estimativa nio-tendenciosa de 6. Diremos que 0 é uma estimativa de

variancia minima de 6, se para todas as estimativas 0" tais que E(é*):e, tivermos

Var(6) <Var(6") para todo 6.

Assim, se él e éz forem duas estimativas de 6, cuja fdp seja representada na
figura seguinte, presumivelmente prefeririamos @)1 a (52.

h(6,)

9(6,)

\J

0
No caso de estimativas és e é4, (ver figura abaixo) a decisdo ndo é tdo evidente,

porque 6, é ndo-tendenciosa, enquanto 6, é tendenciosa. Todavia Var(és)>Var((§4). Isto
significa que, enquanto em média 6, sera proxima de 0, sua variancia revela que desvios
consideraveis em relacédo a 6 néo serdo de surpreender. 6, por sua vez, tende a ser um tanto

maior do que 6, em meédia, e no entanto podera ser mais proxima de 6 do que 6.
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Ex.: Suponha que desejemos uma estimativa nio-tendenciosa da variancia ¢® de

uma v.a., baseada em uma amostra X, Xs, ... X.

: o . . 13 - -
Muito embora, intuitivamente, pudéssemos considerar HZ(Xi — X)?, verifica-se
i=1

(ue esta estatistica tem um valor esperado diferente de c°, ou seja

~ 1 _ A n-1
Para 0= —i‘,(xi - X)*  E(0)= ucsz

na n
Por isso, uma estimativa ndo-tendenciosa de o? seré obtida tomando-se
N 1 & _ N
h=57 =1 D (X, - X)* ¢ E(0) = E(5%) ="

4=l

De fato:

2K = X)? = 2 (X = e+ = X)? = DX, — )+ (= X)PP
= 2 [(X; = )7 +2( = X)(X; = ) + (1~ X)?]
= 2 (X, = )7 +2(u = X) 2 (X, = ) +n(p— X)?
= (X, — w)? —2n(p— X)? +n(p - X)?
=2 (X, = )2 =n(X - p)? =no? - = o (n-1)
Portanto:

1 . v\ 2 _i 2 _ _ 2
E(E;(xi - X) j—n_l[a (n-D]=c
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4.3 - O Teorema Central do Limite

Ex.: Considere uma urna que contenha trés espécies de objetos, identificados
como 0, 1 e 2, em quantidades 20, 30 e 50 respectivamente. Um valor € extraido

aleatoriamente e seu valor, digamos X, € registrado. X tem entdo a seguinte distribuicao:
A P(X =x)
X ’ 0 1 2 7%

1

0 1 2

Y
>

Suponha agora que o0 objeto extraido

em primeiro lugar seja reposto na urna e a seguir, um segundo objeto seja extraido e seu

. . . . X+Y
valor, digamos Y, seja registrado. Considere av.a. M =

> e sua distribuigéo

M | o 12 1 32 2
P(M:m)| 004 012 029 030 0.25

A p(M = m)

£ [ m
2

0 12 1 32

\J

onde os valores de P(M = m) foram calculados da seguinte forma:

P(M=0)=P(X=0,Y=0)=(02)" =004
P(M=12)=P(X=0,Y=1)=P(X=1Y=0)=(02)(03)+(03)(0.2) = 012

etc.
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Finalmente, considere pelo mesmo processo uma terceira extracdo, digamos Z, e a

. X+Y+Z o .
seguintev.a. N = % com sua respectiva distribuicdo de probabilidade:

N | o w3 23 1 43 53 2
10.008 0.036 0.114 0.207 0.285 0.225 0.125

A P(N =n)

]

0 13 23 1 43 53 2

\J
S

As distribuicdes de probabilidades das v.a. M e N j& estdo mostrando sinais de
“normalidade”, isto é, a aparéncia da curva em sino da distribuicdo normal esta comecando a
surgir. Partindo da distribuicdo de X, a qual é quase assimétrica verificamos que a média de
apenas trés observacGes tem uma distribuicdo que ja esta mostrando “indicacbes de

normalidade”.

Naturalmente, o exemplo acima ndo demonstra coisa alguma. No entanto, ele

representa uma ilustracdo numérica do importante resultado dado a seguir:

“Para uma populacdo nao normal com média p e desvio padréo o, a distribuicéo
da média amostral X para amostras de tamanho n suficientemente grande é

aproximadamente normal com média p e desvio padréo cs/\/ﬁ, isto é:

_X=p . “
Z_—G/Jﬁ N : (0,1)

Tal resultado, bastante surpreendente, constitui o chamado Teorema Central do
Limite. Assim, mesmo para populacdes ndo normais, a distribuicio da média X é

aproximadamente normal. (Alguns textos referem-se erroneamente ao “Teorema do Limite
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Central”; o que € central é o teorema e ndo o limite.) A demonstracdo de tal teorema foge em

muito ao escopo desse texto.

EX.: Suponha que temos algumas correntes elétricas independentes, por exemplo

li, i=1, 2 .. n,as quais sdo recebidas em um “somador”, como na figura seguinte. Seja | a

soma das correntes recebidas. Isto € | :i I,. Suponha que cada variavel aleatdria I; seja
i=1

uniformemente distribuida sobre o intervalo [0,10] mA. dai, E(l])=5 mA e variancia

Var(l;)=100/12. (Confira!)

De acordo com o Teorema Central do

Limite, se n for suficientemente grande a variavel
aleatoria Z—I__—M tera uma distribuicio
~o/n ¢

aproximadamente normal N(0,1).

ZE[l + 1+ :% [E(1)+E(1,) +...+ E(1,)]

BLLL
—I
S~—"
m
1
S

| E—
Il
[EEN

n
=En 5
n
(Y1) 1 100
Var(T) = VarL J:Fv ar(1,+ l,+.41,) = Ton

Desta forma

s iy

e: Z=£—1 N(Ol)
V12°n

Se desejarmos calcular P(1>105) para n = 20, por exemplo, teremos:

1

T 10 \/5_1(10\/_\_ 10
0 iz R

Assim, paral =105en =20
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105100

Z="15 0388
—=~20
V12

P(1 >105) = P(Z > 0.388) = 1— d(0.388) = 0.352 = 35,2 %

Uma outra forma de enunciar o teorema central do limite é:

“Seja X1, Xz, ... X, uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes, com
E(X,)=ne Var(X,)=c",i=1,2,..n Facamos X = X; + X, +... + X,. Entdo:
X —nu

~ oA

tem distribuicdo aproximadamente normal N(0,1)”

yA

Observe que a expressao acima simplifica os calculos do exemplo anterior.

Um outro importante resultado relacionado ao teorema central do limite é:

“Quando a populacdo é normal N(u;c), a média amostral X de amostras de
tamanho n tem distribuicdo também normal com média p e desvio padréo G/\/ﬁ, isto é:
X —u

ch/\/ﬁ

~N:(0,1)”

Os resultados apresentados nesta secdo serdo amplamente utilizados nos proximos

capitulos.
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Exercicios XlII

01 - Uma variavel aleatéria X tem distribuicdo normal, com média 100 e desvio padréo 10.
a) Qual a P(90 < X <110)?
b) Se X é a média de uma amostra de 16 elementos retirados dessa populacéo, calcule
P(90< X <110).
¢) Desenhe, num Gnico grafico, as distribuicdes de X e X.

d) Que tamanho deveria ter a amostra para que P (90 < X <110) = 95%?

02 - A maquina de empacotar um determinado produto o faz segundo uma distribuicdo
normal, com média p e desvio padréo 10 g.
a) Em quanto deve ser regulado o peso médio p para que apenas 10% dos pacotes
tenham menos do que 500 g.
b) Com a maquina assim regulada, qual a probabilidade de que o peso total de 4 pacotes

escolhidos ao acaso seja inferior a 2 kg?

03 -No exemplo anterior, e apds a maquina estar regulada, programou-se uma carta de
controle de qualidade. De hora em hora, sera retirada uma amostra de 4 pacotes, e estes
serdo pesados. Se a média da amostra for inferior a 495 g ou superior a 520 g, para-se a
producdo para reajustar a maquina, isto &, reajustar o peso médio.

a) Qual a probabilidade de ser feita uma parada desnecessaria?
b) Se o peso médio da maquina desregulou-se para 500 g, qual a probabilidade de

continuar-se a producéo fora dos padrdes desejados?

04 - A capacidade maxima de um elevador é de 500 kg. Se a distribui¢cdo X dos pesos dos
usuarios é suposta N(70, 10):
a) Qual a probabilidade de 7 passageiros ultrapassarem esse limite?

b) E seis passageiros?

05-Uma variavel X tem distribuicdo normal, com média 10 e desvio padrdo 4. Aos
participantes de um jogo, é permitido observar uma amostra de qualquer tamanho e
calcular a média amostral. Ganha um prémio aquele cuja média amostral for maior que
12.
a) Se um participante escolher uma amostra de tamanho 16, qual a probabilidade dele
ganhar um prémio?

b) Escolha um tamanho de amostra diferente de 16 para participar do jogo. Qual a
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probabilidade de vocé ganhar um prémio?
c) Baseado nos resultados acima, qual o melhor tamanho de amostra para participar do

jogo?

06 - A distribuicdo dos comprimentos dos elos de corrente de bicicleta é normal, com média 2
cm e variancia igual a 0,01 cm?. Para que uma corrente se ajuste & bicicleta, deve ter
comprimento total igual entre 58 e 61 cm.

a) Qual a probabilidade de uma corrente com 30 elos nédo se ajustar a bicicleta?

b) E uma corrente com 29 elos?

07 - Cada secdo usada para construcdo de um oleoduto tem um comprimento medio de 5 m e
desvio padrdo de 20 cm. O comprimento total do oleoduto sera de 8 km.
a) Se a firma construtora do oleoduto encomendar 1.600 secGes, qual a probabilidade de
terem que comprar mais do que uma sec¢do adicional (isto €, das 1.600 se¢fes somarem
7.995 m ou menos)?
b) Qual a probabilidade de uso exato de 1.599 secGes, isto é, a soma das 1.599 se¢Oes
estar entre 8.000 e 8.005 m?

08 - A distribuicdo dos salarios (em salarios minimos) de operéarios do sexo masculino de uma
grande fabrica é N(5,4; 1.3), e a de operarios do sexo feminino é N(5,4; 1.5). Sorteiam-se
duas amostras, uma com 16 homens e outra com 16 mulheres. S D é a diferenca entre o

salario médio dos homens e das mulheres:

a) Calcule P (\ D\ >0,5).
b) Qual o valor de d tal que P (\ D\ >d ) =0,05?

¢) Que tamanho comum deveriam ter ambas as amostras para que P (\ D\ >0,4) =0,05?
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4.4 - Algumas Estimativas Pontuais

4.4.1 - Média e variancia de uma populacdo normal N(u; )

N&o é de se admirar que o melhor estimador da média populacional (u) seja a

média amostral (X):
- 1
X =H(Xl+ X, 4+ X,),

sendo X; variaveis aleatorias independentes com E(X,)=p e Var(X,)=c%,i=1,2,...n.

Assim,

[EEN

E()T)z%E(X1+ x2+...+xn)=ﬁ [E(X,)+E(X,) +...+ E(X,)]

1 ] =
=<furporpl="==n

E(X)=p revela que X é um estimador ndo tendencioso de p. Var(X)= cz/n
revela que quanto maior o valor de n, menor a sua variabilidade. Assim, neste caso, sendo

6=, adotaremos 0= X .

I . . 1 .
Para a variancia populacional (¢%) o estimador $?, com S? = ni(xi - X)?, é
T4

n&o tendencioso, conforme jé foi exemplificado. Adotaremos assim, para 6= ¢, 6= S?.

Ex.: Se de uma populacdo normal N(; o) extraimos amostras cujos valores sao:
11 09 03 -02 -31 15 -27 05 -15 21,
obtenha estimativas pontuais de p, o e P(X > 2.5).

Estimativa de p:

o1
X =5 [1+09+03+--+21]=~011
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Estimativa de o2:
1
S?= 5[(]_1+ 011)° +(09+ 011)% +---(21+ 011)*]= 317

Estimativa de P(X > 2.5):
Sendo 6® =317 o©=178
X - 25-(-011
Assimpara X =25 z= B ( ) =1466
c 178

e P(X > 25) = P(Z >1466) =1- P(Z <1466) =1- 09286 = 714%

4.4.2 - Média e variancia de uma proporcao (p)

Consideremos agora o0 caso em que 6= p, de uma populacdo que apresenta certa
caracteristica. Extrai-se da populacdo uma amostra de tamanho n. X serd& o nimero de
elementos da amostra que apresentam a caracteristica em estudo. E intuitivo que um
estimador da proporcédo p seja a propor¢do amostral p:

. X

Y

As observacdes dos n elementos podem ser considerados como n provas de
Bernoulli com probabilidade de sucesso p, ou seja, X tem distribui¢cdo binomial com média np

e variancia npg. Conseqlientemente, temos:

E(p)= E(%) =%(np) = p. Assim p é ndo tendencioso.

Var(p)=Var (ij = iznpq M
n n n

O desvio padrdo de p é também denominado de Erro-Padrdo de f, representado

por EP(ﬁ):W/qu,sendo p=peq=§=1-p.

Ex.: Para se avaliar a taxa de desemprego em determinado Estado, escolhe-se uma
amostra aleatoria de 1000 habitantes em idade de trabalho e contam-se os desempregados: 87.
Estimar a proporcdo de desempregados em todo o Estado (populacdo). Avaliar o erro padrao

de estimativa.
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Temos entéo:

X 87
p=—=——=0087=87% " p= p=87%
pn1000008 8.7% Logo: p=p=87%
G=1-p=0913
o 0.087)(0.913
EP(p) mﬂ/%:o.ow Logo & = 0.009

4.5 - Intervalos de Confianga

Até agora estivemos tratando apenas de obter uma estimativa pontual de um
parametro desconhecido. Como mencionado anteriormente, hd outra maneira de tratar o

assunto que frequentemente conduz a resultados muito significativos.

Seja entdo X,, X,,---, X, uma amostra aleatoria de uma populacdo e 6 o

n

pardmetro de interesse. Sejam éo e él estatisticas tais que:
P(éo <4 <9A1):l—a
Entéo [6,;6,] é chamado intervalo de confianga de nivel 100(1 - o) % para o parametro 6.

Usualmente toma-se 1 - oo = 0.95 ou 0.99.

Muitas estatisticas consideram a construcdo de intervalos de confianca como o

principal método de estudo de um parametro populacional através de uma amostra.

Ex.: Consideremos uma populagdo normal com média p e desvio padrdo ¢ e uma
amostra dessa populacdo. Sabemos pelos resultados do Teorema Central do Limite que a
média X desta amostra tem distribuigio normal com média p e desvio padréo o/+/n, ou seja:

X —u

——F~N:(0,1)”

oy V0D

Fixando o em 0.05, ou seja, 1-a =095, vemos pela tabela de distribuicdo

normal padronizada z, que:
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o
o
ol

0.025

\J
x|

\J
N

1.96 0 1.96

P(~196 < Z <196) = 095

isto é:

P{ 196 < ——F— <l96} 095

G/ J—

Reescrevendo as desigualdades entre parénteses, temos:
P[X —196(c/+/n) < n < X +196(c/~/n)| = 095

Neste caso: 0= € 0 parametro

A A

[85;6,] = [ X ~196(c/v/n); X +196(/v/n ] € o intervalo de con-

fianca de 95% para p, 1C(:95%)

E importante observar que o nivel de confianca (1 - o) se aplica ao “processo” de
construcdo de intervalos, e ndo a um intervalo especifico. Para explicitar o conceito de
intervalo de confianga, suponha que retiremos um grande nimero de amostras de tamanho n,
fixo, da populacdo em estudo e, para cada amostra, construamos um intervalo. Os limites dos
intervalos resultantes serdo diferentes.

O verdadeiro valor do parametro estara contido, em meédia, em 100(1 - ot)%
desses intervalos, ou seja, 100(1 - a)% dos intervalos construidos abrangerdo o verdadeiro
valor do parametro, no caso u, conforme ilustrado na figura seguinte, mas cada valor contém,

Ou ndo contém, o parametro.
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Obs.: A expresséo do tipo P[)T—l%(o/\/ﬁ) <u< )7+196(c/\/ﬁ)] =095 deve
ser interpretada muito cuidadosamente. Ela ndo significa que a probabilidade do parametro
u cair dentro de um intervalo especificado seja igual a 0.95. p sendo o parametro, esta ou
ndo esta dentro do intervalo acima. De preferéncia a expresséo acima deve ser interpretada
assim:

“095 e a probabilidade de que um intervalo  aleatorio

[Y—196(0/Jﬁ); >7+196(0/x/ﬁ)] contenha p.”

Ex.: Para uma amostra de 50 observacfes de uma populacdo normal com média
desconhecida 1 e desvio padrio o = 6, seja 20.5 a média amostral X . Construir um intervalo
de 95% de confianca para a média populacional.

Temos, de imediato que:
P[X —196(c/+/n) < 1 < X +196(c/n)| = 095

Assim, tal intervalo € [18.84; 22.16].
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4.6 - Estimativa Intervalar da Meédia de uma populagdo normal, o

conhecido

A figura seguinte representa a curva N(0,1) e a notacdo que iremos utilizar, onde

Plzl<z,,]=1-a

o2 al?

\)

2o 0 +Z42

Na situacdo aqui apresentada, N (u; o) com o conhecido, sabemos que:

|_ X —u —|
~N(0) e F’L—ZOL/2 <—F—< Za/zJ:l_a

o/ In

_X-u

T

z

Assim: P[)?—Za/z(cs/\/ﬁ)<u< X + Za/z(c/x/ﬁ)]zl—oc

e o intervalo de confianga para p sera

1C (11— a)100) =[ X - Z,,, (c/vn); X +Z,,, (c/)]

Obs.: Para a=5% o/2=25% Z,,=196,
a=1% o/2=05% Z,,=258. (Confiral)

Obs.: A situacdo aqui considerada € pouco concreta, pois dificilmente se conhece a

variancia de uma populagdo quando sua média é desconhecida.
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Exercicios XI11

01 - Um procedimento de controle de qualidade foi planejado para garantir um maximo de
10% de itens defeituosos na producdo. A cada 15 minutos sorteia-se uma amostra de 20
pecas, e, havendo mais de 15% de defeituosos, para-se a producdo para verificacGes.

Qual a probabilidade de uma parada desnecessaria?

02 - Se uma amostra com 36 observacfes é tomada de uma populacdo, qual deve ser o
tamanho de uma outra amostra para que o erro padrdo desta amostra seja 2/3 do erro

padrdo da média da primeira amostra?

03 - Definimos a variavel e= X —pu como sendo o erro amostral da média. Suponha que a
variancia dos salarios de uma certa regido seja 400 unidades ao quadrado.
a) Determine E(e) e Var(e).
b) Que proporcao das amostras de tamanho 25 terdo erro amostral absoluto maior do que
2 unidades?

¢) E que proporcao das amostras de tamanho 100?
d) Neste ultimo caso, qual o valor de d, tal que P( \ e\>d)=1%?

e) Qual deve ser o tamanho da amostra para que 95% dos erros amostrais absolutos

sejam inferiores a uma unidade?

04 - Um professor da um teste rapido, constante de 18 questdes do tipo certo-errado. Para
testar a hipotese de o estudante estar adivinhando a resposta, ele adota a seguinte regra de
decisdo: “Se 12 ou mais estdo corretas, ele ndo estd adivinhando”. Qual a probabilidade

de rejeicdo da hipotese, quando verdadeira?

05 - Um distribuidor de sementes determina, através de testes, que 5% das sementes nao
germinam. Ele vende pacotes de 200 sementes com garantia de 90% de germinacdo. Qual

a probabilidade de um pacote ndo satisfazer a garantia?

06 - A experiéncia indica que 60% dos passageiros de voos interestaduais preferem refeicdes
quentes, enquanto os restantes 40% preferem refei¢cOes frias. Para cada voo, acham-se
disponiveis 72 refeicbes quente e 48 frias. Se 100 passageiros tomam o avido, pergunta-
se:

a) Qual o numero maximo de passageiros que podem receber refeicfes quentes? Neste
caso, quantos receberao refeicdes frias?

b) Qual o nimero maximo de passageiros que podem receber refeicdes frias? Neste caso,
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qual o numero minimo de passageiros que podem pedir refeices quentes?
¢) Quais 0s numeros minimos e maximos de refeicdes quentes que podem ser pedidas de
modo que todos recebem a refeicdo de sua preferéncia?

d) Qual a probabilidade de que cada passageiro receba a refeigdo de sua preferéncia?

07 - Obtenha a distribuicdo de p quando p=0,2 e n=5. Depois calcule E( f)) e Var( f)).

08 - Suponha um experimento consistindo de n provas de Bernoulli. Seja X o numero de

sucessos, e considere os estimadores:

R X
a) P, :F;

D) § 1, se aprimeira prova resulta sucesso,
P, =

0, caso contrario.

Determine a esperanca e a variancia de cada estimador. Por que p, ndo € um “bom”

estimador?

09 - Calcule o intervalo de confianca para a média em cada um dos casos abaixo.

Média Amostral Tamanho da Amostra Desvio Padrao Coeficiente de
da Populacéo Confianca
170 cm 100 15cm 95%
165 cm 184 30cm 85%
180 cm 225 30cm 70%

10 - De 50.000 vélvulas fabricadas por uma companhia retira-se uma amostra de 400 valvulas,

11-

e obtém-se a vida média de 800 horas e o desvio padrdo de 100 horas.

a) Qual o intervalo de confianca de 99% para a vida média da populac&o?

b) Com que confianga dir-se-ia que a vida média é 800 + 0,987

¢) Que tamanho deve ter a amostra para que seja de 95% a confianga na estimativa 800 +
7,847

(Que suposicdes vocé fez para responder as questdes acima?)

Qual deve ser o tamanho de uma amostra cujo desvio padrdo é 10 para que a diferenca da
média amostral para a media da populacdo, em valor absoluto, seja menor que 1, com
coeficiente de confianca igual a:

a) 95% b) 99%
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12 - Uma populacdo tem desvio padrdo igual a 10.
a) Que tamanho deve ter uma amostra para que, com probabilidade 8%, 0 erro em
estimar a média seja superior a 1 unidade?
b) Supondo-se colhida a amostra no caso anterior, qual o intervalo de confianca,

se X =507

13 - Uma amostra aleatéria de 625 donas-de-casa revela que 70% delas preferem a marca X de
detergente. Construir um intervalo de confianca para p = proporcdo das donas-de-casa

que preferem X com c.c. y = 90%

14 - Encontre os intervalos de confianga para p se k/n = 0,3, com c.c. y = 0,95. Utilize os dois

enfoques apontados na se¢édo 9.5, com n = 400.

15 - Antes de uma elei¢do, um determinado partido esta interessado em estimar a propor¢édo p
de eleitores favoraveis ao seu candidato. Uma amostra piloto de tamanho 100 revelou que
60% dos eleitores eram favoréveis ao candidato em questéo.

a) Determine o tamanho da amostra necessario para que o erro cometido na estimacéo
seja de, no maximo 0,01 com probabilidade de 80%.

b) Se na amostra final, com tamanho igual ao obtido em (a), observou-se que 55% dos
eleitores eram favoraveis ao candidato em questdo, construa um intervalo de confianga

para a proporcao p. (Utilize y = 0,95).

16 - Suponha que estejamos interessados em estimar a porcentagem de consumidores de um
certo produto. Se uma amostra de tamanho 300 forneceu 100 individuos que consomem o
dado produto, determine:

a) O intervalo de confianca de p, com coeficiente de confianca de 95% (interprete o
resultado).
b) O tamanho da amostra para que o erro da estimativa ndo exceda a 0,02 unidades com

probabilidade de 95% (interprete o resultado)

17 - Da experiéncia passada, sabe-se que o desvio padrdo da altura de criangas de 5% série do
1% grau é 5 cm.
a) Colhendo uma amostra de 36 dessas criangas, observou-se a média de 150 cm. Qual o
intervalo de confianga de 95% para a meédia populacional?
b) Que tamanho deve ter uma amostra para que o intervalo 150 + 0,98 tenha 95% de

confianca?
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18 -Um pesquisador estd estudando a resisténcia de um determinado material sob
determinadas condicdes. Ele sabe que essa varidvel é normalmente distribuida com
desvio padrdo de 2 unidades.

a) Utilizando os valores 4,9; 7,0; 8,1; 4,5; 5,6; 6,8; 7,2; 5,7; 6,2 unidades, obtidos de uma
amostra de tamanho 9, determine o intervalo de confianca para a resisténcia média
com um coeficiente de confianca y = 0,90.

b) Qual o tamanho da amostra necessario para que o erro cometido, ao estimarmos a
resisténcia média, ndo seja superior a 0,01 unidades com probabilidade 0,90?

¢) Suponha que no item (a) ndo fosse conhecido o desvio padrdo. Como vocé procederia

para determinar o intervalo de confianca, e que suposic¢Ges vocé faria para isso?

19 - Estime o salario médio dos empregados de uma industria téxtil, sabendo-se que uma

amostra de 100 individuos apresentou os seguintes resultados:

u.m. Freqgiiéncia
150,00 }— 250,00 8
250,00 |— 350,00 22
350,00 |— 450,00 38
450,00 |— 550,00 28
550,00 — 650,00 2
(User=095) 650,00 |— 750,00 2

20 - Numa pesquisa de mercado para estudar a preferéncia da populacdo de uma cidade em
relacdo a um determinado produto, colheu-se uma amostra aleatoria de 300 individuos,
dos quais 180 preferiam esse produto.

a) Determine um intervalo de confianca para a proporcdo da populacdo que prefere o
produto em estudo (a=5%).

b) Determine a probabilidade de que a estimativa pontual dessa proporcdo nao difira do
verdadeiro valor em mais de 0,001.

¢) E possivel obter uma estimativa pontual dessa proporcdo que ndo difira do valor
verdadeiro em mais de 0,0005 com probabilidade 0,95? Caso contrario, determine o

que deve ser feito.
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21 - Antes de uma eleicdo em que existiam 2 candidatos A e B, foi feita uma pesquisa com
400 eleitores escolhidos ao acaso, e verificou-se que 208 deles pretendiam votar no
candidato A. Construa um intervalo de confianga, com c.c. y = 0,95, para a porcentagem

de eleitores favoraveis ao candidato A na época das eleigdes.

22 - Suponha que uma amostra de n = 100 de uma distribuicdo normal N(u, o) forneceu
X =510,6. Supondo o? conhecido e igual a 16, obtenha um intervalo de confianca para

i, comc.c. y =0,95.
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4.7 - Estimativa Intervalar da Média de uma populacdo normal, o

desconhecido (distribuicéo t de Student)

Sendo o desconhecido poderemos estima-lo usando a estimativa ndo tendenciosa

1 - : A .
=—2(Xi — X)?,ouseja8=c",0=S5% E(0)=0.

82
n-1

Assim, teremos a seguinte variavel aleatoria:

_(X-p)
s/+/n

E intuitivamente evidente que a distribuicio de probabilidade da v.a. t deve ser

t

muito mais complicada do que a de Z :(Y—u)/(c/«/ﬁ), pois na definigdo de t, ambos,

numerador e denominador, sdo v.a. enquanto Z € apenas uma funcg&o linear de X, X,,--, X

ne

A distribuicéo de t é dada por:

) r[(V+1)/2]( t* jw ’ t
T2 v TS E

e é denominada de “distribuicéo t de Student”, com v graus de liberdade.

h, (1)

O grafico de h,(t) é simétrico, como esta apresentado na figura seguinte. De fato,

ele se assemelha ao gréafico da distribuicdo normal e pode-se verificar que:
lim h, (t) = (/<2 ) e ™2,

representando a curva normal.

Normal

hy(?)

> t

Para cada valor de v, temos uma distribuicdo diferente e, assim, em principio,

precisariamos de um grande numero de tabelas dessa distribuicdo. Uma situacédo intermediaria
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consiste em apresentar, apenas para algumas combinacdes de valores deve 1—a, 0s valores
b tais que P[-b <t <b] =1-oa. b é denotado por t,,.

Em virtude da importancia desta distribuicéo, ela foi tabelada.(\Ver Tabela 5)
EX.: 500516 = 2921

A partir desse ponto podemos calcular o intervalo de confianca para a média u,

sendo ¢ desconhecido:

ol2

) 0 tor

[ oxen ]
P{—tm/2 <%< ta/szl—oc

ou reescrevendo tal expressao:

P[)T—ta/z(s/«/ﬁ) <p< )T+ta/2(s/\/ﬁ)] =1-a, ouUSseja:

IC(u: (1-a)100) = [ X ~t,.,(S/Vn); X +1,.,(S/)]

Obs.: o valor de v, graus de liberdade, depende fundamentalmente do n°® de

elementos da amostra e é dado porv=n - 1.

Ex.: Dez mensurac@es sdo feitas para a resisténcia elétrica de um certo tipo de fio,

fornecendo os valores X, X,,---, X,,. Suponha que X =1048Qe

S= \/Ei(xi ~X)* =136Q.

94
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Vamos supor que X tenha distribuicdo N(u;c) e que desejamos obter um
intervalo de confianca para p, com coeficiente de confianca 0.90. Portanto o=010 e
a/2=005, v=n-1=9.

Da tabela, encontramos que t, s =1833. Conseqlientemente, 1C(u;90%) sera:

10.48 — (1.83)(1.36/+/10 }10.48 + (1.83)(1..36/+/10 |
[0.65,1131]

Obs.: Observe que aumentando o nivel de confianca, o intervalo também
aumenta. Confira para 1C(u;99%).

Obs.: A distribuicdo aqui apresentada leva este nome em homenagem ao

estatistico inglés W. S. Gosset, que publicou sua pesquisa sob o pseudénimo de “Student”.

4.8 - Estimativa Intervalar da Variancia de uma populagcdo normal
(distribuicgo #* - Qui-Quadrado)

Ja vimos que uma estimativa pontual ndo-tendenciosa da variancia populacional é
a variancia amostral S?, com

s- 1 % -y

n-1%
Vamos estabelecer uma estimativa intervalar para ¢ utilizando a estatistica

v (n—1)S?

2
(o}

Essa estatistica tem distribuicdo y*, chamada “qui-quadrado” (y, letra do alfabeto grego que

pode ser pronunciada aproximadamente como “qui” em portugués) se a populacéo é normal.
Ou seja:

Yt

Conforme mencionado anteriormente (Capitulo 1) a distribuicdo 2 é um caso

Estimacao - 20



particular da distribuicdo Gama.

A distribuicao 2 é dada por:

1
f :—Z"/Zflefw2 >0
(¥) 27T (v/2) y

e se umav.a. Y, que tenha fdp dada por tal equacao, terd entdo uma distribuicdo qui-quadrado,

com v graus de liberdade.

Na figura seguinte a fdp esta apresentada parav=1,2ev > 2.

A f(y) A f(y) A f(y)

v=1 v=2 v>2

<V

y y

Os valores da média e variancia de tal distribui¢do sdo dados por:
E(Y)=v Var(Y) = 2v

Em virtude de sua importancia, a distribuicdo y° esta tabelada para diversos
valores do pardmetro v (Veja Tabela 6). Tal tabela fornece os valores da abscissa da

distribuicdo para diversas areas (probabilidades) da cauda a direita. Assim:
A

> Y:X2

L» encontra-se na tabela

Obs.: Assim como na distribuicdo de Student,v=n - 1.

Ex:v=9, a=5% = y*> =169

Estimacdo - 21



Podemos agora calcular o intervalo de confianca para a variancia ¢* por meio de:

P(x}<Y<x})=1-a

X]_ X2

n-1)Ss°
P(Xf <—( 2) < Xﬁ}zl—a
()
que reescrita (confira!) fornece:

n-1)s2 n—1)s2
(00 0D,
A2 X1

Um intervalo de 100(1—a)% de confianca para a variancia de uma populacgdo

normal &, pois,

onde S® ¢ a variancia de uma amostra de tamanho n e %’ e x5 sdo valores obtidos da tabela de

distribuicdo qui-quadrado com n - 1 graus de liberdade.

Ex.: Tem-se 0s seguintes pesos, em gramas, de 10 pacotes postais remetidos por
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certa empresa:
464 46.1 458 47.0 46.1 459 458 46.9 452 46.0
Admitindo normal a distribuicdo dos pesos, determinar um intervalo de 95% de
confianga para a variancia de todos os pacotes (populagdo) expedidos pela empresa.

Temos nesse caso que:

X =4612

l n
S2=——)(x, —X)* = 0286
n-1%7

o=5%, %:2.5%, v=10-1=9

% =270 %, = 19.02

[9.(0.286) 19.(0.286)

: ~[0135: 0.953].
19.02 2.70

4.9 - Estimativa Intervalar de Duas variancias de uma populacdo normal

(distribuicéo F - Fisher/Snedecor)

Uma terceira distribuicdo muito usada em inferéncia, envolve o quociente de duas

variaveis do tipo 2. E ela a distribuicio F, de Fisher-Snedecor.

Se duas. v a independentes U e V, cada uma distribuida segundo um 2, vom v; e
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v, graus de liberdade, respectivamente, entdo a v.a. W, dada por:

tem distribuicdo F, com pardmetros vy e v .

A fdp de F é dada por:

vV, +V,

—
N
N—
7\
<
fily
N—
PR
=
N

Os parametros v; e v, sdo chamados de graus de liberdade e se W possui distribuicdo F entdo

dizemos que:
W:F(vy ,v2)

cuja média e variancia sdo dadas por:

v 2v2 (v, +v, —2)

2
e Var(W)=
Vo =V vy (Vz _Z)Z(Vz - 4)

EW)=

O grafico tipico da distribuicdo F esta descrito na figura a seguir:

Ya(w)

\
=
=

L» encontra-se na tabela

Na tabela 7 (Ver ) séo dados os pontos fp tais que:
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P(F(vi,v2)>fo) = a para a=5% e 1% e alguns valores de vi e v, .

Para encontrar os valores inferiores, usa-se a identidade:
F(Vl Vo ):1/ F(V2 ,V1)

Ex.: Temos que o valor fy tal que P(F(5,7)> fo )=5% é 3.97
O valor fy tal que P(F(5,7)< fo )=5% pode ser obtido da seguinte forma:
P(F(5,7)< fo )=5%
P(1/F(7,5)< fo )=5%
P(F(7,5)> 1/fy )=5%
Logo, 1/f, =4.88 (tabela) e fy=0.205.
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Exercicios X1V

01 - Suponha que X : N(u, o), u e o desconhecidos. Uma amostra de tamanho n = 600

_ X - . i
forneceu X =10,3 e S = 1,96. Supondo que a v.a. Z = S/\/% seja aproximadamente

normal, obtenha um IC para pu, com c.c. y = 0,95. (Se n é pequeno, Z ndo €

aproximadamente normal).

02 - Chamando de t(v; o) o valor vy, tal que P(t>y|v)=a, e usando os valores da Tabela 5,

calcule:
a) t(L 5%) c) t(210; 95%) e) t(20; 80%)
b) t(6;10%) d) t(15; 2,5%) f) t(120; 0,1%)

03 - Da populacdo X : N(50,10) retirou-se uma amostra casual simples de tamanho n = 10,
calculando-se o valor de X, S e o respectivo valor de t.
a) Se P(|X —50/<tS/+/10 =10%, encontre o valor de t.
b) Se X =48 e S? =120, qual a probabilidade de encontrar um valor de t menor que o
produzido por essa amostra?

c) Se S? =120, calcule a P (|X —50| < 2)

04 - Chamando de y?(v;a) o valor de y, tal que P(x*>y|v)=a, e usando os valores da
Tabela 6, calcule:
a) %*(10; 50%) c) x*(21,10%) e) x*(L 2%)
b) %*(19;1%) d) x*(60; 0,1%) f) %*(8; 30%)

05 - De uma populacdo X : N(50, 10) retira-se uma amostra de 10 elementos e calculam-se os
valores de o? e S%. Encontre os valores pedidos abaixo, com a maior precisdo possivel.
a) Se P(c? >a) =10%, encontre o valor de a.
b) Sabendo-se que P(S? < a) = 5% e P(S? > b) = 5%, encontre a e b.
c) P(S? < 163,16) = a, encontre a.
d) P(S? > 100) = o, encontre a.
e) P(S% < 80) = a, encontre a.
f) Se o valor observado de S? foi 180, qual a probabilidade de encontrar uma amostra que

produza um S maior do que o observado?
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06 - Indicando por F(v,;V,;o) 0 numero vy, tal que P(F >vy|v,,v,)=a, calcule, usando a

Tabela 7:
a) F(2,3,5%) c) F(1, 0, 5%) e) F(15,15, 95%)
b) F(3,2,95%) d) F(120,120, 5%) f) F(28, 35, 5%)

07 - Da populagdo X : N(50,10) retirou-se uma amostra casual simples de n = 10 elementos.

Da populacdo Y : N(60,10) retirou-se uma amostra casual simples de m = 6 individuos,

independente da primeira. Obtemos as variancias amostrais S, e SZ, respectivamente.

2
1

S
a) Encontre o valor de a tal que P (? < aj =95%.
2

SZ
b) Encontre o valor de b tal que P (S—lz > bj =95%.
2
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CAPITULO 5 -TESTES DE HIPOTESES

5.1 - Introducdo (Um Exemplo)

Comecemos com um exemplo.

Ex.: Determinado tipo de amplificador de isolacdo é fabricado em Taiwan e
possui um determinado parametro, maxima temperatura de isolagdo, que em média vale 155
°C com desvio padrdo 20°C. Os amplificadores com esta caracteristica sdo vendidos no
mercado americano. Caso haja uma falha durante o processo de fabricagdo com relagéo a tal
parametro, os amplificadores sdo vendidos no mercado paraguaio e possuem uma maxima
temperatura média de 145°C com desvio padrdo 12°C.

Uma certa industria utiliza os amplificadores com as caracteristicas americanas
em seus equipamentos produzidos e deseja obter um grande lote desses amplificadores.
Entretanto, existe alguma razdo para se temer que esse lote possa ser formado por
amplificadores com as caracteristicas paraguaias, o que seria indesejavel.

Os amplificadores “americanos” e “paraguaios” sdo indistingiiveis quanto a
aparéncia e portanto o comprador resolve testar 25 deles, tomados aleatoriamente do lote,

para tomar a decisdo de compra.

Algumas questdes podem agora ser feitas:

A) Que regra de decisdo devem usar os responsaveis da inddstria para dizer se 0s
amplificadores sdo compativeis com o mercado americano ou paraguaio?

Uma resposta que ocorre imediatamente é a que considera como tipo de mercado
aquele em que a média amostral (X) mais se aproxima da média populacional (p). Assim

uma regra de decisdo seria:

“Se X > 150 (o ponto médio entre 145 e 155), diremos que os amplificadores s&o

americanos, caso contrario, isto é X < 150, sdo paraguaios.”

Paraguaio -—— Americano

> X
Isto pode ser visto como 145 150 155
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Se X = 148°C, por exemplo, de acordo com essa regra de decisdo diriamos que 0s
amplificadores sdo do tipo paraguaio. Poderiamos, contudo estar enganados nesta decisdo: Ha
a probabilidade de que 25 amplificadores do tipo americano apresentem média amostral

X =148°C.

Entdo, para melhor entendermos a regra de decisdo adotada, é interessante
estudarmos os tipos de erros que podemos cometer e as respectivas probabilidades de
cometermos estes erros. Tais erros sao descritos assim:

Erro 1 - Dizer que os amplificadores sdo do tipo paraguaio quando na verdade
sdo americanos. Isto ocorre quando uma amostra de 25 amplificadores
do tipo americano apresenta média X < 150°C.

Erro Il - Dizer que os amplificadores sdo do tipo americano quando na realidade
sdo paraguaio. Isto ocorre quando uma amostra de 25 amplificadores

paraguaios apresentam média X > 150°C.

Vamos usar a seguinte notacdo para facilitar a linguagem:

Ho: Os amplificadores sdo do tipo americano. Isso equivale a dizer que a
temperatura X de cada amplificador segue uma distribuicdo com média
u=155°C e desvio ¢ = 20°C.

Suponha X: N(155; 20)
Hi:  Os amplificadores sdo do tipo paraguaio. Analogamente, X: N(145; 12)

O Erro | pode ser entendido como o erro principal. Uma analogia pode ser aqui
feita. Considere a importante afirmacgéo: “Uma pessoa é considerada inocente até que se prove
0 contrério, pois é um erro muito mais grave condenar um inocente (Erro I) do que libertar um

culpado (Erro I1)”.

No nosso exemplo, definido o Erro I, podemos delimitar a regido de valores, em
que poderemos cometer tal erro. Esta regido é definida como regido critica RC, dada nesse
caso por:

RC={y € R/y<150}
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Com as anotacgdes anteriores a probabilidade de cometer cada um dos dois erros

pode ser assim descrita:

P (Erro 1) =P (X e RC | H, é verdadeira) = = nivel de significancia e

P (Erro 1) = P (X ¢ RC | H; é verdadeira) = 8

o e B podem ser assim calculados:
i) Se H, é verdadeira, pelos resultados do Teorema Central do Limite (Ver), a

média amostral X tera distribuicdo aproximadamente normal, ou seja:

Y:N(u;ij, isto &, )T:N(155;Aj ou X:N(155;4)

Jn J25
Assim:
_ _ 150 — 155
P(Erro 1) = P(X <150| X : N(155;4)) = P 2<——

= P(z<-125)=0105=105% = «

i) De modo anélogo, se Hs é verdadeira, teremos:

X:N(145;£J ou X:N(145;24)

25
Assim:
_ _ 150 — 145
P(Erro 1) = P( X >150| X : N(145;24)) = P 2> —

=P(z>2.08)=0018=18%=f
Observando estes dois resultados, notamos que, com a regra de decisdo adotada,
estaremos cometendo o Erro | com maior probabilidade do que o Erro Il. De certo modo, esta
regra de deciséo privilegia a afirmacao de que amplificadores sdo do tipo paraguaio. A tabela

seguinte sintetiza tal regra de decisao:

RC Tipo de Amplificador
150 X | Americano | Paraguaio
Americano | Correta Erro Il
Deciséo B=18%
Paraguaio Erro | Correta
o=10,5%
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E a figura seguinte ilustra todo esse processo:

o =10.5%

Paraguaio X : N(145;2.4) _
— Americano X :N(155;4)

: 5 :
145 150 \_155
B=18%

\J

x|

Para cada regra de deciséo adotada, isto €, se escolhermos um valor X, em vez de
150, os valores de o e B mudardo. Observe que se X, for menor que 150, oo diminui e 3

aumenta.
Para X, = 148.75 teremos que a = 3 = 5,94%.

Do exposto anteriormente, constatamos que, escolhido um valor X, poderemos
achar a e . Mas também podemos proceder de modo inverso: fixar um dos erros, digamos «,

e encontrar a regra de decisdo para tal erro. Por exemplo, fazendo o = 5%, teremos:

P(Erro 1) = P(X <X, | X:N(155;4)) =5%
= P(Z <-1645)

usando a transformagéo: Z = LA temos:
o/Jn

X, —155 _ .
-1645= 2 = X, =14842 °C

Entdo a regra de deciséo sera:

“Se X for inferior & 148.42, dizemos que o lote é do tipo paraguaio; caso

contrério, dizemos que € americano, ao nivel de 5%.”
BB pode ser assim calculado:
B =P(Erro Il) = P(X >14842| X : N (145;2.4))
= P(Z >1425)=7,93%

Esse tipo de procedimento (fixar o ) € 0 mais utilizado.
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“B) Suponhamos agora que devido a grande procura desses amplificadores,
diversas pequenas industrias resolvem investir na sua fabricagdo, tentando imitar ao méximo
os amplificadores do tipo americano. Sabe-se contudo que nenhuma dessas imitacdes
consegue atingir para o parametro, maxima temperatura de isolagéo, a média de 155°C. Qual

a regra de decisdo que deve agora adotar a inddstria compradora?”

A hipoétese que nos interessa mais de perto nesse caso é:

H, : Os amplificadores séo do tipo americano (X : N (155 ; 20)).

A hipotese alternativa € muito mais ampla e pode ser expressa como:

H; : Os amplificadores ndo sdo do tipo americano (p < 155).

Isso significa que s iremos desconfiar de H, se X for muito menor do que 155.
Ou seja, a nossa regra de decisdao deverd ser semelhante a vista anteriormente. Como 0s
parametros, alternativos sdo muitos, a melhor solugdo para construir a regra de decisdo é fixar
o, a probabilidade de Erro |, ou seja,

Erro I: Rejeitar H, sendo H, verdadeira.

Fixando a. em 5%, por exemplo, teremos a seguinte regra de decisao:

“Se X for superior a 148.42 °C diremos que o lote é do tipo americano; caso

contrario, diremos que nao €, ao nivel de 5%.”

Com essa regra de decisdo e com a hipdtese alternativa mais ampla, ndo podemos
encontrar 3, pois ndo temos um Unico parametro u como alternativa. Entéo, aqui ndo podemos

controlar o Erro 1l. A tabela e a figura seguinte expressam a regra de decisdo adotada:

<L| | Tipo de Amplificador
\ 148.42 i, " X | Americano | Nao Americ.
Americano | Correta Erro 1l
Decisdo B="7
Nao Erro | Correta
Americano |, =50,
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Nao americano

X N(w;0) Americano X : N (155;4)

w="? :::{~T\\\\1 f\ ﬁ
c="7? 2 A% e
/ 148,42 155

a=5%

X

“C) Admitamos agora que nao exista razdo alguma para acreditarmos que a
maxima temperatura de isolacdo dos amplificadores, produzidos pelas industrias
concorrentes, seja menor do que os do tipo americano. Contudo, os compradores
preferencialmente gostariam de ainda assim obter os amplificadores desse tipo. Qual regra

deveria ser agora adotada?”

Essa nova situacao ird nos levar a duvidar de que nao sdo do tipo americano, se a
média observada for muito maior ou muito menor do que 155°C. Isto equivale as seguintes
hipbteses:

Ho: Os amplificadores s&o do tipo americano ( X : N (155; 20) ).

H;: Os amplificadores ndo sdo do tipo americano (pn = 155).

Assim, a regra de deciséo devera indicar dois pontos X, e X, tais que:
1

“Se X estiver entre X

1

e X diremos que os amplificadores séo do tipo

americano; caso contrario, ndo sao, ao nivel de a.%"”.

Fixando o, a probabilidade do Erro I, existirdo muitos valores que satisfazem essa

condicdo. A tabela e a figura seguintes esclarecem a regra de decisdo para o = 5%.
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onde:

<«—RC 155 —=—_ | Tipo de Amplificador
\147.16 | 162,84 | | Americano | Nao Americ.
Americano Correta Erro Il
Decisao =7
Né&o Erro | Correta
Americano a=5%
/ X, =14716 155 X, =16284
al2
P(Errol) = P(X <X, ouX>X_|X:N(155;4))=5%
= P(Z<-1.96 ou Z > 1.96)
X, —155 B
-196 = 2 X, =14716
X, —155 B
-196=— 2 X, =162.84.

A regido de rejeicao da hipotese H, seré:
RC={yeR|y<147.16 ou y> 162.84}
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Exercicios XV

01- Para decidirmos se os habitantes de uma ilha sdo descendentes da civilizagcdo A ou B,
iremos proceder do seguinte modo:
(i) selecionamos uma amostra de 100 moradores adultos da ilha, e determinamos a
altura média deles;
(i) se essa altura média for superior a 176, diremos que sdo descendentes de B: caso
contrario, séo descendentes de A.
Os parametros das alturas das duas civilizagdes sé&o:
A:p=175 e o=10
B:u=177 e o=10
Definamos:Erro | - dizer que os habitantes da ilha sdo descendentes de B quando, na
realidade, séo de A.
Erro Il - dizer que séo de A quando, na realidade, sdo de B.
a) Qual a probabilidade do Erro I? E do Erro 11?
b) Qual deve ser a regra de decisdo se quisermos fixar a probabilidade do Erro | em 5%?
Qual a probabilidade do Erro 1, nesse caso?
c) Se oa =5, como ficariam as respostas de (b)?
d) Quais as probabilidades do Erro 11, nas condi¢Bes da questdo (b), se a média pg = 178?

E ug = 1807 E g = 1817 Coloque num grafico os pares (Ug, P(Erro 11/ug)).

02 - Fazendo o teste
Ho : n =1.150 (o = 150), contra H; : p = 1.200 (c = 200),
e n = 100 estabeleceu-se a seguinte regido critica: RC =[1170, + oo].
a) Qual a probabilidade o de rejeitar Hy quando verdadeira?
b) Qual a probabilidade  de aceitar Hy quando H; é verdadeira?

c) Qual deve ser a regido critica para que oo = ?

03 - Nas situacdes abaixo, escolha como hipétese nula, Hy, aguela que para vocé leva a um
erro de primeira espécie mais importante. Descreva quais os dois erros em cada caso.
a) O trabalho de um operador de radar € detectar aeronaves inimigas. Quando surge
alguma coisa estranha na tela, ele deve decidir entre as hipoteses:
- esta comecando um ataque;

- tubo bem, apenas uma leve interferéncia.
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b) Num jari, um individuo esta sendo julgado por crime. As hipdteses sujeitas ao jdri sdo:
- 0 acusado € inocente;
- 0 acusado é culpado.

¢) Um pesquisador acredita que descobriu uma vacina contra resfriado. Ele ir4 conduzir
uma pesquisa de laboratério para verificar a veracidade da afirmacdo. De acordo com
o resultado, ele lancarad ou ndo a vacina no mercado. As hipoteses que pode testar sao:
- avacina é boa;

- a vacina ndo é boa.

04 - Se, ao lancarmos trés vezes uma moeda, aparecem 3 coroas, decidimos rejeitar a hipdtese

de que a moeda € “honesta”. Quais as probabilidades de Erro | e Erro 11?

05 - A varidvel X, custo de manutencdo de um tear, pode ser considerada como tendo
distribuicdo normal e média u podem ser 200 ou 210. Para verificar qual dos dois valores
€ 0 mais provavel, usar-se-4 uma amostra de 25 teares. Defina:

a) uma hipotese a ser testada;

b) uma regra de decisao e encontre as probabilidades dos erros de tipo | e 11.
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5.2 - Procedimento Geral de Testes de Hipodteses

A construcdo de um teste de hipétese, para um parametro populacional, pode ser
colocada do seguinte modo. Existe uma v.a. X em cada populagdo. Tem-se uma hipétese
sobre determinado pardmetro 6 dessa populacdo. Por exemplo, afirmamos que esse valor é um
namero 6,. Colhe-se uma amostra aleatéria de elementos dessa populacdo, e através dela
deseja-se comprovar ou refutar tal hipétese.

Como ja vimos anteriormente, iniciamos explicitando claramente qual a hipotese
que estamos colocando a prova, e a chamamos de Hipdtese nula Ho. No nosso caso:

Ho:06 =10,

Em seguida convém explicitar também a hipétese alternativa H;, que serd

considerada como aceitavel, caso H, seja rejeitada. A caracterizacdo estatistica de H; sera

dada por:
Hy: 00, (teste bilateral), ou
Hi:6>0, (teste unilateral), ou
Hi:0<0, (teste unilateral),

dependendo das informagdes que o problema traz.

Qualquer que seja a decisdo tomada, ja vimos que estamos sujeitos a cometer
erros. Tais erros sdo:
e Erro do Tipo | = Rejeitar H, sendo H, verdadeira, com a seguinte
probabilidade de ocorréncia:

P (Erro 1) = P (rejeitar H, | Ho é verdadeira) = a

e Erro do Tipo Il = N&o rejeitar H, sendo H, falsa, com a seguinte
probabilidade.
P (Erro Il) = P (ndo rejeitar Ho | H, é falsa) = 8

O objetivo do teste de hipotese é dizer, através de uma estatistica 0 obtida de uma
amostra, se H, € ou ndo aceitavel. Operacionalmente isso € conseguido através da regido
critica RC. Tal regido é construida em funcdo de a. A determinacdo de B ja é mais dificil e

pode ser melhor compreendida pela Curva Caracteristica de Operacdo, que serd vista adiante.
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Uma seqliéncia légica que pode ser usada sistematicamente para qualquer teste de

hipotese é dada a seguir. Sua implementacdo computadorizada tem sido freqlientemente

utilizada em forma de algoritmo:

Primeiro passo: Definir Hy: 6= 06, e H;

Segundo passo: Escolher a Estatistica de teste adequada,é

Terceiro passo: Escolher o e estabelecer RC

Quarto passo: Calcular 6 com base em uma amostra de tamanho n extraida da
populacéo.

Quinto passo: Rejeitar H, caso 0 e RC. Nio rejeitar H, em caso contrario.

teriamos:

Ex.: Para o exemplo dos amplificadores “americanos” da secao anterior (caso B)
X: N(155;20) Tipo “Americano”
X: N(<155;20)  Tipo “Ndo Americano”

Assim, o algoritmo acima pode ser aplicado:

1% passo: Ho: u =155 (Amplificadores sdo “Americanos”)

Hy:p < 155 (Amplificadores sdo “N&o Americanos”)

2° passo: X : N (155; 20)

_ 20
X:N (155; Ej (Média Amostral dada pelo Teor.Central do Limite)

X—p
=
o/~/n
3%passo: a=5% = z=-1.65 Teste unilateral
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N(155 ; 20/5) RC={y e R|y<148.42}

\J
X]

148.42 155

\J
N

-1.65

4° passo: Calculo da média amostral com base nas 25 amostras

5° passo: Caso a média amostral pertenca a regido critica, rejeitamos H, e
aceitamos H; (Dizemos que os amplificadores sdo do tipo “Ndo Americano”). Em caso

contrario aceitamos Ho..

Algumas situacOes de testes sdo mais freqiientes do que outras. Assim, adiante,

veremos exemplificados os seguintes testes:

1) Teste sobre a média de uma populacdo normal com variancia conhecida.

2) Teste sobre a proporcéo.

3) Teste sobre a média de uma populacdo normal com variancia desconhecida.

4) Teste sobre a variancia de uma populagdo normal.

5) Comparacdo das variancias de duas popula¢cfes normais.

6) Comparacdo de duas médias de populagdes normais, varidncias iguais,
desconhecidas.

7) Comparacdo de duas médias de populagdes normais, variancias desiguais,
desconhecidas.

8) Observacgdes emparelhadas.

9) Teste de independéncia.

10) Teste sobre coeficiente de correlagéo
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5.3 - Curva Caracteristica de Operacado (CCO) e Poder de um Teste

Vimos que, na construcdo do teste de hipoteses, procuramos controlar o Erro I,
fixando o, a sua probabilidade de ocorréncia . Fixado esse numero, a regido critica €
construida de modo que

P (6 e RC |H, é verdadeira) = o

Obs.: No exemplo dos amplificadores “Americanos”, 0= X

J& a probabilidade do Erro I, B, na maioria dos casos ndo € possivel calcular, pois
usualmente a hipotese alternativa ndo especifica uma Unica possibilidade, mas uma familia de
possibilidades alternativas. Temos para o Erro 1l que

P (6 ¢ RC |H, é verdadeira) = 8 ou

P (é e RC’ |H, é verdadeira) = 3

sendo RC’ o complementar de RC em relacéo a R.

Ex.: Sendo X o custo de manutencdo de um tear uma variavel aleatoria
X:N(u;20), para testar as hipdteses.

Ho: u=200

H;: p> 200,
usando uma amostra de 25 teares e fixando o = 5%, temos, segundo os resultados do Teorema

Central do Limite, que a média amostral X possui distribuicdo X : N(u, c |\/ﬁ),

ou seja:

XN (u;%} ou X:N(u;4).

Aqui, a RC pode ser facilmente calculada a partir de o = 5% e da expresséo:

c—

z= com 1.65 = , resultando X, = 206.6

X-p
o/</n
Assim: RC={y e R|y>206.6 } e anossa regra de decisdo sera:

“Se X e RC, o custo de manutencao € superior a 200, caso contrario, ndo é.”

A figura seguinte ilustra esse processo.
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a=5%

Vamos supor que, em realidade, a hipotese testada H, seja falsa. A probabilidade
do Erro Il, ndo pode ser calculada, a menos que se especifique um valor alternativo para p.
Por exemplo, se p = 204, amédia X de 25 teares tera distribuicao.

X N (204, 4)

portanto,
B=P(X e RC'|u=204)=74,21%

. X, —u  206.6 — 204
0IS: 7= = =065 = B=7421%
p o/n 4 p 0

N(200,4)
—

/ 200 206.6 \ X

B =7421%

Obs.: B é tambeém a probabilidade de aceitar Hy para os diversos valores de p.

Atribuindo alguns valores alternativos a p, obtemos a tabela e a figura seguinte:

wi|201 202 203 204 205 208

B [91.92 8749 8159 7421 6554 36.31
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1.0
0.95
0.8
74.21

0.6
0.4

0.2

\j
=

O . .
200 204 208

Tal curva € denominada Curva Caracteristica de Operacdo (C.C.0O.) deste teste .
(Hy : p > 200, o = 5%, o conhecido).

Genericamente a Curva Caracteristica de Operagdo costuma ser dada, para a fixo,
em funcdo da distancia p - n, padronizada, isto €, medida em termos do desvio padrdo da

populacéo, ou seja, designando por d essa distancia padronizada, temos:

Hip>p, = d=H"Fo

(&)
ou Hip<uy, = d=t0"F%
O
ou Hipzp, = d:M
(&)

Em suma, o que se pretende quantificar é o afastamento entre o valor real do
pardmetro (u alternativo) e o valor testado (o).

Com o intuito de tornar gerais as C.C.O., vamos também substituir B pela
probabilidade de aceitar H,, a qual designaremos por L (d) (Obs.: L(d)= p). Tal generalizacdo
tem a vantagem de tornar a curva utilizavel, independentemente dos particulares valores de
Lo OU o, devido d ser padronizado

Entretanto, devemos considerar ainda que a variagédo de B (ou L (d)), depende,
também, fundamentalmente, do tamanho da amostra n. Observando as curvas das figuras
seguintes, notamos que o teste € mais sensivel para os maiores valores de n (pequenas

variacGes em d acarretam grandes variacfes em L (d)). Os testes mais sensiveis devem ser

Teste de Hipoteses - 13



preferidos. Este conceito estd de acordo com a idéia de que um teste com amostras maiores

deve levar a resultados melhores.

A L(d)
C.C.O. Hi:p>poouH;:p<pe (Teste unilateral)
o conhecido o = 5%
. d
-1 0 1 2
A L(d)
1.0 C.C.0. (Teste unilateral)
o conhecido a = 1%
0.8
0.6
0.4
0.2
0 > d
-1 0 1 2
A L(d)
1.0 C.CO. Hy:p=p
o conhecido o = 5%
0.8
0.6
0.4
0.2
0 > d
0 1 2 3
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A L(d)

1.0 C.C.O. Hi:p=#p
o conhecido a. = 1%
0.8
0.6
04
0.2
0 > d
0 1 2 3

Uma anélise dessas curvas mostra que, nas proximidades do valor testado (d = 0),
a probabilidade de aceitacdo de H, é sempre muito alta , bastante proxima de 1 - a.. Logo se
H, for verdadeira, a gravidade do Erro Il ndo é relevante pois a diferenca préatica entre a
realidade e a hipdtese testada seria pequena. A gravidade do Erro 11 se acentua a medida que o
verdadeiro valor do pardmetro se afasta do valor testado pressuposto em Hy. Nessas
condicdes, aceitar Hy pode ser altamente indesejavel, mas para tais casos, 3 tende a diminuir.

Devemos, pois, estabelecer até que ponto uma divergéncia entre a realidade e Hy

pode ser tolerada. Seja p’ esse ponto e d’a distancia padronizada correspondente. Fixamos,

entdo, uma probabilidade B méaxima de se cometer o Erro Il se d >d’ , caso em que esse
erro causa preocupagdo. Com d’ e B, caracterizamos um ponto no grafico das CCOs. A curva
que passa por esse ponto define o tamanho da amostra necesséria a realizagdo do teste com a,
e d’fixados.

As CCOs indicam o poder discriminatorio dos testes. Assim, pela analise de suas
figuras, vimos que, quanto maior a amostra, mais factivel sera distinguirmos, com
probabilidade de erro fixada, uma pequena diferenca entre o valor real do pardmetro e o valor
testado. Graficamente, as curvas que correspondem aos testes mais poderosos sao as que

apresentam maior inclinagéo.

Ex.. Para um caso em que a carga média de ruptura especificada para certos
parafusos seja de 50kg, sendo o desvio padrao dessas cargas igual a 4kg, suponhamos que um
comprador especifique também que:

a) se o lote satisfaz a especificacdo, o comprador deseja limitar a 5% a
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probabilidade de concluir que o lote é insatisfatorio;

b) se o lote tiver uma resisténcia média ligeiramente menor que 50kg, tal fato ndo
causa preocupacdo, porém deseja-se que, se a verdadeira resisténcia média for inferior a 48kg,
tal fato seja identificado com pelo menos 90% de probabilidade.

Nessas condicOes, qual o tamanho da amostra minima necessaria e qual o limite

da regido critica?

Solucédo: O teste a ser feito seré:
Ho : u = 50kg
Ho : n < 50kg
sendo que as condicdes (a) e (b) indicam a=5% e P=10%, este associado a um d’ tal que:
Mo — 4 50-48
o 4

Entrando na CCO com esses valores, vé-se que a amostra devera ter cerca de 35 elementos.

d'=

Dimensionada a amostra, podemos, através do Teorema Central do Limite

determinar o limite da regido critica:

X, = 1y — 5%\/__50 1.645\/__4889kg

Expressdes analiticas para n

Alternativamente as CCOs, expressdes analiticas para a determinagdo do tamanho
da amostra podem ser também usadas.

Ex.: Derivemos uma dessas expressdes. Sejam as hipoteses

Ho:p= po

Ho:p> po
com o conhecido e fixados o, B e p. Conforme vimos, a fixacdo de p’'>pg equivale a se
admitir que, se o valor real do pardmetro p for, em verdade, superior a po , porém nao
ultrapassando p’, ndo nos importaremos em cometer o erro |1, pois a aceitacdo de Hy em tais

casos ndo trara consequéncias consideraveis. Se porém, tivermos, em realidade, p' <,

desejaremos limitar a probabilidade de aceitar Hy nessas condi¢des a um valor maximo fixado

B. Essa probabilidade sera associada ao ponto p' e, assim, garantimos que, se u'>p,

L(d) < B.

Temos entdo que, se u = o , a probabilidade de se rejeitar Hy devera ser a, e, se
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u=p’, a probabilidade de se aceitar Ho devera ser . Admitindo-se que o seja constante com
u, tal situagdo estd mostrada na figura seguinte, onde X, é o limite da regido critica e as

curvas apresentadas representam as distribuicdes amostraisde X sepu=po esepn=p’.

1/2
o=aofn"

x| Y

A expressao seguinte, ja vista, fornece
T = o
Xy =My 2, /n
Por outro lado, também podemaos escrever
g -, 2
X, = u'-2, n
Logo, igualando as duas expressoes, podemos obter:

z,+12 -
n=("3 By2  onde d:(%).

Essa expressdo nos fornece o tamanho minimo da amostra para satisfazer as condicOes
impostas. E evidente que a expressdo de n pode ser utilizada indistintamente para testes
unilaterais a direita ou a esquerda. Muitas outras dessas expressdes podem ser obtidas de

diferentes outros testes

Diversos autores preferem apresentar as C.C.O. sob a forma de Curvas de Poder

do Teste, nas quais se plotam valores de 1 - L (d).em funcéo de d.

Programas de computador como o Statgraf fornecem essas curvas de uma

maneira bastante simples.
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Exercicios XVI

01 - Suponha que estejamos testando Ho : p = 0,5 contra H; : p # 0,5 e que, para uma amostra
de tamanho n = 10, decidimos pela regido critica RC = {0, 1, 2, 8, 9, 10}.
a) Determine o nivel de significancia x.
b) Calcule a CCO do teste parap = 0,2, p=0,4, p =0,6 e p = 0,8. Faga um grafico da
CCO
¢) Qual o poder do teste para p = 0,5?

02 -Sendo X o custo de manutencdo de um tear, sabe-se que X : N(u, 20). Para testar a
hipotese Ho : u = 200, contra a alternativa Hy : pu > 200, sera usada uma amostra de 25
teares.

a) Fixando-se o = 5%, encontre a correspondente RC.
b) Atribuindo-se valores arbitrarios para p, esboce a CCO do teste.

c) Para que valores de u, 0 poder serd maior do que 50%?
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5.4 - Testes parametricos

5.4.1 - Teste sobre a Média de uma Populacdo Normal com Varidncia

Conhecida

“Ex.: A associacdo dos proprietarios de inddstrias metalUrgicas esta muito
preocupada com o tempo perdido com acidentes de trabalho, cuja média, nos ultimos anos,
tem sido da ordem de 60 horas/homem por ano e desvio padrao de 20 horas/homem. Tentou-
se um programa de prevencdo de acidentes e, ap6s 0 mesmo, tomou-se uma amostra de 9
industrias e mediu-se 0 numero de horas/homem perdidas por acidente, que foi de 50 horas.
Vocé diria, ao nivel de 5%, que ha evidéncias de melhoria? Calcule um intervalo de confianca
de 95% para a média.”

Solucéo:

1°passo: Ho: u= 60  (N&o houve melhora)

H;:u< 60 (Houve melhora)

2° passo: X : N (60; 20)

_ 20) .
XN (60;— (Dado pelo Teorema Central do Limite)
Vo)
S Xom
=o/4n
3%passo: a=5% = z=-1.65 Teste unilateral

N(60 ; 20/3) RC={y e R|y<49.03}

\j
x|

4903 60

\
N

-1.65

4°passo: n=9 X=50 (Dasamostras)

5° passo: como X=50 ¢ RC, ndo rejeitamos Ho.
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“Nao héa evidéncia, ao nivel de 5%, de que o programa tenha ocasionado
melhoras”.
Célculo de IC (u: 95%):

P()T—Za/zc/\/ﬁSuS )T+Za/2cs/\/ﬁ):1—a

IC(1:95%) =(X ~2,, o/vn < p< X+2,, of/vn)~ [50-196(20/+/9);50+1.96(20//9)]
=[36.94;63.07]

5.4.2 - Teste Sobre a Proporcdo

“Ex.: @) Um industrial deseja certificar-se de que a fracdo de mercado que prefere
seu produto ao de seu concorrente € superior a 70%. Para tanto colheu uma amostra aleatéria
de 165 opinides, das quais 122 lhe foram favoraveis. Pode o industrial ficar satisfeito com

esse resultado, adotado o nivel de significancia de 5%?”

Solucdo:
1°passo: Hp:p=70% = 0.7 (O industrial ndo esta seguro)

Hi:p>0.7 (O industrial esta seguro)
2° passo: O melhor estimador parap é p com:
X

p:n

sendo: n = numero de elementos da amostra

X = caracteristica de interesse da amostra

ﬁ:N{p;\/?j

ou seja: |6:N(O.7; (0'7115(50'3))=|€):N(O.7; 0.036)

,_p-n _p-07
s/~/n 0036
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3%passo: a=5% = z=165 Teste unilateral

« N(0.7;0.036)
RC={y e R|y>0.759}

0.7  0.759
} | > 7
1.65
x 122
4° passo: n= = p=—=—=0.
D n=165  x=122  p=_=1--=0739

5% passo: como p=0.739 ¢ RC, ndo rejeitamos Ho
“Nao ha evidéncia, ao nivel de 5%, de que a proporcao seja superior a

70%. O industrial ndo deve ficar satisfeito a esse nivel.”

“b) Por outro lado, o industrial considera um erro grave o chegar a se desiludir
(no caso, admitir que ndo tem mais de 70% do mercado) quando, em verdade, ele tem mais de
75%. Ele gostaria que a probabilidade de cometer esse erro ndo superasse 10%. Pergunta-se
se a amostra utilizada seria suficiente para atender a essa exigéncia e ao nivel de significancia

adotado.”

Solucéo:
Aqui, o problema consiste em avaliar o erro  para u = 75%. Temos assim a

seguinte situacao:
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N(0.7 ; 0.036)

N(0.75 ; 0.036)

/

0.7 / 0.75 0.759\\

B > 50% o > 5%

v
=2

Observe que p, = 0.759 sendo maior que 0.75 implica em ocasionar um erro 3
superior a 50%.

Para diminuir 3 ao limite de 10% deveremos fazer com que f, seja reduzido. Isso
contudo provoca um aumento de a.. Observe:

N(0.7 ; 0.036)

N(0.75 ; 0.036)

i A a1
0.7 /ﬁg \0.75 b

B =10% o > 5%

= v

Para o = 5%, fixo, devemos atuar na variancia, no intuito de conseguir § = 10%.

Isso é alcancado aumentando-se 0 nimero de amostras n (e conseqlientemente teremos uma
diminuicdo em /). Veja isto na figura seguinte:
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N(0.7 ; ©)

N(0.75 ; &)

o

i 7N ? R
0.7 /pc \ 0.75

B=10% o =5%

“Logo, a amostra utilizada néo é suficiente para atender a exigéncia proposta pelo

problema.”

5.4.3 - Teste sobre a Média de uma Populacdo Normal com Varidncia

Desconhecida

“Ex.: Sempre que 0 aumento da temperatura da agua em uma camara compressora

superar 5°C, o processo de resfriamento deve ser recalibrado. Este processo €, entretanto caro

e portanto deve ser feito apenas se necessario (adote um nivel de 5%). Em oito experimentos

independentes com a camara, obtiveram-se 0s seguintes aumentos medios:
64 4.3 57 49 6.5 6.4 51 59
a) Estes dados sugerem a necessidade de recalibragdo?
b) Determine IC (u : 95%).”

Solucéo:a)
1° passo: Ho: u=5°C (N4o recalibracdo da camara)
H;:p>5C (Recalibragdo da camara)

2° passo: Uso da estatistica t de Student

_X-n g= 25 oo | oSy gy
t_s/\/ﬁ com X ==+, s_\/n_lz(xi X)

e n - 1 graus de liberdade
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3% passo: oo =5%,n=8,v=n-

1=7T= tov = t0_05,7 =1.895 (tabela)

RC={y e R|y>5.54}

5.54

|

0 1.895

4° passo: X =5.65°C

5° passo: como X =565

\j

RC, rejeitamos H,

“Ha evidéncias, ao nivel de 5%, de que a cAmara deva ser recalibrada.”

b) 1C (u; 95%)

Xt %/ﬁ;mt% %/ﬂ

_5.65—(2.364).@; 565 + (2.364)—)}

(081
8

N )

[4.97; 633 ]

5.4.4 - Teste sobre a Varidncia de uma Populacdo Normal

“Ex.: Uma das maneiras de manter sob controle a qualidade de um produto é

controlar a sua variancia. Uma méaquina de encher pacotes de café esta regulada para enché-

los com um desvio padrdo de 10g e média de 500g. O peso de cada pacote X segue uma

distribuicdo normal. Colhendo-se uma amostra de 16 pacotes obtivemos uma variancia

s> =169 g°.

Com esse resultado podemos dizer que a maquina esta desregulada em relacédo a

variancia? (Considere a = 5%).”

Solucdo:
12 passo: Ho : 6% =100

(A méaquina esta regulada)
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Ho : 62> 100 (A méaquina esta desregulada)
2° passo: Uso da estatistica x* (Qui Quadrado)

2_(n—l) s

1 2
X2 = 2 o= ¥ (x -x
= coms n_1Zj(xI X)" e
v =n -1 graus de liberdade.
3% passo: a=5%,n=16y =n-1=15= y; .= 24,99 (tabela)
(15)S?
2499 = < =1
99= " ¢ =S, =1666

5%
RC={y e R|y>166,6}

\
U’N

0 100 166,6

\J

0 15 24.99

4° passo: s° = 169 g*
52 passo: como s° = 169 e RC, rejeitamos H,

“Ha evidéncia de que, ao nivel de 5%, a maquina ndo esteja regulada.”
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Exercicios XVII

01 - Sabe-se que o consumo mensal per capita de um determinado produto tem distribuicdo
normal, com desvio padrdo de 2 kg. A diretoria de uma firma que fabrica esse produto
resolveu que retiraria o produto da linha de producdo se a média de consumo per capita
fosse menor que 8 kg. Caso contrario, continuaria a fabrica-lo. Foi realizada uma

pesquisa de mercado, tomando-se uma amostra de 25 individuos, e verificou-se que

i X, =180 kg, onde X; representa o consumo mensal do i-ésimo individuo da amostra.
i=1

a) Construa um teste de hipotese adequado, utilizando o = 0,05, e com base na amostra
colhida determine a decisdo a ser tomada pela diretoria.

b) Qual a probabilidade B de se tomar uma decisdo errada se, na realidade, a media
populacional é p =7,8 kg?

c) Se a diretoria tivesse fixado o = 0,01, a decisdo seria a mesma? (Justifique sua
resposta).

d) Se o desvio padrdo da populacdo fosse 4 kg, qual seria a decisdo? (Justifique sua

resposta).

02 - A associacdo dos proprietarios de industrias metaldrgicas esta muito preocupada com o
tempo perdido com acidentes de trabalho, cuja média, nos ultimos tempos, tem sido da
ordem de 60 horas/homem por ano e desvio padrdo de 20 horas/homem. Tentou-se um
programa de prevencdo de acidentes e, apds 0 mesmo, tomou-se uma amostra de 9
industrias e mediu-se o numero de horas/homem perdidas por acidente, que foi de 50

horas. VVocé diria, ao nivel de 5%, que ha evidéncia de melhoria?

03 - O salario médio dos empregados das industrias siderdrgicas é de 2,5 salarios minimos,
com um desvio padrdo de 0,5 salarios minimos. Se uma firma particular emprega 49
empregados com um salario médio de 2,3 salarios minimos, podemos afirmar que esta

industria paga salarios inferiores, ao nivel de 5%?

04 - Uma companhia de cigarros anuncia que o indice médio de nicotina dos cigarros que
fabrica apresenta-se abaixo de 23 mg por cigarro. Um laboratério realiza 6 anélises desse
indice, obtendo: 27, 24, 21, 25, 26, 22. Sabe-se que o indice de nicotina se distribui
normalmente, com variancia igual a 4,86 mg®. Pode-se aceitar, ao nivel de 10%, a

afirmacéo do fabricante?
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05 - Uma pessoa gaba-se de adivinhar qual sera o resultado do lance de uma moeda, mas é
preciso que o0s presentes nao o perturbem com pensamentos duvidosos. Para testar tal
capacidade, lancou-se uma moeda perfeita 6 vezes, e o adivinhador acertou 5. Qual seria

sua conclusdo?

06 - O consumidor de um certo produto acusou o fabricante, dizendo que mais de 20% das
unidades fabricadas apresentam defeito. Para confirmar sua acusacdo, ele usou uma
amostra de tamanho 50, onde 27% das pecas eram defeituosas. Mostre como o fabricante

poderia refutar a acusacdo. Utilize um nivel de significancia de 10%.

07 - Um fabricante garante que 90% dos equipamentos que fornece a uma fabrica estdo de
acordo com as especificacOes exigidas. O exame de uma amostra de 200 pecas desse
equipamento revelou 25 defeituosas. Teste a afirmativa do fabricante, aos niveis de 5% e
1%.

08 - Os produtores de um programa de televisdo pretendem modifica-lo se for assistido
regularmente por menos de um quarto dos possuidores de televisdo. Uma pesquisa
encomendada a uma empresa especializada mostrou que, de 400 familias entrevistadas,
80 assistem ao programa regularmente. Baseado nos dados, qual deve ser a decisdo dos

produtores?

09 - Suponha que queiramos testar Hp : p = 50, contra Hy : pn > 50, onde pn é média de uma
normal N(u, 30). Extraida uma amostra de n = 36 elementos da populacdo, obtemos

X =52. Calcule o nivel descritivo o do teste.

10 - Os novos operarios de uma empresa sdo treinados a operarem uma maqguina, cujo tempo
X (em horas) de aprendizado é anotado. Observou-se que X segue de perto a distribuicao
N(25,10). Uma nova técnica de ensino, que deve melhorar o tempo de aprendizado, foi
testada em 16 novos empregados, 0s quais apresentaram 20,5 horas como tempo médio
de aprendizado. Usando o nivel descritivo, vocé diria que a nova técnica é melhor que a

anterior?

11 - A precipitacdo pluviométrica anual numa certa regido tem desvio padréo o = 3,1 e média
desconhecida. Para os ultimos 9 anos, foram obtidos os seguintes resultados: 30,5; 34,1;
27,9; 35,0; 26,9; 30,2; 28,3; 31,7, 25,8.

a) Construa um teste de hipdteses para saber se a média da precipitacdo pluviométrica

anual é maior que 30,0 unidades. Utilize um nivel de significancia de 5%.
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b) Discuta 0 mesmo problema, considerando o desconhecido.
c) Supondo que, na realidade, pu = 33,0, qual a probabilidade de tirarmos uma conclusao

errada?

12 - Supde-se que determinado tipo de industria deva ter, em média, 30 empregados. Para
testar tal hipétese, colhe-se uma amostra de 50 industrias, cujo resultado esta abaixo.

Caso rejeite a hipotese, dé um intervalo de confianca para a verdadeira média: (suponha

que s> =c?%)
N° de Empregados Frequéncia
25—35 8
35— 45 10
45 }— 55 13
55— 65 10
65— 75 9

13 - Uma fébrica de automoveis anuncia que seus carros consomem, em média, 11 litros por
100 km, com desvio padrdo de 0,8 litros. Uma revista resolve testar esta afirmacéo e
analisa 35 automdveis dessa marca, obtendo 11,3 litros por 100 km como consumo médio
(considerar distribuicdo normal). o que a revista pode concluir sobre o andncio da fabrica,

ao nivel de 10%?

14 -Um dos maiores problemas de uma grande rede de vendas a varejo é verificar a
adequacdo do estoque declarado com o real existente. Decidiu-se fazer a verificacdo
através de procedimentos amostrais. Indicando por X o total em unidades monetarias de
cada produto em estoque, verificou-se que X : N(u, 20). Serdo sorteados 4 produtos. O
total X de cada um sera verificado e calcular-se-4 a média X, que sera a estatistica de
decisdo. Numa determinada filial, o valor declarado de p € 50. Havendo falta, este
parametro deve ser 45; no caso de excesso, 58.

a) Defina Hy e H.

b) Descreva os erros do tipo 1 e Il.

c) Fixando a = 10%, qual a regra de decisdo para julgar se o estoque esta correto ou ndo?
d) Calcule o erro B.

e) Qual o significado de o e 3 neste problema?
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15 - Duas maquinas, A e B, sdo usadas para empacotar pé de café. A experiéncia passada
garante que o desvio padrdo para ambas é de 10 g. Porém suspeita-se de que elas tém
médias diferentes. Para verificar, sortearam-se duas amostras: uma com 25 pacotes da
maquina A e outra com 16 pacotes da maquina B. As médias foram, respectivamente,
X, =502,74 e X, =496,60 g. Com estes nimeros, e ao nivel de 5%, qual seria a

concluséo do teste H, @, = pg?

16 - Na regido sul da cidade, 60 entre 400 pessoas preferem a bebida Meca-Mela entre as
demais similares. Na regido norte, a proporcao é de 40 entre 225 entrevistados. Baseado
no resultado dessa amostra, vocé diria que a propor¢do de todos os moradores nas duas

regides € a mesma?

17 - Uma pesquisa mercadoldgica sobre fidedignidade a um produto, foi realizada em dois
anos consecutivos, com duas amostras independentes de 400 donas de casa em cada uma
delas. A preferéncia pela marca em questdo foi de 33% e 29%, respectivamente. Os

resultados trazem alguma evidéncia de mudanca de preferéncia?

18 - Seja X uma v.a. com distribuicdo binomial, com n = 15. Considere testar Ho : p>0,5
contraH; : p<0,5 comRC ={0, 1, 2}.
a) Calcule a probabilidade do erro I.
b) Calcule a probabilidade do erro Il quando p = 0,3.
c) Esboce o grafico da CCO do teste.

19 - O tempo médio, por operério, para executar uma tarefa, tem sido 100 minutos, com um
desvio padrdo de 15 minutos. Introduziu-se uma modificacdo para diminuir esse tempo,
e, apds certo periodo, sorteou-se uma amostra de 16 operarios, medindo-se o tempo de
execucao de cada um. O tempo médio da amostra foi 85 minutos, e o desvio padrao foi
12 minutos. Estes resultados trazem evidéncias estatisticas da melhora desejada? Em caso
afirmativo, estime o novo tempo médio de execucdo. (Apresente as suposicOes tedricas

usadas para resolver o problema)

20 - Estamos desconfiados de que a média das receitas municipais per capita das cidades
pequenas (0 - 20.000 habitantes) é maior do que as receitas do estado, que é de 1.229

unidades.

Para comprovar ou ndo esta hipotese, sorteamos dez cidades pequenas, e obtivemos 0s
seguintes resultados: 1.230; 582; 576; 2.093; 2.621; 1.045; 1.439; 717; 1.838; 1359.

Exercicios XVII -4



Obs.: Para facilitar os célculos, informamos que a soma das observacGes é 13.500, e a

soma dos quadrados das observages é 22.335.650 (13.500° = 182.250.000).

a) Mostre que o teste de hipbtese usado levara a aceitacdo de que a média das cidades
pequenas é igual a do estado.

b) Vocé ndo acha estranha essa conclusdo quando observa que a média da amostra obtida

é bem maior do que a média do estado? Como vocé explicaria isso?

21 - Deseja-se estimar qual a porcentagem média da receita familiar gasta com alimentacéo
pelos moradores de uma grande vila industrial. Para isso, selecionou-se uma amostra de
16 familias, que apresentou os seguintes resultados:
41 44 35 42 34 22 42 42
38 62 29 63 38 45 48 40
a) D& um IC de 95% para a porcentagem média de todas as familias de moradores da
vila.

b) Que suposi¢do vocé faz para responder a pergunta anterior?

22 - Observou-se a producdo mensal de uma industria durante varios anos, verificando-se que
ela obedecia a uma distribuicdo normal, com variancia 300. Foi adotada uma nova
técnica de producdo e, durante 24 meses, observou-se a producdo mensal. Apds esse
periodo, constatou-se que X =10.000 e s* = 400. H4 razdes para se acreditar que a

variancia mudou, ao nivel de 20%?

23 -Numa linha de producdo, € muito importante que o tempo gasto numa determinada
operacdo ndo varie muito de empregado para empregado. Que parametro estatistico
poderia ser usado para avaliar esse fato? Por qué? Se 11 empregados apresentam o0s
tempos abaixo para realizar essa operacdo, qual seria a estimativa para o parametro
acima?

125 135 115 120 150 130
125 145 125 140 130

24 - Usando os dados do problema 23, verifique se também houve mudanca de variancia do

processo antigo para o novo.
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5.5 - Testes Paramétricos (Duas Amostras)

5.5.1 - Comparacdo das Variancias de duas Populacdes Normais

“Ex.: A tabela seguinte sintetiza medidas de corrente elétrica (em mA) obtidas
por dois engenheiros na andlise de placas de circuito integrado.

I: 3 3 37 33 31 33

I: 32 34 34 31 32

Ha evidéncia para se afirmar que as medidas possuem a mesma homogeneidade?”

Solucao:
1°passo: H,=0o’ =0’ =6 (H& uma mesma homogeneidade)
H =c} %0, (N&o ha uma mesma homogeneidade)
2° passo: Uso da estatistica F (Fisher/Snedecor- Ver)
3% passo: o = 10%,
n=6(v=5),
N =5 (vii = 4),
teste bilateral.

P[F(5.4)> f,|=5% = f, =626

1
F(4,5)

f } 5% P||:F(45) 1} 5%
<0”=°0, , >f—=00

0II

PF(5.4) < f, | = 5%, P{

1
~—=519= f, =0193

0II

F(vi,vy)

RC={yeR|y<0.1930uy>6.26}
5%

fo n= 0.193 fo| =6.26

4° passo: S/ =44 S}
2 = F= 7 = 244
S =18 Sy
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5° passo: Como F = 2.44 ¢ RC, néo rejeitamos Hy
“Nao ha evidéncia ao nivel de 10% de que as variancias sejam diferentes,

logo, ha uma mesma homogeneidade.”

5.5.2 - Comparacdo de Duas Médias de Populacées Normais

Obs.: Seja X:N(p,,c,) e Y:N(u,,0c,)

Temos assim 0s seguintes estimadores:

__l 2 _ 1 R aY:

X-—n z XieSX—-n_lz (X, = X)*,

Y_ziz X_eSZZLE (Y.—Y_)2
m TV m-1 ' '

Definindo D = X Y, verifica-se que D:N(u5,05)

D

2 Gi fo
comp- =p, —|, 605 =—""+—.
HD uX My c;D n m
Conseguentemente:
Dop- (X-Y)-(u, -
ek P S O el 0 BUPAY
o o, %
n m

Caso 1) Variancias iguais Desconhecidas

“Ex.: No exemplo anterior, nas medidas de corrente elétrica dos dois engenheiros,
tinhamos:

I 3% 3 37 33 31 33

I: 32 34 34 31 32

e o teste revelou que as medidas possuem a mesma homogeneidade, ou seja, o° = o5 =G’

Uma outra questdo: Ha evidéncia para se afirmar, ao nivel de 5%, que a média é maior no

conjunto de medidas do engenheiro 1?”

Solucéo:
1° passo: H,:u, = Hon, =0
P O-l’ll My ou O.MD Com ko =, —py
Hiipy >y, Hypp >0
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2° passo: Uso da estatistica

7= D_IUB :(XI = Xy) —(uy — 1)

2 2

%6 O, Oy
b B B

n m

,  (n=1)S’+(m-1)S]
P n+m-2

Fazendo 6’ =6, =06 =S

temos, entdo, usando a estimativa de Student, que:

(XI _)TII)_(IUI _/Uu) i
1 1 a,n+m-2
Sp —+—
n m

t=

I

3% passo: o=5%,n=6, m=5= tsy ¢ =1.833

X,=34 S?=44
X, =326 S2=18
52 5(44)+408)
P 9

S =18

p

=324

1833= 2= 5 _1997

181/1+1
6 5

RC={y e R|y>1997}

Y
Ol

1.997

\j

1.833
4° passo: Das amostras,
D=X,-X,=34-326=14
5° passo: Como D =14 ¢ RC, ndo rejeitamos H,

“Na&o héa evidéncia, ao nivel de 5% de que as médias sejam diferentes.”
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Caso 2) Variancias Desiguais Desconhecidas

“Ex.: Em uma experiéncia industrial, foi executado um trabalho por 10 operarios,

de acordo com o metodo I, e por 20 operéarios, de acordo com o método Il. Os resultados

levaram aos seguintes
execucdo do trabalho:

Método I:
Método II:

Os dados

dados sobre a duragdo média e variabilidade do tempo, necessarios a

X, =53 min S, =6 min
X, =57 min S, =15 min

permitem afirmar, ao nivel de 5%, que o método | fornece um tempo

médio menor que o método 11?”

Solucao:
De acordo

com o teste de duas Variancias (Fisher/Snedecor)

L2 2 2
H,.c] =0} =0

. 2 2
Hc| # 03

concluimo

sque H; é verdadeira.

A partir desse resultado podemos efetuar o seguinte teste das médias:

1° passo:

2° passo:

Hoipy =1y, Hyipp =0
Hyipy <y ou Hiipp <0 Hp =M —Hy
Uso da estatistica

_ D —p, _ (X, =Yi) = (1 — 1)
S5 o;  oh
[O1, Ou
n m
Fazendoo’ =S/
oy =S,

- (% \TII)(MI _Mu) ~t,,

z
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3% passo: o =5%), v =258 =26 graus de liberdade.
LOgO, 506 .26 — -1.706

S? =36
Sz =225
D. -0
~1706=———
36 225
10 20
D, =-6.57

RC={y e R|y<-6.57}

Y
O

-6.57

\J

-1.706

4° passo: D =X, - X, =-4
5° passo: Como D ¢ RC, nio rejeitamos H,

“Nao ha evidéncia, ao nivel de 5%, de que a média do método | seja menor

do que a média do método I1.”

Caso 3) Observactes Emparelhadas

“Ex.: Uma empresa deseja estudar o efeito de uma pausa de 10 minutos para um
cafezinho sobre a produtividade de seus trabalhadores. Para isso, sorteou 6 operarios e contou
0 nimero de pecas produzidas durante uma semana sem intervalo e uma semana com
intervalo.

Operario 1 2 3 4 5 6

Sem Intervalo 23 35 29 33 43 32
Com Intervalo 28 38 29 37 42 30

Os resultados sugerem melhora de produtividade em um dos casos? (o= 5%)”
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Solucao:

1% passo: Hy:p, =p, Hyinp =0

Hyipg <pg ou Hipp <0 Hp = Hs —H
D-pp .

OIS
So/\n "

D= X -Y éumav.a. com cp desconhecido.

2° passo: Uso da estatistica t =

n

X Xy, e X,
Obs.: Y11Y2,-.-Y = Xl_Yl' X2 _YZ"”XH _Yn = Dlv D2!"'D

3%passo: a=5% N=6 v=n-1=5=tsy 5=-2.015

D=X,-X.=325-34=-15
S, =288

D, _
—2015=—2 . D.=-237
288/v6" ¢

RC={yeR|y<-237}

Y
Ol

237 0

\j

-1.476 0

4° passo: Das amostras, D = —15
5° passo: Como D ¢ RC, ndo rejeitamos H,
“Néao ha melhora de produtividade, ao nivel de 5%, com o intervalo do

cafezinho.”
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Exercicios XVIII

01-Uma das maneiras de medir o grau de satisfacdo dos empregados de uma mesma
categoria quanto a politica salarial é através do desvio padrdo de seus salarios. A fabrica
A diz ser mais coerente na politica salarial do que a fabrica B. Para verificar essa
afirmacdo, sorteou-se uma amostra de 10 funcionarios ndo especializados de A, e 15 de B,

obtendo-se os desvios padrdes sa = 1,0 SM e sg = 1,6 SM. Qual seria a sua concluséo?

02 - Deseja-se comparar a qualidade de um produto produzido por duas fabricas. esta
qualidade serd definida pela uniformidade com que é produzido o produto por cada
fabrica. Tomaram-se duas amostras, uma de cada fabrica, medindo-se o comprimento dos
produtos ( o resumo dos resultados esta no quadro abaixo). A qualidade das duas fabricas
€ a mesma? Caso sua resposta seja negativa, dé um intervalo de confianca para indicar a

intensidade dessa desigualdade.

Estatisticas Fabrica A Fabrica B
Amostra 21 17
Média 21,15 21,12
Variancia 0,0412 0,1734

03 - Num estudo comparativo do tempo médio de adaptacdo, numa amostra aleatoria, de 50

homens e 50 mulheres de um grande complexo industrial, produziu os seguintes

resultados:
Estatisticas Homens Mulheres
Médias 3,2 anos 3,7 anos
Desvios padrdes 0,8 anos 0,9 anos

Que conclusdes vocé poderia tirar para a populacdo de homens e mulheres desta

industria? (Indique as suposicdes feitas para resolver o problema)

04 - Diversas politicas em relacdo as filiais de uma rede de supermercados estdo associadas ao
gasto médio dos clientes em cada compra. Deseja-se comparar esse parametro para duas
novas filiais, através de duas amostras de 50 clientes cada. As medias obtidas foram 62 e
71, respectivamente. Sabe-se que o desvio padrdo, em ambos 0s casos, deve ser da ordem
de 20 unidades. E possivel afirmar que o gasto médio das duas filiais € 0 mesmo? Caso

ndo seja, dé um intervalo de confianca para a diferenca.
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05 - Uma fabrica de embalagens para produtos quimicos esta estudando dois processos para

combater a corrosdo de suas latas especiais. Para verificar o efeito dos tratamentos, foram

usadas amostras cujos resultados estdo no quadro abaixo. Qual seria a conclusdo sobre 0s

dois tratamentos?

Método Amostra Média Desvio Padrao
15 48 10
B 12 52 15

06 - No problema 02, teste a hipotese de que as médias dos comprimentos do produto

produzido pelas duas fabricas sdo iguais.

07 -Para investigar a influéncia da opcdo profissional sobre o salario inicial de recem-

formados, investigaram-se dois grupos de profissionais: um de liberais em geral e outro
de formados em Administragdo de Empresas. Com os resultados abaixo, expressos em
salarios minimos, quais seriam suas conclusdes?

Liberais 66 103 108 129 92 123 7,0

Administradores 81 98 87 100 10,2 108 82 87 101

08 - Para verificar a importancia de um determinado cartaz nas compras de certos produto,

procedeu-se do seguinte modo:

a) formaram-se 7 pares de lojas;

b) os pares foram formados de modo que tivessem as mesmas caracteristicas quanto a
localizacéo, ao tamanho e ao volume de vendas;

¢) num dos elementos do par, colocou-se o cartaz; no outro nao;

d) as vendas semanais foram registradas, e os resultados estdo abaixo

Qual seria sua conclusao sobre a eficiéncia do cartaz?

par 1 2 3 4 5 6 7

vendas | sem cartaz |13 18 14 16 19 12 22

com cartaz |16 24 18 14 26 17 29
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5.6 -Testes Nao Paramétricos

5.6.1 - Teste de Independéncia

“Ex.: A tabela seguinte representa a distribuicdo conjunta das proporc¢des em

relacdo aos totais de cada linha, associando tipo de cooperativa ao fator regional (veja

Capitulo 1, Coeficiente de Contingéncia).

Tipo de Cooperativa

Estado Consumidor Produtor Escola Outros Total

S3o Paulo 214 (33%) | 237 (37%) 78 (12%) 119 (18%) | 648 (100%)
Parana 51 (17%) 102 (34%) | 126 (42%) 22 (7%) 301 (100%)
Rio G.doSul | 111(18%) | 304 (51%) | 139 (23%) 48 (8%) 602 (100%)
Total 376 (24%) | 643 (42%) | 343 (22%) | 189 (12%) | 1551 (100%)

Os dados evidenciam dependéncia entre os fatores: tipo de cooperativa e regido de

localizac&o? (use o = 5%)”

Solucao:

1° passo:  Hy:p; =(p.)(Pp.;) (valor

independéncia)

observado

= valor

esperado =

H,:p; # (p..)(p.;) (valor observado=valor esperado = dependéncia)

Obs.:

Recorde-se que:

Pij é a probabilidade de um individuo pertencer a casa (i, j),

Pi. e P.jsdo as probabilidades marginais. Assim, temos:
Pij = 33%,17%,...,8%
Pi. = 24%, 42%, 22% e 12%

P.; = 100%
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2
0 ) g 2 A N (Oij_eij) .2 }
2" passo: Uso da estatistica x,, com X° = Z— X sendo:
Iy

n
=1 ei i

m = namero de linhas
n = numero de colunas
v=(m-1)(n-1)

0;j = valor observado

eij = valor esperado

2
X ov

Obs.: O teste aqui sera sempre unilateral, a despeito do sinal “#*“ em Hg
( Na verdade esté se testando se X* =0 ou X*>0)
3%passo: a=5% m=3,n=4,v=6= %, =12592

Logo, RC={y eR|y>12592}

2
X 5%, 6

12.592

4° passo: Das amostras,
X?=2156+612+---+800=17324 (Cap.l-Analise Bidimensional)

5 passo: Como X? € RC, rejeitamos H,
“Os dados evidenciam uma forte dependéncia entre os fatores, ao nivel de
5%.”

Obs.: X* é uma distribuigio aproximada e os valores de e; j ndo devem ser

inferiores a 5 na aplicacdo desse teste.
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5.6.2 - Teste sobre Coeficiente de Correlacao

Caso 1 =0
“Ex.: Verificar se podemos, ao nivel de 5% de significancia, concluir pela
existéncia de correlacdo positiva entre a tensdo na saida de um determinado gerador (em V) e
a rotacdo de um mecanismo acoplado ao seu eixo (em Hz).
Tensdo: 174 161 170 180 182 164 156 168 176 175
Rotacdo: 73 66 64 94 79 72 62 64 90 81
Solucéo:
1% passo: H,:p(X,Y)=0 (N&o existe correlacéo positiva))
Hi:p(X,Y)>0 (Existe correlacdo positiva))
onde: X=Tenséo
Y = Rotacao

2° passo: Este teste pode ser feito através da quantidade

fn—2
T=r L
1-r= =

onde: r=corr(X,Y)e

n = ndmero de amostras
associada a distribuicdo de Student com v = n - 2 graus de liberdade.

3% passo: o.=5%, n=10,v =28, tse, g =1.86

{50, 8

RC={yeR|y>1.86}
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5% passo: Como T e RC, rejeitamos H,
“H& evidéncia, ao nivel de 5%, de correlagdo positiva entre a tensdo do

gerador e a rotagdo do mecanismo.”

Caso2) p=po

“Ex.: Durante muito tempo, o coeficiente de correlacdo entre a nota final num
curso de treinamento de operarios e sua produtividade, apds 6 meses do curso, foi de 0,50.
Foram introduzidas modificagdes no curso, com o intuito de aumentar a correlagdo. Se o
coeficiente de correlagdo de uma amostra de 28 operarios submetidos ao novo curso foi de
0,65, vocé diria que os objetivos da modificagdo foram atingidos?”
Solucéo:
1°passo: H,:p(X,Y)=050 (Objetivos ndo atingidos)
H,:p(X,Y)>050 (Objetivos atingidos)
onde: X = Resultado do teste
Y = Produtividade

2° passo: Fisher, estudando a distribuicdo amostral de r, descobriu que a

estatistica
1 1+r
Z=—In——
2 1-r

Obs.: p#tlep=0

3% passo: a =5%

1 1+05
h, =5 In oo = 0549

co 1 o0 = 6,02
°27 283 oz =%

logo: Z:N(0549;0.2)
Relacionando a normal reduzida N(0,1) com a =5%, temos que
Ze—n

Z.-054
Z="S5— 1654:-—‘3——95—g

, Z.=0878
c 0.2 ¢
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e RC={zeR|z>0.878}

\J

z: N(0.549, 0.2)

0.549 z.=0.878

» 7:N(0, 1)
0 1.654

4° passo: Das amostras, com r = 0.65

. _1|n1+0.65
072 71-065

5° passo: Como z, ¢ RC, ndo rejeitamos H,

=0.774

“Nao ha evidéncia, ao nivel de 5%, de que tenha aumentado o coeficiente

de correlagéo.”
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Exercicios XIX

01 - Investigando a “fidelidade” de consumidores de um produto, obteve-se uma amostra de
200 homens e 200 mulheres. Foram classificados como tendo alto grau de fidelidade 100
homens e 120 mulheres. Os dados fornecem evidéncia de possiveis diferencas de grau de

fidelidade entre sexos?

02 - Uma pesquisa sobre a qualidade de certo produto foi realizada enviando-se questionarios
a donas-de-casa através do correio. Aventando-se a possibilidade de que os respondentes
voluntérios tenham um particular vicio de respostas, fizeram-se mais duas tentativas com
0s ndo-respondentes. Os resultados estdo indicados abaixo. Vocé acha que existe relacdo

entre a resposta e 0 nimero de tentativas?

0 -de-
Opinio sobre N* de donas-de-casa
0 produto 12 tentativa 22 tentativa 32 tentativa
Excelente 62 36 12
Satisfatorio 84 42 14
Insatisfatorio 24 22 24

03 - Estamos estudando se ha ou néo correlagéo entre as notas de diversas disciplinas de um
curso de mestrado. Analisando uma amostra de 12 alunos, encontrou-se uma correlagao
de 0,60 entre as disciplinas de Estatistica e Metodologia da Pesquisa. Teste a hipotese de
ndo haver correlacdo entre as disciplinas. Caso a rejeite, dé um intervalo de confianca

para o coeficiente de correlagcdo populacional.

04 - Existe relacdo entre o volume de uma carga e o tempo gasto para acondiciona-la? Para
investigar este fato, sortearam-se 9 pedidos de mercadorias, medindo-se as duas variaveis

de interesse. Com os dados obtidos abaixo, quais seriam suas conclusdes?

Tempo 84 108 110 133 144 152 180 196 231
Volume 48 72 63 82 88 109 112 123 140
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CAPITULO 6 - AMOSTRAGEM

O texto que se segue é, a menos de pequenas adaptacdes, traducdo de um texto
classico de William G.Cochran, estatistico com contribuicBes fundamentais a Teoria da

Amostragem.

6.1- Os Principais Estagios de uma Pesquisa por Amostragem

Como preliminar para uma discussdo do papel que a teoria desempenha em uma
pesquisa por amostragem, € interessante descrever sucintamente os estagios envolvidos no
planejamento e execucdo de uma pesquisa. As pesquisas variam grandemente em sua
complexidade. Extrair uma amostra de um conjunto de 5.000 fichas numeradas e ordenadas
em um arquivo é uma tarefa simples. Muito diferente é a extracdo de uma amostra dos
habitantes da regido amazonica, onde o transporte principal é fluvial e através de florestas e
os habitantes olham com desconfianca qualquer estranho que comece a fazer perguntas.
Problemas sérios em uma pesquisa podem ser triviais, ou mesmo ndo existir, em outras.

Os principais estagios de uma pesquisa acham-se grupados - de forma um tanto

arbitraria - em 11 topicos.

12. Objetivos da pesquisa
Os objetivos da pesquisa devem ser claramente definidos. Sem isto, é facil, numa
pesquisa complexa, esquecer os objetivos, perdidos nos detalhes do planejamento, e tomar

decisbes em desacordo com 0s objetivos.

2°. Populagdo a ser submetida a amostragem

A palavra populacéo denota o conjunto do qual se extrai a amostra. A definicdo da
populacdo pode nédo apresentar problemas, como no caso de um lote de lampadas, para
determinar a vida média de uma lampada. Por outro lado, ao extrairmos uma amostra de um
conjunto de fazendas, devemos definir claramente o que entendemos por fazenda, e atentar
para 0s casos extremos. Essas regras de definicdo devem ser usadas na pratica: o pesquisador
deve ser capaz de decidir, no campo, sem muita hesitagédo, se determinado caso pertence ou

néo a populacéo.
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A populacédo a ser submetida a amostragem deve coincidir com a populacdo a cujo
respeito desejamos informagdo (populacdo alvo). As vezes, por motivos praticos ou de
conveniéncia, a populacdo sob amostragem é mais restrita do que a populacdo alvo. Em tais
circunstancias, cabe observar que as conclus@es extraidas da amostra se aplicam a populacao
sob amostragem. Para julgar se tais conclusdes podem ser estendidas a populagédo alvo, sdo
necessarias outras fontes de informacdo. Serdo Uteis quaisquer informacfes que se possam

obter sobre as diferencas entre a populacdo submetida a amostragem e a populacdo alvo.

3% Dados a serem coletados

Convem verificar que todos os dados coletados sejam relevantes para a finalidade
da pesquisa e que nenhum dado essencial seja omitido. Ha uma tendéncia freqlente,
sobretudo com populagdes humanas, de formular um numero demasiadamente grande de
questbes, algumas das quais ndo chegam sequer a ser analisadas subseqlientemente. Um
questionario muito extenso reduz a qualidade das respostas, tanto a questdes importantes

como a questdes secundarias.

4. Grau de precisdo desejado

Os resultados de pesquisas por amostragem estdo sempre sujeitos a certo grau de
inconfianca, ndo sé porque se estudou apenas uma parte da populagdo, mas também em
decorréncia de erros de mensuracdo. Esta inconfianca pode ser reduzida aumentando-se o
tamanho da amostra e utilizando-se instrumentos mais precisos de mensuragdo. Mas isto em
geral exige tempo e custa dinheiro. Consequentemente, é importante especificar o grau de
precisdo exigido nos resultados. Isto é de responsabilidade da pessoa que vai usar os dados, e
pode apresentar dificuldades, pois muitos administradores ndo estdo acostumados a pensar em
termos do valor do erro que pode ser tolerado em estimativas, consistente com a tomada de

uma boa decisdo. O estatistico pode prestar bom auxilio nesta fase.

5°. Métodos de mensuragaio

H& mais de uma escolha do aparato de mensuracdo e da forma de abordar a
populacdo. Dados sobre o estado de saude da pessoa podem ser obtidos da declaracdo pessoal
ou de relatorio do exame médico. A pesquisa pode utilizar um questionario auto administrado,
um entrevistador que Ié um conjunto de questdes sem qualquer discrigdo, ou um processo de
entrevista que deixa margem ampla quanto a forma e ordenacdo das questdes. A abordagem

pode ser postal, telefonica, pessoal ou uma combinagéo das trés.
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Parte importante do trabalho preliminar € a construcdo de formularios onde se
registrardo as perguntas e as respostas. No caso de questionarios simples, as respostas podem
as vezes ser pré-codificadas - isto €, registradas de maneira que possam ser transferidas sem
dificuldade para um arquivo de computador. De fato, para construir arquivos de dados
adequados, é necessario visualizar a estrutura das tabelas finais de resumo, que serdo usadas

para tirar conclusoes.

62. Sistemas de referéncia

Antes de selecionar a amostra, a populacdo deve ser dividida em partes, chamadas
unidades de amostragem, ou simplesmente unidades. Estas unidades devem abranger toda a
populacdo, sem qualquer superposi¢do. Isto é: cada elemento da populagdo deve pertencer a
uma, e somente uma, unidade. As vezes, a unidade apropriada é 6bvia, como no caso de uma
populacdo de lampadas. Outras vezes, pode haver escolha da unidade. Ao extrair uma amostra
da populacéo de uma cidade, a unidade pode ser um individuo, os membros de uma familia,
0u 0 conjunto de todas as pessoas que moram em um quarteirdo. Na amostragem de uma safra
agricola, a unidade pode ser um campo, uma fazenda ou uma area de terra de formato e
dimensdes a nossa escolha.A construcdo desta lista de unidades de amostragem, chamada
Sistema de Referéncia, é, em geral, um dos principais problemas praticos. Com base na
experiéncia, os pesquisadores adotam uma atitude critica em relacéo a listas que tenham sido
compostas rotineiramente para algum proposito. A despeito de afirmacfes em contrario, tais
listas se revelam freqlientemente incompletas, ou parcialmente ilegiveis, ou entdo apresentam

duplicacdes. Uma boa estrutura pode ser dificil de obter quando a populagéo é especializada.

72, Escolha da amostra

H& uma variedade de planos para a escolha da amostra. Para cada plano
considerado, podem-se fazer estimativas do tamanho da amostra com base no conhecimento
do grau de precisdo desejado. Devem-se comparar 0s custos relativos e o tempo envolvidos

em cada plano antes de se tomar uma decisao.

8% O pré-teste

E atil testar o questionario e o método de trabalho no campo de atividade, em uma
escala reduzida. Isto quase sempre resulta em melhoria do questionario e pode revelar outros
problemas que seriam serios em uma escala maior, como, por exemplo, o fato do custo poder

ser muito maior do que o esperado.
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9. Organizacdo do trabalho de campo

Em pesquisas extensas defrontamo-nos com muitos problemas de carater
administrativo. O pessoal deve receber treinamento nos objetivos da pesquisa e nos métodos
de mensuracdo a serem empregados, e seu trabalho deve ser supervisionado adequadamente.
E de grande valia um processo para verificacdo preliminar da qualidade dos resultados. Os
planos devem prever a ndo-resposta, isto €, a falha do entrevistador em obter informacges de

determinadas unidades da amostra.

102 Resumo e analise dos dados

O primeiro passo é verificar o questionario completo, visando a corrigir erros ou,
ao menos, eliminar dados obviamente erréneos. Tornam-se necessarias decisdes sobre o
processo de calculo nos casos de omissdo de respostas a certas questBes, por parte dos
entrevistados, ou de eliminacao no processo de edi¢cdo do questionario. Apds isto, fazem-se os
calculos que conduzem as estimativas. Pode haver diferentes métodos de estimacdo para 0s

mesmos dados.

112. Informacé&o ganha para futuras pesquisas

Quanto mais informagdes tivermos inicialmente sobre uma populacéo, mais facil
se torna planejar uma amostra que dé estimativas precisas. Qualquer amostragem completada
é potencialmente um guia para futuras amostragens melhoradas nos dados que ela fornece
sobre as médias, os desvios padréo e a natureza da variabilidade das mensuracgdes principais e
0 custo da obtencdo dos dados. A pratica da amostragem avanca mais rapidamente quando se
fazem provisdes para reunir e registrar informagdes deste tipo.

H& outro aspecto importante em que qualquer amostra completada facilita a
obtencgéo de futuras amostras. As coisas nunca se comportam tal como foram planejadas em
uma pesquisa complexa. O pesquisador arguto aprende a reconhecer erros de execucao e fazer

com que eles ndo ocorram em pesquisas futuras.
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6.2 - Questionarios

1<. Tipos de questdes

Dois tipos de questdes sao usualmente empregados na redacao de questionarios:
questdes de maltipla escolha e questBes de resposta aberta.

As alternativas em uma questdo de mdaltipla escolha devem ser claras,
mutuamente excludentes e quando pedirem opinides, fornecer opgdes dos dois lados do
assunto. Idealmente, as opgdes devem cobrir todas as respostas provaveis. Se, entretanto,
muitas alternativas sdo apresentadas, elas podem ndo ser suficientemente claras e confundir o
respondente no momento de sua decisdo. A grande desvantagem de questdes de mdaltipla
escolha é que tendem a sugerir uma resposta, ja que limita as respostas possiveis, impedindo o
respondente de dizer exatamente o0 que pensa.

Este tipo de limitagdo ndo ocorre nas questdes de resposta aberta, onde o
entrevistado usa suas préprias palavras para responder a pergunta. Uma pergunta deste tipo
produz uma grande gama de respostas que devem ser classificadas em grupo homogéneos
antes que se possa fazer uma analise estatistica. Esta classificacdo € uma tarefa dificil quando
0 nimero de respostas a serem analisadas & muito grande. Por isso, questdes de resposta
aberta sdo mais frequientemente empregadas em estudos pilotos ou nos estagios exploratorios,
quando se procura determinar que tipos de resposta aparecerdo. Essas informagdes sdo entdo
usadas na construcdo do questionario a ser utilizado na obtencdo dos dados de um grupo
maior. As vezes é inevitavel misturar os dois tipos de pergunta, quando, por exemplo,
colocamos a opc¢do “Outros” e pedimos especificacdo. Se os dados forem analisados por

computador, deve-se pensar na etapa da codificacdo ao redigir as perguntas.

22, Ordem das questdes

Um questionario consiste em uma bateria de questdes arranjadas em certa ordem.
As primeiras questdes sdo para estabelecer contato com o respondente e devem ser bem
simples. Quando Vvarios topicos estdo envolvidos, deve-se completar um topico antes de
passar a outro. A ordem das questbes frequentemente afeta as respostas dadas pelo
respondente, ja que as perguntas chamam a atencdo do entrevistado para um conjunto de
pensamentos e sentimentos, em cujo contexto as outras perguntas serdo respondidas. Em

pesquisa de mercado, por exemplo, questdes que mencionam um produto especifico tendem a
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viciar as perguntas que se seguem; conseqiientemente, estas questdes identificando produtos

ou firmas devem ser colocadas no final, sempre que possivel.

32. Tipo de abordagem

Muitas pessoas tendem a racionalizar ou exagerar suas respostas quando sdo
questionadas diretamente sobre seus motivos, realizagdes ou outros assuntos que envolvam
seu prestigio ou auto-estima. Para se evitar a introducdo de tendenciosidade nessas respostas,
usa-se freqlientemente uma abordagem indireta na elaboracdo de questbes que envolvem
prestigio. Por exemplo, ao invés de perguntar: “Vocé terminou o curso secundario?”, pode-se
perguntar: “Em que ano vocé estava quando deixou de estudar?” Na segunda pergunta tenta-

se evitar constrangimento aos respondentes que ndo terminaram o curso secundario.

42, Clareza nas perguntas

Uma pergunta deve ter aproximadamente o mesmo sentido para todos o0s
entrevistados; caso contrario, os dados obtidos ndo terdo grande utilidade. Termos com
sentido dubio devem ser evitados. As perguntas devem ser simples. Nem todos os
entrevistados entenderdo questdes com enunciado complexo, originando, assim, resultados

ruins.

52. N&o sugerir respostas

Na formulacdo das perguntas deve-se evitar um tipo de redagcdo como esta: “Vocé
concorda em que esta bebida, sendo a melhor, deve custar mais caro?” Esta pergunta sugere
tdo obviamente uma resposta que é praticamente inatil. Algumas vezes, entretanto, é dificil

perceber que a redacdo de uma pergunta possa sugerir determinada resposta.

6. A necessidade do pré-teste

Assim que um questiondrio tenha sido redigido, deve ser testado em um estudo
piloto. Esta fase é fundamental para detectar dificuldades ndo observadas, como o “lay out”
do questionario, ordem e redacdo das perguntas, necessidade de instru¢cdes mais claras para o0s
entrevistadores etc. Naturalmente, a correcdo dessas imprecisdes melhorard a qualidade do

levantamento.

72. A prética de pesquisas por amostragem

O leitor deve convencer-se de que é fundamental conhecer as caracteristicas

especificas da area onde pretende participar de pesquisas por amostragem. O significado
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especial de algumas palavras, os melhores locais e horarios para se fazer coleta de dados, o
tipo de entrevistador sdo, entre outros, fatores importantes para o bom andamento do
levantamento. SO lendo literatura na area especifica é que se pode, entretanto, conhecer estes
detalhes. Por exemplo, para coletar amostras de um minério com vistas ao controle de algum
componente indesejavel, existem formas ja bastante testadas internacionalmente, consagradas
mesmo em normas de operacgdo (cf. ABNT: Associagdo Brasileira de Normas Técnicas). Nao
se pode iniciar um trabalho nesta area sem um estudo detalhado deste material. O mesmo se
aplica a pesquisas de origem-destino, técnica muito usada no planejamento de trafego urbano.
A forma de planejar uma pesquisa de opinido publica € uma das tecnologias mais valiosas de
uma firma que vende pesquisas de mercado e de opinido. Cada firma reflete nelas sua
experiéncia.

Para grandes levantamentos, o planejamento do plano amostral e dos instrumentos

de coleta exige o concurso de um profissional.

6.3 - Amostragem Aleatoria Simples

Neste caso a amostra é escolhida elemento a elemento. A populacdo é numerada
de 1 a N. Escolhem-se, em seguida, na tabela de nimeros aleatorios (TNA -Tabela 4), n
numeros compreendidos entre 1 e N. Esse processo é equivalente a um sorteio no qual se
colocam todos 0s nimeros misturados dentro de uma urna. Os elementos correspondentes aos
ntmeros escolhidos formar&o a amostra.

Ex.:A tabela a seguir refere-se aos diametros (mm) de 30 eixos produzidos por

uma industria automobilistica (dados hipotéticos).

Eixo (01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15
Diam. |26 32 26 19 20 22 30 31 17 20 16 17 28 15 26

Eixo (16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Diam. |19 14 16 16 26 27 31 13 26 18 29 18 16 21 24

Extrair, sem reposicdo, uma amostra aleatoria de tamanho n = 5.
Solucéo:
Partindo da coluna 3 na TNA, procuramos 0S Cinco primeiros nimeros nao

superiores a 30, lendo os dois Gltimos algarismos a direita. Obtemos a amostra:

Leiturana TNA (26 15 03 07 06
Diametro 29 26 26 30 22
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Poderiamos também tomar os cinco primeiros nimeros nao superiores a 30
formados pelos dois primeiros algarismos a esquerda.

Obteriamos a amostra:

Leiturana TNA (27 25 08 03 19
Diametro 18 18 31 26 16

6.4 - Amostragem Estratificada

Quando os elementos da populacéo estdo divididos em grupos nao superpostos, é
mais facil e mais eficiente escolher, independentemente, uma amostra aleat6ria simples dentro
de cada um destes grupos, os gquais sdo chamados estratos.

Esta forma de amostragem é uma das mais utilizadas, j& que a maioria das
populacdes tém estratos bem definidos: os homens e as mulheres; os alunos das escolas X, Y,
Z; os operarios pertencentes as classes salariais 1, 2, 3, 4 etc.

O mais comum é utilizar-se a amostragem estratificada proporcional, que consiste
em selecionar os elementos da amostra entre 0s varios estratos, em nimero proporcional ao

tamanho de cada um dos estratos. Em outras palavras, sejam:

N o nimero de elementos da populacédo

L o ndmero de estratos

N;i 0 nimero de elementos do estrato i

n o tamanho da amostra a ser selecionada.
Note-se que:

N=N;+N,+ ..+ N_

Calcula-se a fragdo de amostragem dada por

n
f=—
N
ndmero de elementos a serem sorteados em cada estrato sera:
Nif, Nof, ..., Nif

Ex.:Na execucdo de uma rede elétrica, uma firma especializada utiliza eletrodutos

de dois tipos: E e F. Em uma andlise do custo do material foram consideradas 30 faturas,
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representadas abaixo pelo preco de 10m de eletroduto:

Eletroduto (estrato) E

Fatura 01 02 03 04 05 06
Preco (R$) 710 710 715 715 755 760
Eletroduto (estrato) F

Fatura 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Preco (R$) 750 750 750 750 755 760 760 765 765 765
Fatura (cont.) 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Preco (R$) 765 765 770 770 770 785 785 790 790 795
Fatura (cont.) 21 22 23 24

Preco (R$) 795 800 810 820

Extrair, sem reposi¢do, uma amostra estratificada proporcional de tamanho n = 8.

Solugéo:

f=8/30=0,27
De cada estrato serdo sorteadas respectivamente n; e n, unidades:
n,=(0,27)(6) =1,62=2

n,=(0,27)(24)=6,48=6

Lendo os dois ultimos algarismos a partir do inicio da quarta coluna da TNA,

obtemos o resultado:

Extrato E F
Leiturana TNA (03 01 |20 03 18 17 24 12
Fatura (R$) 715 710 |795 750 790 785 820 765

Entre as vantagens da amostragem estratificada destacam-se:

a) Os dados sdo geralmente mais homogéneos dentro de cada estrato do que na
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populacdo como um todo;

b) O custo da coleta e analise dos dados é freqlientemente menor nesse tipo de
amostragem do que na aleatdéria simples, devido a conveniéncias
administrativas;

c) Podem-se obter estimativas separadas dos parametros populacionais para cada

estrato sem selecionar outra amostra e, portanto, sem custo adicional.

6.5 - Amostragem por Conglomerado

Uma amostra por conglomerado € uma amostra aleatoria simples na qual cada
unidade de amostragem é um grupo, ou conglomerado, de elementos.

O primeiro passo para se usar este processo € especificar conglomerados
apropriados. Os elementos em um conglomerado devem ter caracteristicas similares. Como
regra geral, o nimero de elementos em um conglomerado deve ser pequeno em relacdo ao
tamanho da populacéo, e 0 nimero de conglomerados, razoavelmente grande.

Tanto no caso da amostragem estratificada como no da amostragem por
conglomerado, a populacdo deve estar dividida em grupos. Na amostragem estratificada,
entretanto, seleciona-se uma amostra aleatéria simples dentro de cada grupo (estrato),
enguanto que na amostragem por conglomerado selecionam-se amostras aleatdrias simples de
grupos, e todos os itens dentro dos grupos (conglomerados) selecionados fardo parte da
amostra.

A amostragem por conglomerado é recomendada quando:

a) Ou ndo se tem um sistema de referéncia listando todos os elementos da

populacdo, ou a obtencdo dessa listagem é dispendiosa;

b) O custo da obtencdo de informacdes cresce com o aumento da distancia entre

os elementos.

Ex.:Supondo que se deseje estimar o rendimento médio familiar em uma cidade

grande, como deve ser escolhida a amostra?

Solucéo:
A amostragem aleatéria simples € invidvel, pois pressupde uma listagem de todas

as familias da cidade, o que é praticamente impossivel de se obter.
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A alternativa da amostragem estratificada é também inviavel, ja que aqui também
é necessaria uma listagem dos elementos por estrato.

A melhor escolha é amostragem por conglomerado. O sistema de referéncia pode
ser constituido por todos os quarteirbes da cidade. cada quarteirdo € um conglomerado.
Extrai-se uma amostra aleatoria simples de quarteirdes e neles pesquisa-se a renda familiar

em todas as casas.

6.6 - Amostragem Sistematica

Uma amostra sistematica de tamanho n é constituida dos elementos de ordem K,
K+r, K+ 2r, ..., onde K € um inteiro escolhido aleatoriamente entre 1 e n e r é o inteiro mais
préximo da fragdo N/n. Por exemplo, se a populacdo tem 100 elementos e vamos escolher
uma amostra de tamanho 6, K é um inteiro escolhido aleatoriamente entre 1 e 6 e r = 100/6 =

16,6 = 17. Se K = 3, a amostra serd composta pelos seguintes elementos: 3 20 37 54 71 88.

Se o tamanho da populacao é desconhecido, ndo podemos determinar exatamente

o valor de r. Escolheremos intuitivamente um valor razoavel parar.

As vezes a amostragem sistematica é preferida & amostragem aleatoria simples,
porque é mais facil de executar, estando portanto sujeita a erros, e proporciona mais

informacdes com menor custo.

Ex.:Escolha a técnica adequada para extrair uma amostra de 50 compradores de

uma loja.

Solucgéo:

A amostragem aleatdria simples ndo pode ser empregada neste caso, pois 0
entrevistador ndo pode determinar quais compradores serdo incluidos na amostra, uma vez
gue ndo se conhece o tamanho N da populacdo, até que todos os compradores tenham ido a
loja. Assim, ele pode usar a amostragem sistematica (digamos 1 em cada 20 compradores) até

obter a amostra do tamanho desejado.

6.7 - Calculo do Tamanho da Amostra
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Este tdpico apresenta alguma dificuldade técnica e s6 um estatistico profissional,
conhecedor dos detalhes da situacdo, podera calcular o tamanho da amostra necessaria em
uma pesquisa especifica. Limitar-nos-emos aqui a apresentar formulas para célculo do
tamanho da amostra em duas situaces simples, admitindo que sera usada a amostragem

aleatoria simples.

Proporcao

Se a pergunta é do tipo SIM-NAO e queremos, com nivel (1 - o) de confianca,
que a proporcao estimada esteja, no maximo, a uma distancia d da propor¢do verdadeira, ou
seja, se queremos que

P[[p-pl<d]=1-«
o valor de n € dado por

z2’PQ

q2

ondez=Z _ , P éuma estimativa preliminarde p, Q=1-P e dé o maior desvio aceitavel.
1 —_—

2

Ex:Deve-se realizar uma pesquisa de opinido publica para determinar a proporc¢éo
de pessoas que sofreram lesdes em conseqiéncia de algum tipo de acidente de transito.
Quantas pessoas deverdo ser ouvidas para que sejam satisfeitas as seguintes condigdes: d =
0,02, p = 10%, a = 5%?

Solugéo:

a=005 z=196
_7°PQ _ (1,96)%(01)(0,9)

n= = = 865 pessoas
E (0,02)° P

Média
Ha dois casos a considerar:
1. Controlar o erro relativo da estimativa da média de uma caracteristica da

populacdo, com nivel 1 - o de confianga: ou seja, queremos
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PHL_MSr}zl—a
y

onde Y = média amostral, u = média populacional. Neste caso o valor de n é dado por

2
ZS
ry

onde z=z  ,s=desvio padréo preliminar, r=erro relativo, y=média preliminar

Ex.:Quantos carros devem ser observados para se determinar ao nivel o = 5% e

com r = 10%, a velocidade média em uma avenida, com y=40km/h e s =10 Km/h?

Solucéo:

y=40 s=10 r=01 a=005 z=196

s [(@96)(0)[
( j L—(O,l) (40)J = 24 carros

ry

Note-se a necessidade de estimativas preliminares dos parametros, o que constitui

mais uma razao para se fazer um estudo piloto.

2. Se quisermos controlar o erro absoluto da média, ou seja, se quisermos que
P[‘)?—u‘s d]=l—0c

O valor de n é dado por

(2]

, » o = desvio padréo populacional, d = distancia da média estimada a média

onde z=z
1
2

verdadeira.
Ex.:Com os dados do exemplo anterior, determinar n parad =5, o = 12.

Solucéo:
:(Zd_"j :RLL;(Q)} = 23 carros
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Populacoes finitas

As expressbes anteriores sdo validas para populagdes infinitas ou, na pratica,

muito grandes. Para populacdes finitas o tamanho da amostra é dado por

onde no é o valor obtido pelas expressdes anteriores e N o tamanho da populag&o.

Frequentemente, em populacbes com pequeno nimero de individuos, todos terdo de ser
incluidos na “amostra”.
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Capitulo 7 - Regressao

Muitas vezes a posicdo dos pontos experimentais no diagrama de dispersao
sugere a existéncia de uma relacdo funcional entre as duas variaveis. Surge entdo o problema
de se determinar uma func¢do que exprima esse relacionamento.

Esse € o problema da regressdo, conforme a denominacao introduzida por Fisher e
universalmente adotada.

Assim, se 0s pontos experimentais se apresentarem como na figura seguinte
admitiremos existir um relacionamento funcional entre os valores y e X, responsavel pelo
aspecto do diagrama, e que explica grande parte da variacdo de y com x , ou vice-versa. Este
relacionamento funcional corresponderia a linha existente na figura, que seria a “linha de
regressao”. Uma parcela da variacdo, entretanto, permanece em geral sem ser explicada, e
seré
atribuida ao acaso. Em outras palavras, admitimos existir uma funcéo que justifica, em média,
a variacdo de uma das varidveis com a outra. Na pratica, 0s pontos experimentais terdo uma
variacdo em torno da linha representativa dessa funcdo, devido a existéncia de uma variacéo

aleatoria adicional, que chamaremos de variagéo residual.

YA

\J

Linha de regressao

Essa funcdo de regresséo, portanto, nos d& o valor médio de uma das variaveis
em funcdo da outra; por exemplo, z(Y/x). Posto dessa forma, o problema que vamos examinar

sera, dados os pontos experimentais, o de realizar uma inducdo quanto a expressao
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matematica da funcéo de regresséo.

Evidentemente, tudo se simplificara se a forma da linha de regressao for suposta
conhecida. O problema, entdo, se reduzira apenas a estimacdo de seus parametros. Esse caso
ocorrera se existirem razdes tedricas que permitam saber de antemao qual o modelo que rege
0 comportamento de uma variavel em funcéo da outra. A lei de Hook, por exemplo, afirma
que, dentro de certos limites, as deformag6es de corpos metalicos variam linearmente com as
tensdes aplicadas. Na analise de um experimento desse tipo, portanto, o modelo linear para a
linha de regresséo poderia ser adotado de inicio. Pode também ocorrer o caso em que a forma
da linha fica evidente da propria anélise do diagrama de dispersao.

Caso a forma da linha de regressdo ndo seja conhecida de antemdo, ela devera ser
inferida juntamente com seus parametros. Teremos, entdo, além do problema de estimacéo
dos parametros do modelo da linha de regresséo, a dificuldade adicional de especificar a
forma do modelo.

No estudo que segue, vamos admitir inicialmente que a forma da linha de
regressao seja uma reta. Teremos entdo o problema da regressao linear simples, que veremos
a seguir ( O termo “simples” destina-se a frisar que temos apenas duas variaveis.).
Posteriormente, estudaremos a regressdo polinomial, em que a forma da funcéo é suposta um
polinémio de grau superior a 1. Nos dois casos a idéia e os principios fundamentais serdo 0s
mesmos que discutiremos em seguida.

Vamos também admitir que a variavel X seja suposta sem erro, ou seja, ndo-
aleatdria, enquanto que a variavel Y apresenta uma parcela de variacdo residual, a qual é
responsavel pela dispersdo dos pontos experimentais em torno da linha de regressao. Essa
suposicao permite utilizar um modelo que simplifica a solucdo do problema, e é justificavel
porque muitos casos praticos se aproximam dele. Na verdade, encontraremos, na pratica,
muitos casos em que a variavel X pode ser medida com precisdo muito maior do que Y, o0 que
coloca o problema praticamente nas condigdes supostas.

A situacdo descrita corresponde, muitas vezes, a experimentos em que os valores
de X sdo pré-determinados ou pré-escolhidos pelo experimentador, ja que a variavel X é
suposta ndo-aleatdria. No entanto, os valores de Y, sendo aleatorios, ndo podem ser
exatamente previstos, e serdo determinados experimentalmente. Podemos, por exemplo,
medir as temperaturas de um forno em aquecimento de 5 em 5 min., a partir de um instante 0.
Ora, a menos de pequenas imprecisdes, totalmente despreziveis, os tempos (valores de X)

estdo bem determinados, ao passo que as temperaturas deverdo ser verificadas no decurso do
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experimento. Vemos que, neste exemplo, os valores de X independem dos de Y, pois foram
simplesmente arbitrados, enquanto que os valores de Y dependerdo dos de X desde que exista
regressdao. Por essa razdo, a variavel X é dita variavel independente, enquanto Y é dita
variavel dependente.

No caso da regressdo multipla, em que mais de duas variaveis sdo envolvidas,
obteremos uma equacdo para prever valores de uma variavel dependente em funcdo de duas
ou mais variaveis independentes.

O modelo acima descrito, portanto, considera que os valores da variavel aleatdria
Y dependerdo do(s) valor(es) assumido(s) pela(s) variavel (is) independente(s) e também do
acaso, isto é, estardo sujeitos a uma variacdo aleatoria que se sobrepde a variacdo explicada

pela funcéo de regressdo. Isso pode ser expresso sob a forma.

y=0oX +y,

onde ¢ denota a funcdo de regressdo e y a componente aleatéria da variacdo de
Y. No caso de regressdao mdaltipla, x devera ser interpretado como um vetor de valores das
variaveis independentes.

Ora, ¢é perfeitamente coerente com a idéia contida no modelo admitir-se que a
varidvel aleatéria y tenha média 0, a fim de que toda a variacdo explicada de y fique
concentrada em ¢(x). Isso significa que a funcéo de regresséo fornece a média de y para cada
x considerado, conforme ja mencionado.

Uma outra suposic¢do bésica que adotaremos no nosso estudo é a de que a variacao
residual da variavel Y seja constante com X. Dito em outras palavras, isso significa admitir
que a variacdo de Y em torno da linha teorica de regressdo pode ser descrita por um desvio-
padréo residual que independe do ponto considerado.

Por fim, admitiremos que a variacdo de Y em torno da linha teorica de regressdo
se dé segundo uma distribuicdo normal. Como a linha tedrica de regressdo da os valores
médios de Y em funcdo de X, essa suposicdo implica considerar que a variacao residual de Y
seja normalmente distribuida com media zero e desvio-padrdo constante. Uma tentativa de
representar graficamente essa situagdo é feita na figura seguinte. Frise-se que a linha ali
representada é a linha teodrica de regressdo, da qual obteremos uma estimativa a partir dos

pontos experimentais.
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7.1 - Regressao Linear Simples

Suponhamos ser a linha tedrica de regressao uma reta e que queiramos estabelecer

a regressdo de Y em funcdo de X. Logo, a funcdo que desejamos obter é da forma
y =o+BX

Estimaremos os parametros « e £ da reta tedrica através dos pontos experimentais

yA

Y

X1 X2 X3

Variacéo residual em torno da linha tedrica de regressao.

fornecidos pela amostra, obtendo uma reta estimativa na forma

¥y =a-+ bx,

onde a é a estimativa do parametro o, e b, também chamado coeficiente de
regressao linear, € a estimativa do parametro S O simbolo yé utilizado para uma

conveniente distincdo dos valores dados pela reta estimativa, das ordenadas dos pontos
experimentalmente obtidos.

Existem diversos métodos para a obtencdo da reta desejada. O mais simples de
todos, que podemos chamar de “método do ajuste visual”, consiste simplesmente em tracar
diretamente a reta, com auxilio de uma régua, no diagrama de dispersdo, procurando fazer, da
melhor forma possivel, com que essa reta passe por entre 0s pontos. Esse procedimento,

entretanto, somente sera razoavel se a correlacdo linear for muito forte, caso contrario levara a
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resultados subjetivos. Acima de tudo, ademais, merece a critica de ser um procedimento nem
um pouco cientifico.

Por outro lado, a aplicacdo do principio de maxima verossimilhanca leva, nas
condicBes admitidas, ao chamado procedimento de minimos quadrados, segundo o qual a reta
a ser adotada devera ser aquela que torna minima a soma dos quadrados das distancias da reta

aos pontos experimentais, medidas no sentido da variagdo aleatoria. Ou seja, devemos

n

procurar a reta para a qual se consiga minimizar !, d?, sendo as distancias d; as indicadas

na figura seguinte. A idéia central desse procedimento é simplesmente a de minimizar a

variacdo residual em torno da reta estimativa.

y A
Vi

Yi

»
|

Xi X

Distancias cuja soma dos quadrados deve ser minimizada.

Tendo em vista a expressdo ¥ = a+ bx, devemos, portanto, impor a condi¢do

min', d2=minT’, (y,~ ;) =min=!_,(y, —a—bx,)".

Os valores a e b que minimizam essa expressao serdo aqueles que anulam as

derivadas parciais dessa expresséo. Ou seja, devemos ter

O <n O ~n
5Zi:1di2 =0e %Zi:ldiz =0.

Considerando a tltima forma da expressdo, chega-se facilmente as expressoes

_22:=1 (yi —a- in ) =0,
_Zzin:lxi (Yi —a-— bxi ) =0,
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as quais imediatamente fornecem o seguinte sistema de duas equacdes a duas

incognitas:

> yi=na+by i ;x;,
zin:lxi Yi= azinzlxi + bZLx?

Os pontos experimentais fornecem os elementos para a montagem desse sistema,
cuja solucao forneceria os coeficientes a e b. Entretanto € mais fécil considerar de uma vez a

solucéo analitica do sistema, a qual fornece

Zin:l (Xi —7)2 Sxx ,

a=y-Dbx,

b: Zizl(xi - )T)yl —Sl

expressdes que dao diretamente os coeficientes a e b que desejavamos obter.
Algumas vezes torna-se interessante fazer codificagOes lineares nos valores das
variaveis para simplificar os céalculos. Entretanto isso ndo acarreta maiores problemas,

bastando, ao final, compensar as codificagOes feitas. Por exemplo, se fizermos as

transformacdes

Xi — X,
w; = h €Z; =Y, — Yo,

obteremaos, aplicando o procedimento visto, a reta na forma

X — X,

Z=a+bw, .. y-y,=a+b-

Essa expresséo pode ser escrita

A—(a+ —%j+9x
y= S — h

que é a equacdo da reta desejada na forma final.

Ex.. obter a equacdo da reta de minimos quadrados para 0s seguintes pontos

experimentais:

X 1 2 3 4 5 6 7 8
y 05 06 09 08 12 15 17 20

Tracar a reta no diagrama de dispersdo. Calcular o coeficiente de correlacdo
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linear.
Solucdo. Na tabela seguinte temos os valores necessarios a determinacdo dos
coeficientes da reta. Temos, aplicando as expressoes anteriores,
36-9,2

S,, =50,5- =50,5-41,4=91,

2
S, = 204—%: 204 - 162 = 42.

Tabela - Valores para o calculo da reta e do coeficiente de correlacéo linear

X; Yi XY Xi2 Y.2
1 0,5 0,5 1 0,25
2 0,6 1,2 4 0,36
3 0,9 2,7 9 0,81
4 0,8 3,2 16 0,64
5 1,2 6,0 25 1,44
6 1,5 9,0 36 2,25
7 1,7 11,9 49 2,89
8 2,0 16,0 64 4,00
36 9,2 50,5 204 12,64
S
b=-" _OL 0,217,
S, 42
a=y-bxz %2 - 0,217~% =1,150- 0,976 =0,174.

Logo, a equacdo da reta de minimos quadrados, dada na figura seguinte é
y=0,174 +0,217x

5 ¥

1 2 3 4 5 6 7 8

Reta de minimos quadrados
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Para o calculo do coeficiente de correlacdo, é necessario usar os valores da coluna

y? da tabela, calculando-se

91

S, =12,64 - Oy ~
Y JS«S, /42-2,06

=12,64-10,58=2,06,..r

)

(9.2)°
8

Esse alto valor do coeficiente de correlacdo linear de Pearson justifica o tracado

da reta de regresséo.

7.1.1 - Reta passando pela origem

Em certos casos, sabemos que a reta tedrica de regressao deve passar pela origem,
ou seja, que sua equacao ¢ da forma

y = pX.

Nesse caso, temos apenas a estimar o coeficiente angular B da reta. A reta
estimativa serd

y=hx.

e a aplicacdo do principio dos minimos quadrados leva a impor a condicdo

min " df=min > (y, —bx)*.

Anulando a derivada em relagdo a b, temos, de forma analoga a vista para o caso

geral,
d n n
%Zi:l (yi —bx; )2 =0,.. - ZZi:lxi (y; —bx;)=0,

n
XY,
A Xy =by x?,.'.sz.
i=1 i=1 i Zn X2
i=1 i
Assim, no exemplo anteriormente visto, se considerdssemos que a reta de
regressao devesse ultrapassar pela origem, o coeficiente b seria

_505

b = 0,248,
4

e a equacdo da reta de minimos quadrados seria
y = 0,248x.
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7.1.2 - Funcoes linearizaveis

O modelo de regressdo linear simples que acabamos de estudar é Gtil em muitas
situacOes reais. Um caso que merece mencdo e que recai naquele modelo é o das funcdes
linearizaveis.

Certas fungdes, mediante transformacdes convenientes, linearizam-se, o que torna
simples a solucédo do problema de regressdo. Assim, por exemplo, se admitirmos que a funcgéo
de regressdo seja uma funcao exponencial do tipo

y=a-p",

a aplicacdo de logaritmos promove a linearizacdo da fungédo na forma

logy =loga + xlog g.

Um artificio simples para se saber se a transformacgéo logaritmica promove uma
boa linearizacdo consiste em usar papéis monologaritmicos ou dilogaritmicos. No presente
caso, a adequabilidade da transformacao vista seria evidenciada se, plotando-se os valores de
x segundo escala linear e os de y segundo a escala logaritmica de um papel monologaritmico,
0s pontos observados se aproximassem de uma reta.

Chamando z=1logy, A=logae B =log f, passamos a ter o problema de estimar
0S parametros da reta

z= A+ BXx,

0 qual sabemos resolver. Para tanto, basta trabalhar com os valores x; versus

z, =logy,, obtendo as estimativas de A e B, cujos antilogaritmos serdo as estimativas de « e

S Analogamente, se tivermos y = ax”, o problema se resolvera trabalhando-se com logy,

versus log Xi.

Outros casos de facil linearizacdo podem também ser encontrados, como, por
exemplo, se y=a+bx®,y=(a+bx)™", etc. Cuidado especial, entretanto, deve ser tomado

quanto o processo de linearizacao envolve transformag6es na variavel dependente Y.

7.2 - Regressao Polinomial

O mesmo principio dos minimos quadrados visto para a regressao linear podera
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ser aplicado se admitirmos que a funcdo de regressdo € um polindmio de grau k > 1. A
diferenca esta em que temos k + 1 coeficientes a estimar.

Tomando as derivadas parciais em relacdo as k + 1 estimativas, chegamos a um
sistema de k + 1 equacBes com k + 1 incognitas o qual, resolvido, fornece a solucdo do
problema. Uma dificuldade tradicional nesse tipo de problema era a solugdo do sistema no
caso de valores relativamente grande de k. Com o surgimento dos computadores, essa
dificuldade praticamente deixou de existir. A mesma observacdo é valida no caso de
regressdo linear multipla. No caso de admitirmos que a fungéo de regressdo seja uma parabola

na forma

y=a+ X+ yx?,
devemos obter a pardbola-estimativa

¥, =a+bx+cx?’

O sistema de equacdes ao qual chegamos é:
dyi=na+bd x +c) xZ,
DXy =ay x +bY x7+c) x?,
D xPy =ay x?+bY x4y x{.

Se os valores de x; forem igualmente espacados, a solugdo desse sistema fica
bastante simplificada se trabalharmos com x, — X ao invés dos x; , pois 0s somatorios de
potenciais impares se anulam. O sistema ficara entéo

Dy =na+c)y (x; —X)?,

Z(Xi - X)Y; :bz X —%)?,
Z(Xi -X)%y, :aZ(Xi -X)? +CZ (x, —x%)*.

Vemos que o coeficiente b do sistema modificado seria obtido diretamente, sendo
0 mesmo da reta, e restaria apenas resolver um sistema de duas equacdes a duas incognitas

para se determinar a e c. A parabola seria, evidentemente, obtida na forma

¥y, =a+b(x—X)+c(x—x)*
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Ex. Ajustar a parabola de minimos quadrados aos dados do exemplo anterior.
Solucéo. Ja temos
n==8
Sxy = z (X =X)y; =91,
Sy = z (X = 7)2 =42,

zyi =92,
S
== =£‘E 0,2167 = 0,217,
S, 42
X=45.

Falta obtermos ) (X, —)T)Zyi e Y (x, —X)4, 0 que sera feito com o auxilio da

tabela seguinte. Temos, entdo, o sistema

9,2=8a+42c,
50,9 = 42a + 388,5c,

0 qual, resolvido, fornece
a=1,0688 e ¢ =0,0155.

Logo, a parabola de minimos quadrados sera

9, =1,0688 + 0,2167(x — 4,5) + 0,0155(x — 4,5)2,

X; Yi X =X (% - X)2 (x - X)zyi (% — X)A
1 0,5 -3,5 12,25 6,125 150,0625
2 0,6 -2,5 6,25 3,750 39,0625
3 0,9 -1,5 2,25 2,025 5,0625
4 0,8 -0,5 0,25 0,200 0,0625
5 1,2 0,5 0,25 0,300 0,0625
6 1,5 1,5 2,25 3,375 5,0625
7 1,7 2,5 6,25 10,625 39,0625
8 2,0 3,5 12,25 24,500 150,0625

9,2 42,00 50,900 388,5000

que pode ser colocada na forma

¥, = 0,408+ 0,0772x + 0,0155x*.

Essa pardbola, juntamente com a reta ja obtida, encontra-se tracada na figura

seguinte.
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Capitulo 8 - Anova

A Anélise de Variancia (ANOVA) é uma tecnica utilizada para se testar a
igualdade entre médias de varios grupos. Supondo que amostras aleatdrias e
independentes de k populacBes estejam disponiveis, com n observacdes cada e,
denotando-se as k médias por 4, t,..., 1, uma analise de variancia para um fator (One-

way) pode ser conduzida para se testar a hipdtese nula descrita da seguinte forma:

Hotuy =1, == gy
H, : pelo menos uma média x, é diferente das demais

Ao contrario do que sugere 0 nome, a Anova é um teste para médias e ndo para
variancias. Criada por Sir R. A. Fisher por volta de 1920, este procedimento matematico
que desencadeou o desenvolvimento da Metodologia de Projeto de Experimentos e
Superficie de Resposta, é baseado no relacionamento entre as duas formas bésicas de

variacdo: a variacdo dentro da amostra e a variacdo entre amostras.

_ Grand

Mean
Grand
Mean

F Var Between Means MS Bet
Var Within Groups - MSWithin - .

F __ Var Between Means MS Bt -
Var Within Groups MSWithin .

] 6 7 5 9 10

0 1 2 3 4 E] 6 T 8 9 1
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A figura anterior mostra o principio da analise de variancia: uma comparacao entre 0s
dois tipos de variagdo existentes nas amostras provenientes de dados agrupados em
niveis: a variacao dentro (Within) e entre (Between).

A variacdo dentro da amostra (Within) corresponde a variancia (ou o desvio
padrdo) que ocorre com as réplicas de um grupo. Do ponto de vista do controle
estatistico de processo, a variancia dentro da amostra representa as variagdes de causa
comum que ocorrem com 0S processos produtivos, servigos etc. Como cada grupo (ou
nivel) tera uma meédia x; para as n observacdes (repeticdes ou replicacdes), € possivel se
calcular uma média para as i médias de cada grupo. Dessa forma, considerando-se a
média das médias como o valor de tendéncia central dos grupos, utilizando-se as
diferencas entre cada média e a média geral, encontra-se a variancia entre os grupos. Em
termos de controle de qualidade, a “varidncia entre” (Between) é a expressao
matematica para a variacdo de causas especiais. Dividindo-se a varidncia entre pela
variancia dentro obtém-se a estatistica de teste F. A distribuicdo F (Figura 8.2) criada
para expressar todos 0s possiveis valores desta razdo entre variancias, inicia-se em zero
e estende-se no sentido positivo do eixo X. Como por principio, a variancia dentro deva
ser constante para todos 0s grupos, a razdo F aumentard muito quando as médias dos
grupos forem muito diferentes. Quanto mais diferentes, maior o valor de F. Se este valor
ultrapassar o valor critico para F, entdo havera evidéncia estatistica suficiente para se
rejeitar a hipdtese nula de igualdade entre as multiplas medias.

Este teste € muito utilizado para se verificar a influéncia de certos fatores sobre
uma resposta de interesse. Em termos praticos, pode-se testar como os diversos fatores
presentes nos processos industriais, comerciais e outros, exercem influéncia sobre uma
caracteristica de qualidade dos produtos e servicos. Quando dois niveis de um fator
geram respostas médias estatisticamente iguais, isto significa que o fator ndo influencia
a resposta. Quando, ao contrario, a resposta média em um nivel especifico é
estatisticamente diferente daquela obtida nos outros niveis, o fator € significativo. Para
um experimento de 2 fatores A e B, em dois niveis codificados (+1, -1), pode-se

escrever a seguinte equacdo como modelo estatistico do experimento:

Y ik = u+ Ai + Bj + (AB)jj + & (8.1)
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Onde: i = nimero de niveis do fator A (i =1, 2, 3,..., @); j = numero de niveis do Fator
B(=1,2,3,.., b); k=ndmero de réplicas de cada combinacdo de fatores (k = 1, 2,
3,..., n).

O termo Y ik € a (ijk)-ésima observacdo obtida no experimento, 4 € um
parametro comum a todos os tratamentos, denominado de média geral, A; é efeito do i-

ésimo tratamento do Fator A, Bj o efeito do j-ésimo tratamento do Fator B, (AB) jj, 0
efeito da ij-ésima interagdo AB entre os fatores e &, um componente do erro aleatorio.

Considere o0 seguinte experimento formado por dois fatores de interesse (Temperatura e

Pressdo), em dois niveis cada um (40°C e 60°C, 25 e 35 PSI), com 4 réplicas:

PRESSAO
TEMPERATURA >

25 PSI 35 PSI
130 155 34 40

40°C 539 229 | 768
74 180 80 75
150 188 136 122

60 °C 623 479 1102
159 126 106 115

> 1162 708 1870

Tabela 8.1 — Dados para uma ANOVA com 2 fatores, 2 niveis e 4 réplicas.

O parametro de teste utilizado pela ANOVA para verificar a igualdade entre as
médias baseia-se na relagdo existente entre a variagdo dentro de um tratamento (Within)

e a variagdo entre tratamentos (Between) (Figura 8.1).

200 —

150 —

100 —

50 —

T T
40 Temperatura B0

Figura 8.1 — Boxplot do Fator Temperatura.
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A variacdo dentro origina-se das réplicas. Calculando-se a média das réplicas,
obtém-se a média dentro do tratamento. Quanto mais as réplicas diferirem desta média,
maior sera a variacdo dentro deste tratamento.

Na tabela 8.1 nota-se que as réplicas sdo muito diferentes, proporcionando uma
variabilidade muito grande; por isso o boxplot é largo (o intervalo interquartilico é
consideravelmente grande). A partir desse grafico, percebe-se que, para a Temperatura,
a variacdo no nivel 40° € maior do que no nivel 60°.

Cada um dos boxplots representa a variabilidade dentro de cada um dos dois
niveis do fator, enquanto que a diferenca entre as médias denota a variagdo entre os
fatores. A variacdo dentro é também chamada de Erro.

Dividindo-se a Variacao Entre pela Variacdo Dentro obtém-se a Estatistica de
Teste F, que, quando comparada com um valor de F critico, definido segundo o nivel de
significancia e o nimero de graus de liberdade (Figura 8.2), possibilita a aceitacdo ou
rejeicdo da hipdtese nula, acerca da igualdade entre as médias dos niveis dos fatores.

Sempre que se toma uma decisdo ou se faz uma inferéncia sobre uma populacgéo
a partir de dados amostrais corre-se o risco de se cometer algum tipo de erro. Hipotese €
tdo somente uma afirmacdo que se deseja testar, tendo como fonte de provas os dados

provenientes da anélise da amostra.

1.0 .
0.8 - "\ E
2 | |
2 os \ :
8 | !
£ | !
5 :
2 04 .
& . Rejeitar H,
: (o)
Aceitar H, o2 S
(1-0) W
ofn [
1] 1 2 3 4 5
F Value

Figura 8.2 — Regifes de Rejeigdo e Aceitagdo de Ho para uma distribuicdo F.
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A figura 8.3, indica que os erros do Tipo | e Il ndo podem ser cometidos

simultaneamente.

H

o

Aceitar

H

a

Figura 8.3 — Avaliac&o do Erro de Decisdo.

Existem dois tipos de erro (mutuamente exclusivos) que podem ser cometidos
em um teste de hipoteses (figura 8.3). O primeiro € o Erro Tipo I, que consiste em se
rejeitar a hipotese nula quando ela é verdadeira. A probabilidade de se cometer este tipo
de erro é o, denominado nivel de significancia do teste.

O segundo tipo é o Erro Tipo Il, que consiste em se aceitar a hipotese nula
quando ela for falsa. A probabilidade de se cometer este tipo de erro ¢ B. A
probabilidade de se aceitar a hipoOtese nula quando ela é verdadeira é 1-o, e €
denominado nivel de confianca do teste. A probabilidade de se rejeitar a hipdtese nula
quando ela for falsa € 1-B, e é chamada de Poder do Teste.

A amostra fornece a Estatistica de Teste, parametro que quando comparado ao
Valor Critico determinado por o, conduz & aceitacdo ou rejeicdo da hipotese nula. Ao
conjunto de todos os valores da estatistica de teste que levam a rejeicdo da hipotese nula
dé-se o nome de Regido Critica.
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Figura 8.4 — Representacéo das Probabilidades o e p.

Cada estatistica de teste estd associada a uma distribuicdo de probabilidade (t-
student, F-Fisher, Qui-Quadrado, Normal Padronizada, etc.). No caso da ANOVA, a
distribuicdo utilizada para o teste de hipdtese € a Distribui¢do F de Fisher-Snedecor.

8.1 — Anova para Dois Fatores

Para se avaliar a significancia do efeito dos niveis de um tratamento A, bem
como de um tratamento B, faz-se necessario testar a hipétese da igualdade entre as
respostas médias obtidas com os niveis dos dois fatores. E importante se determinar
também, se existe interacdo entre os dois tratamentos. As hipOteses necessarias neste

caso estdo representadas na tabela 3.2.

HIPOTESE TRATAMENTOS INTERACOES
Hipotese Nula HO: Al=A2=0 Ho: ABjj=0
Hipotese Alternativa H1: Al = A2 H1: ABj=0

Tabela 3.2 — Hipéteses presentes em uma ANOVA.

Para os dois Tratamentos, a aceitacdo de HO significa que os efeitos na resposta
obtidos com os dois niveis dos fatores A e B sdo iguais; a HipoOtese Alternativa, que 0s
tratamentos sdo diferentes. Na Interacdo, a aceitacdo de Ho indica que a Interacdo nédo é

significativa.
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FATOR B
NIVEL 1 2 b
< 1 Y111, Y112,Y11n | Y121, Y122, Y120 Y1by, yiba,....y1 0
?_:) 2 You1, Y212, Y21 | Y221, Y222,-,Y22n Yaby, y2b,...,y2bn
T
A Yayi, yaio,...yoan | Yaou, Yaoo,..,yoon Yabs, yab,,...,yabn

Quadro 8.1 — Arranjo Geral para Fatoriais em dois niveis.

Para expressar genericamente um arranjo geral de dois tratamentos (Fatores),

definir-se-a uma simbologia a ser adotada. Antes, porém, deve ser ressaltado que cada

Fator A pode possuir a niveis (..., -2, -1, 0, 1, 2...), que cada Fator B, b niveis (..., -2, -1,

0, 1, 2..), e que ainda, um determinado tratamento pode possuir n réplicas

(observacgdes). Um arranjo geral poderia ser construido como sugere o quadro 8.2, com

as seguintes formulacGes para seus elementos:

Soma de cada Yik Média de cada linha 1 &
. j=1 k=1 ! = _Z Z yuk
linha (YsL) (Ym) bn 4353
Soma de cada a n Média de cada coluna 1 & <&
= Z Yii = _Z Z Yii

coluna (Ysc)

(Ymc)

Soma dentro de
cada célula

(Yscer)

Média dentro de cada

célula (YMCEL)

Soma Geral (Ysr)

Média Geral (Ywr)

Quadro 8.2 — Férmulas para o Calculo das Somas de Quadrados de Anova para 2 fatores.

Com estes somatorios, pode-se escrever a Soma de Quadrados Total para o

modelo:
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a b n a b n
ZZZ(yijk - yMT)Z :ZZZ[ yML yMT yMC Ywur )+ (yMCEL “Ywme — Yve — Yur )+ (yijk ~ Yur )]2 =
i=l j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
a b a b a b n
=bn Z(yML yMT + an Z( Yve = Yur )2 nzz Ymeer — Yme — Yme yMT) + zz (yijk - yMC)2
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

Dessa maneira, a Soma de Quadrados Total do arranjo pode ser dividida
em somas de quadrados devido aos tratamentos de linha (Fator A) SSa, aos tratamentos de
coluna (Fator B) SSg; a soma de quadrados devido a interacdo entre A e B, SSag € a soma
de quadrados devido ao erro experimental SSg.

Desse modo, pode-se escrever que: SSt= SSa+ SSg+ SSas+ SSe
O quadro 8.3 apresenta os calculos necessarios para se proceder a Analise de
Variancia para dois fatores. Ressalte-se que o nimero de graus de liberdade em uma
soma de quadrados € igual ao numero de elementos independentes naquela soma.
As equacles das somas de quadrados podem ainda ser escritas de maneira
simplificada, como:

a b n 2 1@ 2
55, =333 ys Y gs = LSy Ya g :_Zysc Lo

ik abn bniz abn abn

2

Para se obter uma simplificacdo da Soma de Quadrados referentes a interacdo
¢ aconselhavel calcular-se primeiramente a soma de quadrados entre os totais das

células ab, o que se pode chamar de Soma de Quadrados Parcial, tal que:

1& & 2
SSp :HZZ yszcel - Ya

= abn
Em seguida, subtrai-se SSA e SSB de SSP, de modo que:
SSag = SSp — SSp — SSg
Assim, pode-se encontrar a parcela de variagao devido ao erro, tal que:

SSE = SST - SSAB - SSA - SSB
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A Média Quadratica é o quociente entre a soma de quadrados e 0 niUmero de
graus de liberdade associados, respectivamente, a cada fonte de variagéo.

Fonte de Soma de Graus de o . Estatistica de
L _ Média Quadratica
Variagéo Quadrados liberdade Teste (F)
SS MS,
- MS, =—=2 Fo =
Tratamento A SSa a-1 i 0 MS,
SS MS,
- MS, =—24 F, =
Tratamento B SSg b-1 5= 5.1 0 MS,
SS MS
3 - _ MS — A F = AB
Interacédo AB SSag (a-1) (b-1) AB —(a Db-1) 0 —MSE
SS
- MS, = E
Erro SSe ab (n-1) » = ab(n-1)
Total SSt abn-1

Quadro 8.3 — Tabela de ANOVA.

Fo representa a estatistica de teste para a analise de dois grupos de dados. Utilizando-se

os dados do exemplo, obtém-se 0s seguintes resultados:

a b n 2
=YYy - ySt = (130)2 + (155)° + (74) + ...+ (115)? —( 1870 ) ~ 31868
o 2X2Xx4
v, 1 ) ,1 ( 1870 )2
= ——|(768) + (1102)? |- =6972,25
Zys' abn  2x4 [( )" +(1102) ] (2x2x4
S5, == 3y2 _Lt: —lr0e) + a2y ]- ( 70 jz —12885,25
® an4’* abn 2x2x4 '

SS, +SS,; =6972,25 +12885,25 =19854 ,50

a b
ZZ yscel - ySt _SSA _SSB

i=1 j=1

SS AB —

1
n

SS,5 = %[(539)2 +(623)% + (229)% + (479)2]—19854,25 —218.556,25 =1722,25
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SSg = SSt — SSag — SSp — SSg = 31868 — 19854,50 — 1722,25 = 10291,00

Assim, pode-se compor a seguinte tabela de Anélise de Variancia:

Fonte SS GL Média Quadratica ((MS) F,
19854,5 9928,75
Tratamentos ~ 19854,50 2 MS 5 = =9928,75 F, = 575 =11,58
1722,25
3 = = — =2,01
Interagdo AB  1722,25 1 MS,; =1722,25 " = 85758
Erro 10291,00 12  MS. = w =857,58
Total 31867,50 15

Tabela 8.2 — Tabela de ANOVA para os dados da tabela 8.1.

Da tabela para a Distribuicdo F da secdo de anexos, com o nivel de significancia
o = 0,05, com os graus de liberdade do numerador e do denominador das duas fontes de

Variacdo (Tratamentos e Interacdo), tem-se que:

a) F (2, 12, aifa=0,05) = 3,89 << 11,58, portanto, rejeita-se a hipotese nula (de que os Efeitos
dos dois tratamentos sdo iguais). Logo, aceita-se a hip6tese alternativa H1 de que os
efeitos sdo distintos. O P-Value também fornece essa conclusdo. O P-Value é a
probabilidade de se obter um valor da estatistica amostral de teste no minimo téo
extremo como 0 que resulta dos dados amostrais, na suposicdo de a hip6tese nula ser
verdadeira. No presente exemplo, P-value é igual a 0,00158, valor bem menor que o

nivel de significancia do teste, que é alfa = 0,05.

b) F @, 12, aifa=0,05) = 4,75 > 2,01, portanto, deve-se aceitar Ho, ou seja, a interagéo entre
os tratamentos A e B ndo é estatisticamente significativa. O P-Value fornece a mesma
concluséo (P-Value=0,182 >> alfa =0,05).

A Analise de Variancia com mais de dois fatores € um tanto complexa, no

entanto, ndo muito diferente do procedimento demonstrado neste item.
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8.2 — Analise de Residuos

A andlise de variancia considera que as observacGes analisadas sigam
distribuicdo, com variancia constante. Isto, em geral, é verificado através da analise dos
residuos (ou erros) calculados entre as observacdes e a média do grupo ao qual elas

pertencem. Um residuo € a diferenca entre uma observagdo y; e o seu valor estimado
(ou ajustado) a partir do modelo estatistico estudado, ¥; . Para que o modelo de analise

seja valido, os residuos devem ser aleatdrios, normais, independentes (nédo

correlacionados) e identicamente distribuidos.

A tabela 8.3 apresenta os residuos para os dados da tabela 8.1.

PRESSAO
TEMP
25 PSI 35 PSI

(7))
O 475 | 20,25 | . 2325 | -17,25 | .

40°C . =134,75 o = 57,25
= 60,75 | 4525 | ™ 2275 | 17,75 | O™
L
o 575 | 3225 | . 16,25 | -13,75 | .

60°C Y = 155,75 Yy = 119,75

3,25 |-29,75 2,25 -4.75

Tabela 8.3 — Residuos para cada tratamento.

Se um modelo esta correto, os residuos devem estar desestruturados; em
particular, eles ndo devem estar correlacionados com qualquer variavel incluida na
resposta predita.

Uma anomalia que ocasionalmente ocorre neste tipo de gréafico é o da
Variacdo ndo constante. As vezes, a variancia das observacbes aumenta com o
incremento da magnitude das observacdes. Isto viola o principio da homogeneidade da
variancia. Os gréficos que representam a heterocedasticidade apresentardo residuos
dispostos em forma funil ou de borboleta, o que caracteriza um padréo de tendéncia.

Variancia ndo constante também ocorre quando os dados ndo sdo normalmente

distribuidos, seguindo, portanto, distribuicGes assimétricas. Nesse tipo de distribuicdo a
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variancia tende a ser funcdo da média. Nota-se, contudo, que o grafico do exemplo
(Figura 8.5) ndo apresenta este tipo de anormalidade.

S0

254

Residuos

-5 O

-E0

=754

T
=0 75 100 125 150
Valor Ajustado

Figura 8.5 — Residuos versus Média.

Os residuos devem apresentar comportamentos aleatérios quando dispostos
em uma ordem temporal. Se qualquer padrdo ndo-aleatorio for identificado nestes tipos
de graficos, uma transformacéo de dados (Log, Raiz Quadrada, Box-Cox) na resposta Y
deve ser realizada. A tendéncia de se ter residuos positivos ou negativos indicam uma
correlacdo positiva, o que implicaria na violacdo da hipdtese de independéncia dos
residuos. Uma aleatorizacdo apropriada do experimento € um bom procedimento para a
garantia dessa independéncia.

Algumas vezes, a habilidade do experimentador em executar o experimento
pode mudar com o progresso da experimentacdo, ou, conquanto o processo esteja sendo
estudado constantemente, pode se tornar mais inconsistente. Isto sempre resultard em
uma mudanca no erro da variancia ao longo do tempo. O grafico que surge dessa
situacdo revela uma relacéo residuo versus ordem com mais variagdo do que as outras.

A utilizacdo dos Residuos Padronizados gera mais informacao sobre a qualidade
da resposta do que os residuos ordinarios. Os Residuos Padronizados (d) podem ser
obtidos dividindo-se os residuos das observacdes em relacdo a média das réplicas (FIT)
pelo desvio padrdo das réplicas (SE Fit). Deste modo, tais residuos possuirdo média
igual a zero e desvio padrdo unitario. Conseqlientemente, eles serdo Uteis na
identificacdo de outliers. A maior parte dos residuos padronizados deve encontrar-se no
intervalo -3 < d < 3, e qualquer observacdo com residuo padronizado fora deste

intervalo pode representar uma resposta observada potencialmente ndo usual ou
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incorreta. Estes outliers devem ser examinados com cuidado: tanto pode indicar erros de
registro, quanto algo mais preocupante.
Em relacdo ao exemplo em questdo, ndo ha evidéncias de padrdes ndo-aleatorios

presentes (Figura 8.6).

50

254

Residuos

=25+

50+

-754

T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 12 14 15 16
Ordem da Observacéo

Figura 8.6 — Gréafico dos Residuos Padronizados versus tempo (ordem da observacéo).

O gréfico da figura 8.7 representa o0 ajuste dos residuos a uma Distribuigdo

Normal e serve como indicador de sua normalidade.

Grafico de Probabilidade Normal para os Residuos

Mormal
99
Mean  -O,94760E-14
StDev 26,19
a5 - M 15
AD 0,193
507 P-value 0,375

&0
70 -
B0 -
50+
40 4
30
20+

Percentis

10+
=

1 T T T T T T
75 50 -5 a 25 50
REsSIDUOS

Figura 8.7 — Gréfico de Probabilidade Normal para os Residuos.
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Para o exemplo dado, a direcdo dos pontos parece constante, assemelhando-se a uma
reta. Quanto maior for a concentragdo de pontos sob a reta na sua regido central, com
uma diminuicdo para as extremidades, mais ajustados estardo os residuos.

Esse grafico é construido dispondo-se os residuos em ordem crescente sob o
eixo das abscissas, enquanto que a variavel reduzida Z é escrita sobre o eixo das
ordenadas.

Uma outra maneira de verificar a normalidade dos residuos é proceder ao teste
de normalidade, disponivel em muitos pacotes estatisticos computacionais. Um valor de
P-Value maior do que o nivel de significancia de 0,05 (5%) indica que os residuos sao
normais. No presente exemplo, P-Value ¢ igual a 0,875, que é bem maior que o nivel de
significancia. Portanto, ndo ha problemas com os residuos.
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Respostas de Alguns Exercicios Selecionados

Exercicios I

(03) a)sim b)sim

(07) s=10

Exercicios Il

(02) b)x =6325, s=1611, X =6563, Q,=55 P, =7042

(04) Q;=107 Q=132 Q,=120

(06) Uma solugdo: A={10,11,12,14,25}, B={30,33,36,39,42,45}

(07) 70

(08) R$2235,00

(09) 106

(10) A amplitude ultrapassa o valor alegado

(12)x =8.38 X=9

(13) a)x=28.03 s=7.28 b) Q:=37.5 Q3=112.3
€)26.9 d)11.4

(14) Aparentemente, o primeiro € mais preciso; mas a comparacdo pode estar

c)sim d)sim e)ndo f)sim

nao ha moda
Q,=75.5

prejudicada pelo fato de terem sido medidos objetos diferentes

(17) b) X=22.7 $=6.02 c) 16.7%
(18) a) X=28.92 b)s=2.31
Exercicios 111
(01) a)
<10 10a20 >20 Total
Solteiro 0.12 0.19 0.09 0.40
Casado 0.08 0.31 0.21 0.60
Total 0.20 0.50 0.30 1.00
b) néo,

(02) a

33 58 70 50

67 42 30 50

100 100 100 100

b) ndo C)
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Exercicios IV
(01)a) D)
(02)b) ¢
(03) 0.25
(04) 1/6
(05) 2/9
(06) a) 0.986
(07) 1/12
(08)

(09) a) 0.72
(10) sim
(11) 3

(12) a) 0.54
(13) a) 0.9978
(15) 0.63
(16) a) 1/12
(17) 0.396
(18) a)
(19)

b) 0.982

b) 0.98

b) 0.04 c) 0.42

b) 0.0112

b) 13/36 c) 6/13

(20) Um cartdo com 10 dezenas

(21) 2.5%
(23) 97.5%
(24) 0.8%
(25) 2.35%
(26) a) 0.84%
(27) 13.63%
(28) 32.25%
(29) a) 99.5%

Exercicios V
(01) b) 26/27

b) 0.04%

b) 145%  c) 96.5%

c) 8/27

(02) F(b-1) - F(a) para o caso discreto

(03)
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(04) a) ndo b) ndo C) sim d) ndo

(05)

(06) b) F(x)=3x* -2x° c)

(07) a) f(x)=x*(5-4x)  h) c) 0.63C, + 0.42C; -C3

Exercicios VI

(01) -R$0.25

(02) 1.7

(05) E(G) =2.75 e VAR(G) =0.412
(06) U$ 25

(07) 36.78%

Exercicios VII1
(01) P(X=6)=0.296
(02) a) 0.251 b) 0.126 c) 0.363 d) 0.858

(03) 0.0819

(04) a) 0.0858  b) 0.126

(05) 0.1198

(06)a) 0.38  b) 0.3455

(07) 0.25

(08)a) 1312 b) 562 c) 188
(09) a) 1 b) 0.9267

(10) a) 0.107

Exercicios IX

(01)a) 22.4%  b) 14.9% ) 57.7%
(02) 18.13%

(03) 1.4%

(04) 80.9%

(05) 20.76%

(06) 5.6%

(07) 0.89%

(08) 4.7%
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(09) 5/14

Exercicios X
(01) 40%
(02) 20%

(03) R$25.000,00

(04) a) 60.65%
(05) 45.11%

Exercicios XI
(01) a) 109.70
(02) 5 anos
(03) a) 0.26%
(04) 63

(05) a) 263
(06) a) 19.36%
(07) 734

(09) a) 0.582
(10) 0.21

(11) a) 12.92%
(12) a) 86.43%
(13) a) 0.12
(14) 25.14%
(15) 0.1335

Exercicios XI1

(01) a) 68%
(02) a) 512,80
(03) a) 5,82%
(04) a) 35,20%
(05) a) 2,27%
(06) a) 4,75%
(07) a) 26,44%

b) 86.56

b) 7.10°

b) 20
b) 39.7%

b) 0.7422

b) 16.35%
b) 29.78%
b) 0.9535

b) 100%
b) 0,52%
b) 53,28%
b) 0,05%

b) 50%
b) 16,01%

c) 0.9948

c)0

c) 7.96%
c) 0.8790

d) 4.
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(08) a) 31,25%
Exercicios X111

b) 0,97

(01) 23%

(02) 81

(03) a) 0 e 400/n
d) 5,16%

(05) 0,06%

1—
(08) E($,)=p pl1-p)

n

Var(ﬁl) =

(09) 170 £2,94 165+ 3,18
(10) a) ]787,1; 812,9[

(11) a) 384 b) 666

(12) a) 307 b) 149; 51
(13) 10,677; 0,732

(14) 10,25; 0,35[, 10,255; 0,345]
(15) a) 3932 b) 10,5345; 0,5655[
(16) a) 10,274; 0,386]

(17) a) 1148,37; 151,63[

(18) a) 15,13; 7,31[

(19) 400 £ 20,46

(20) a) 10,543; 0,657[

(21) 0,520 £ 0,049

(22) 510,6 £ 0,784

Exercicios X1V

(02) a) 6,314  b) 1,440
(04) a) 9,342
(06) a) 9,55

b) 0,105 c) 3,84

Exercicios XV

(02) a) 9,18%
(04) o = 1/8

b) 6,68%

Exercicios XVII

b) 61,70%
e) 1537

c)-1,812 d) 2,131
b) 36,191 c) 29,615 e) 5,412
d) 1,35

c) 95

c) 31,74%

Var(p,)=p(1-p)

180 + 2,08

b) 16% ) 625

b) 2401
b) 107.584

c) 3.841.600

e) -0,860
f) 9,524
e) 0,42

f) 3,160

f) 1,8275

¢) RC = [1171; oo
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(02) Néo, poiszp=-1,5e RC =] - «0; - 1,645]

(03) Sim, pois zp=-2,8 e RC =] - w0; - 1,645]

(06) Rejeita-se a hipdtese p = 0,20, pois Zp = 1,36 e RC =]1,28; oo
(09) 27,43%

(15) Ho néo é rejeitado, pois 2o =1,94 e RC’ =[ - 1,96; 1,96]

(18) a) 0,3% b) 87,2%

(22) a) 41,56 £ 5,51

Exercicios XVIII

(01) Séo iguais, pois Fo = 2,56
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Tabela 3 - Distribuicdo normal

l X 2/2
D(x)=——| e dt
\2m T
X O(x) X O(x) X D(x) X O(x) X O(x)
-3,10 0,000968  -2,54 0,005543  -1,98 0,023852  -1,42 0,077804  -0,86 0,194894
-3,09 0,001001  -2,53 0,005703  -1,97 0,024419  -1,41 0,079270  -0,85 0,197663
-3,08 0,001035  -2,52 0,005868  -1,96 0,024998  -1,40 0,080757  -0,84 0,200454
-3,07 0,001070 -2,51 0,006037 -1,95 0,025588 -1,39 0,082264 -0,83 0,203269
-3,06 0,001107  -2,50 0,006210  -1,94 0,026190  -1,38 0,083793  -0,82 0,206108
-3,05 0,001144  -2,49 0,006387  -1,93 0,026803  -1,37 0,085344  -0,81 0,208970
-3,04 0,001183  -2,48 0,006569  -1,92 0,027429  -1,36 0,086915  -0,80 0,211855
-3,03 0,001223 -2,47 0,006756 -1,91 0,028067 -1,35 0,088508 -0,79 0,214764
-3,02 0,001264  -2,46 0,006947  -1,90 0,028717  -1,34 0,090123  -0,78 0,217695
-3,01 0,001306  -2,45 0,007143  -1,89 0,029379  -1,33 0,091759  -0,77 0,220650
-3,00 0,001350  -2,44 0,007344  -1,88 0,030054  -1,32 0,093418  -0,76 0,223627
-2,99 0,001395 -2,43 0,007549 -1,87 0,030742 -1,31 0,095098 -0,75 0,226627
-2,98 0,001441  -2,42 0,007760  -1,86 0,031443  -1,30 0,096801  -0,74 0,229650
-2,97 0,001489  -2,41 0,007976  -1,85 0,032157  -1,29 0,098525  -0,73 0,232695
-2,96 0,001538  -2,40 0,008198  -1,84 0,032884  -1,28 0,100273  -0,72 0,235762
-2,95 0,001589  -2,39 0,008424  -1,83 0,033625  -1,27 0,102042  -0,71 0,238852
-2,94 0,001641  -2,38 0,008656  -1,82 0,034379  -1,26 0,103835  -0,70 0,241964
-2,93 0,001695  -2,37 0,008894  -1,81 0,035148  -1,25 0,105650  -0,69 0,245097
-2,92 0,001750  -2,36 0,009137  -1,80 0,035930  -1,24 0,107488  -0,68 0,248252
2,91 0,001807  -2,35 0,009387  -1,79 0,036727  -1,23 0,109349  -0,67 0,251429
-2,90 0,001866  -2,34 0,009642  -1,78 0,037538  -1,22 0,111233  -0,66 0,254627
-2,89 0,001926  -2,33 0,009903  -1,77 0,038364  -1,21 0,113140  -0,65 0,257846
-2,88 0,001988  -2,32 0,010170  -1,76 0,039204  -1,20 0,115070  -0,64 0,261086
-2,87 0,002052  -2,31 0,010444  -1,75 0,040059  -1,19 0,117023  -0,63 0,264347
-2,86 0,002118  -2,30 0,010724  -1,74 0,040929  -1,18 0,119000  -0,62 0,267629
-2,85 0,002186  -2,29 0,011011  -1,73 0,041815  -1,17 0,121001  -0,61 0,270931
-2,84 0,002256  -2,28 0,011304  -1,72 0,042716  -1,16 0,123024  -0,60 0,274253
-2,83 0,002327  -2,27 0,011604  -1,71 0,043633  -1,15 0,125072  -0,59 0,277595
-2,82 0,002401  -2,26 0,011911  -1,70 0,044565  -1,14 0,127143  -0,58 0,280957
-2,81 0,002477  -2,25 0,012224  -1,69 0,045514  -1,13 0,129238  -0,57 0,284339
-2,80 0,002555  -2,24 0,012545  -1,68 0,046479  -1,12 0,131357  -0,56 0,287740
-2,79 0,002635 -2,23 0,012874 -1,67 0,047460 -1,11 0,133500 -0,55 0,291160
2,78 0,002718  -2,22 0,013209  -1,66 0,048457  -1,10 0,135666  -0,54 0,294599
2,77 0,002803  -2,21 0,013553  -1,65 0,049471  -1,09 0,137857  -0,53 0,298056
-2,76 0,002890  -2,20 0,013903  -1,64 0,050503  -1,08 0,140071  -0,52 0,301532
-2,75 0,002980 -2,19 0,014262 -1,63 0,051551 -1,07 0,142310 -0,51 0,305026
2,74 0,003072  -2,18 0,014629  -1,62 0,052616  -1,06 0,144572  -0,50 0,308538
2,73 0,003167  -2,17 0,015003  -1,61 0,053699  -1,05 0,146859  -0,49 0,312067
2,72 0,003264  -2,16 0,015386  -1,60 0,054799  -1,04 0,149170  -0,48 0,315614
2,71 0,003364  -2,15 0,015778  -1,59 0,055917  -1,03 0,151505  -0,47 0,319178
2,70 0,003467  -2,14 0,016177  -1,58 0,057053  -1,02 0,153864  -0,46 0,322758
-2,69 0,003573  -2,13 0,016586  -1,57 0,058208  -1,01 0,156248  -0,45 0,326335
-2,68 0,003681 -2,12 0,017003 -1,56 0,059380 -1,00 0,158655 -0,44 0,329969
-2,67 0,003793  -2,11 0,017429  -155 0,060571  -0,99 0,161087  -0,43 0,333598
-2,66 0,003907  -2,10 0,017864  -154 0,061780  -0,98 0,163543  -0,42 0,337243
-2,65 0,004025  -2,09 0,018309  -1,53 0,063008  -0,97 0,166023  -0,41 0,340903
-2,64 0,004145 -2,08 0,018763 -1,52 0,064256 -0,96 0,168528 -0,40 0,344578
-2,63 0,004269 -2,07 0,019226 -1,51 0,065522 -0,95 0,171056 -0,39 0,348268
-2,62 0,004396  -2,06 0,019699  -1,50 0,066807  -0,94 0,173609  -0,38 0,351973
-2,61 0,004527  -2,05 0,020182  -1,49 0,068112  -0,93 0,176186  -0,37 0,355691
-2,60 0,004661 -2,04 0,020675 -1,48 0,069437 -0,92 0,178786 -0,36 0,359424
-2,59 0,004799  -2,03 0,021178  -1,47 0,070781  -0,91 0,181411  -0,35 0,363169
-2,58 0,004940  -2,02 0,021692  -1,46 0,072145  -0,90 0,184060  -0,34 0,366928
-2,57 0,005085  -2,01 0,022216  -1,45 0,073529  -0,89 0,186733  -0,33 0,370700
-2,56 0,005234 -2,00 0,022750 -1,44 0,074934 -0,88 0,189430 -0,32 0,374484
-2,55 0,005386 -1,99 0,023295 -1,43 0,076359 -0,87 0,192150 -0,31 0,378281




Tabela 3 - Distribuicdo normal (continuacéo)

X D(x) X d(x) X D(x) X D(x) X d(x)

-0,30 0,382089 0,38 0,648027 1,06 0,855428 1,74 0,959071 2,42 0,992240
-0,29 0,385908 0,39 0,651732 1,07 0,857690 1,75 0,959941 2,43 0,992451
-0,28 0,389739 0,40 0,655422 1,08 0,859929 1,76 0,960796 2,44 0,992656
-0,27 0,393580 0,41 0,659097 1,09 0,862143 1,77 0,961636 2,45 0,993857
-0,26 0,397432 0,42 0,662757 1,10 0,868334 1,78 0,962462 2,46 0,993053
-0,25 0,401294 0,43 0,666402 111 0,866500 1,79 0,963273 2,47 0,993244
-0,24 0,405165 0,44 0,670031 112 0,868643 1,80 0,964070 2,48 0,993431
-0,23 0,409046 0,45 0,673645 1,13 0,870762 1,81 0,964852 2,49 0,993613
-0,22 0,412936 0,46 0,677242 1,14 0,872857 1,82 0,965621 2,50 0,993790
-0,21 0,416834 0,47 0,680822 1,15 0,874928 1,83 0,966375 2,51 0,994963
-0,20 0,420740 0,48 0,684386 1,16 0,876976 1,84 0,967116 2,52 0,994132
-0,19 0,424655 0,49 0,687933 1,17 0,878999 1,85 0,967843 2,53 0,994297
-0,18 0,428576 0,50 0,691462 1,18 0,881000 1,86 0,968557 2,54 0,994457
-0,17 0,432505 0,51 0,694974 1,19 0,882977 1,87 0,969258 2,55 0,994614
-0,16 0,436441 0,52 0,698468 1,20 0,884930 1,88 0,969946 2,56 0,994766
-0,15 0,440382 0,53 0,701944 121 0,886860 1,89 0,970621 2,57 0,995915
-0,14 0,444330 0,54 0,705401 1,22 0,888767 1,90 0,971283 2,58 0,995060
-0,13 0,448283 0,55 0,708840 1,23 0,890651 1,91 0,971933 2,59 0,995201
-0,12 0,452242 0,56 0,712260 1,24 0,892512 1,92 0,972571 2,60 0,995339
-0,11 0,456205 0,57 0,715661 1,25 0,894350 1,93 0,973197 2,61 0,995473
-0,10 0,460172 0,58 0,719043 1,26 0,896165 1,94 0,973810 2,62 0,995604
-0,09 0,464144 0,59 0,722405 1,27 0,897958 1,95 0,974412 2,63 0,995731
-0,08 0,468119 0,60 0,725747 1,28 0,899727 1,96 0,975002 2,64 0,995855
-0,07 0,472097 0,61 0,729069 1,29 0,901475 1,97 0,975581 2,65 0,996975
-0,06 0,476078 0,62 0,732371 1,30 0,903199 1,98 0,976148 2,66 0,996093
-0,05 0,480061 0,63 0,735653 131 0,904902 1,99 0,976705 2,67 0,996207
-0,04 0,484047 0,64 0,738914 1,32 0,906582 2,00 0,977250 2,68 0,996319
-0,03 0,488034 0,65 0,742154 1,33 0,908241 2,01 0,977784 2,69 0,996427
-0,02 0,492022 0,66 0,745373 1,34 0,909877 2,02 0,978308 2,70 0,996533
-0,01 0,496011 0,67 0,748571 1,35 0,911492 2,03 0,978822 2,71 0,996636
0,00 0,500000 0,68 0,751748 1,36 0,913085 2,04 0,979325 2,72 0,996736
0,01 0,503989 0,69 0,754903 1,37 0,914657 2,05 0,979818 2,73 0,996833
0,02 0,507978 0,70 0,758036 1,38 0,916207 2,06 0,980301 2,74 0,996928
0,03 0,511967 0,71 0,761148 1,39 0,917736 2,07 0,980774 2,75 0,997020
0,04 0,515953 0,72 0,764238 1,40 0,919243 2,08 0,981237 2,76 0,997110
0,05 0,519939 0,73 0,767305 141 0,920730 2,09 0,981691 2,77 0,997197
0,06 0,523922 0,74 0,770350 1,42 0,922196 2,10 0,982136 2,78 0,997282
0,07 0,527903 0,75 0,773373 1,43 0,923641 2,11 0,982571 2,79 0,997365
0,08 0,531881 0,76 0,776373 1,44 0,925066 2,12 0,982997 2,80 0,997445
0,09 0,535856 0,77 0,779350 1,45 0,926471 2,13 0,983414 2,81 0,997523
0,10 0,539828 0,78 0,782305 1,46 0,927855 2,14 0,983823 2,82 0,997599
0,11 0,543795 0,79 0,785236 1,47 0,929219 2,15 0,984222 2,83 0,997673
0,12 0,547758 0,80 0,788145 1,48 0,930563 2,16 0,984614 2,84 0,997744
0,13 0,551717 0,81 0,791030 1,49 0,931888 2,17 0,984997 2,85 0,997814
0,14 0,555670 0,82 0,793892 1,50 0,933193 2,18 0,985371 2,86 0,997882
0,15 0,559618 0,83 0,796731 151 0,934478 2,19 0,985738 2,87 0,997948
0,16 0,563559 0,84 0,799546 1,52 0,935744 2,20 0,986097 2,88 0,998012
0,17 0,567495 0,85 0,802337 1,53 0,936992 2,21 0,986447 2,89 0,998074
0,18 0,571424 0,86 0,805106 1,54 0,938220 2,22 0,986791 2,90 0,998134
0,19 0,575345 0,87 0,807850 1,55 0,939429 2,23 0,987126 291 0,998193
0,20 0,579260 0,88 0,810570 1,56 0,940620 2,24 0,987455 2,92 0,998250
0,21 0,583166 0,89 0,813267 1,57 0,941792 2,25 0,987776 2,93 0,998305
0,22 0,587064 0,90 0,815940 1,58 0,942947 2,26 0,988089 2,94 0,998359
0,23 0,590954 091 0,818589 1,59 0,944083 2,27 0,988396 2,95 0,998411
0,24 0,594835 0,92 0,821214 1,60 0,945201 2,28 0,988696 2,96 0,998462
0,25 0,598706 0,93 0,823814 1,61 0,946301 2,29 0,988989 2,97 0,998511
0,26 0,602568 0,94 0,826391 1,62 0,947384 2,30 0,989276 2,98 0,998559
0,27 0,606420 0,95 0,828944 1,63 0,948449 2,31 0,989556 2,99 0,998605
0,28 0,610261 0,96 0,831472 1,64 0,949497 2,32 0,989830 3,00 0,998650
0,29 0,614092 0,97 0,833977 1,65 0,950529 2,33 0,990097 3,01 0,998694
0,30 0,617911 0,98 0,836457 1,66 0,951543 2,34 0,990358 3,02 0,998736
0,31 0,621719 0,99 0,838913 1,67 0,952540 2,35 0,990613 3,03 0,998777
0,32 0,625516 1,00 0,841345 1,68 0,953521 2,36 0,990863 3,04 0,998817
0,33 0,629300 1,01 0,843752 1,69 0,954486 2,37 0,991106 3,05 0,998856
0,34 0,633072 1,02 0,846136 1,70 0,955435 2,38 0,991344 3,06 0,998893
0,35 0,636831 1,03 0,848495 171 0,956367 2,39 0,991576 3,07 0,998930
0,36 0,640576 1,04 0,850830 1,72 0,957284 2,40 0,991802 3,08 0,998965
0,37 0,644309 1,05 0,853141 1,73 0,958185 2,41 0,992024 3,09 0,998999




Tabela 2 - Probabilidades de Poisson acumuladas
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0,0550
0,2146
0,4460
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0,8318
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0,9969
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0,9999
1,0000
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0,9999
1,0000
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0,9999
1,0000
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0,7806
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0,9999
1,0000
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1,0000




Tabela 2 - Probabilidades de Poisson acumuladas (continuacao)
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0,9997
0,9999
1,0000

0,0101
0,0563
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1,0000
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1,0000

0,0055
0,0342
0,1088
0,2381
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0,9999
1,0000
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0,0266
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0,8944
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0,9747
0,9890
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0,9999
1,0000
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0,9999
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0,0033
0,0224
0,0768
0,1800
0,3272
0,4950
0,6544
0,7841
0,8766
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0,9686
0,9859
0,9941
0,9977
0,9991
0,9997
0,9999
1,0000

0,0030
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0,0715
0,1700
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0,4783
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0,7710
0,8672
0,9292
0,9651
0,9841
0,9932
0,9973
0,9990
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0,9999
1,0000
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0,9922
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0,9999
1,0000
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0,0620
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0,2851
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0,7440
0,8472
0,9161
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0,9799
0,9912
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0,9999
1,0000

0,0022
0,0159
0,0577
0,1425
0,2719
0,4298
0,5902
0,7301
0,8367
0,9090
0,9531
0,9776
0,9900
0,9958
0,9984
0,9994
0,9998
0,9999
1,0000

0,0020
0,0146
0,0536
0,1342
0,2592
0,4141
0,5742
0,7160
0,8259
0,9016
0,9486
0,9750
0,9887
0,9952
0,9981
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000

0,0018
0,0134
0,0498
0,1264
0,2469
0,3988
0,5582
0,7017
0,8148
0,8939
0,9437
0,9723
0,9873
0,9945
0,9978
0,9992
0,9997
0,9999
1,0000

0,0017
0,0123
0,0463
0,1189
0,2351
0,3837
0,5423
0,6873
0,8033
0,8858
0,9386
0,9693
0,9857
0,9937
0,9974
0,9990
0,9996
0,9999
1,0000

0,0015
0,0113
0,0430
0,1118
0,2237
0,3690
0,5265
0,6728
0,7916
0,8774
0,9332
0,9661
0,9840
0,9929
0,9970
0,9988
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0014
0,0103
0,0400
0,1052
0,2127
0,3457
0,5108
0,6581
0,7796
0,8686
0,9274
0,9627
0,9821
0,9920
0,9966
0,9986
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000

0,0012
0,0095
0,0371
0,0988
0,2022
0,3406
0,4953
0,6433
0,7673
0,8596
0,9214
0,9591
0,9801
0,9909
0,9961
0,9984
0,9994
0,9998
0,9999
1,0000

0,0011
0,0087
0,0344
0,0928
0,1920
0,3270
0,4799
0,6285
0,7548
0,8502
0,9151
0,9552
0,9779
0,9898
0,9956
0,9982
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000

0,0010
0,0080
0,0320
0,0871
0,1823
0,3137
0,4647
0,6136
0,7420
0,8405
0,9084
0,9510
0,9755
0,9885
0,9950
0,9979
0,9992
0,9997
0,9999
1,0000

0,0009
0,0073
0,0296
0,0818
0,1730
0,3007
0,4497
0,5987
0,7291
0,8305
0,9015
0,9467
0,9730
0,9872
0,9943
0,9976
0,9990
0,9996
0,9999
1,0000




Tabela 2 - Probabilidades de Poisson acumuladas (continuacao)
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7,1

7,2

7,3

7,4

7,5

7,6

7,7

7,8

7,9

8,0

8,1

8,2

8,3

8,4
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0,0008
0,0067
0,0275
0,0767
0,1641
0,2881
0,4349
0,5838
0,7160
0,8202
0,8942
0,9420
0,9703
0,9857
0,9935
0,9972
0,9989
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0007
0,0061
0,0255
0,0719
0,1555
0,2759
0,4204
0,5689
0,7027
0,8096
0,8867
0,9371
0,9673
0,9841
0,9927
0,9969
0,9987
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000

0,0007
0,0056
0,0236
0,0674
0,1473
0,2640
0,4060
0,5541
0,6892
0,7988
0,8788
0,9319
0,9642
0,9824
0,9918
0,9964
0,9985
0,9994
0,9998
0,9999
1,0000

0,0006
0,0051
0,0219
0,0632
0,1395
0,2526
0,3920
0,5393
0,6757
0,7877
0,8707
0,9265
0,9609
0,9805
0,9908
0,9959
0,9983
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000

0,0006
0,0047
0,0203
0,0591
0,1321
0,2414
0,3782
0,5246
0,6620
0,7764
0,8622
0,9208
0,9573
0,9784
0,9897
0,9954
0,9980
0,9992
0,9997
0,9999
1,0000

0,0005
0,0043
0,0188
0,0554
0,1249
0,2307
0,3646
0,5100
0,6482
0,7649
0,8535
0,9148
0,9536
0,9762
0,9886
0,9948
0,9978
0,9991
0,9996
0,9999
1,0000

0,0005
0,0039
0,0174
0,0518
0,1181
0,2203
0,3514
0,4956
0,6343
0,7531
0,8445
0,9085
0,9496
0,9739
0,9873
0,9941
0,9974
0,9989
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0004
0,0036
0,0161
0,0485
0,1117
0,2103
0,3384
0,4812
0,6204
0,7411
0,8352
0,9020
0,9454
0,9714
0,9859
0,9934
0,9971
0,9988
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000

0,0004
0,0033
0,0149
0,0453
0,1055
0,2006
0,3257
0,4670
0,6065
0,7290
0,8257
0,8952
0,9409
0,9687
0,9844
0,9926
0,9967
0,9986
0,9994
0,9998
0,9999
1,0000

0,0003
0,0030
0,0138
0,0424
0,0996
0,1912
0,3134
0,4530
0,5925
0,7166
0,8159
0,8881
0,9362
0,9658
0,9827
0,9918
0,9963
0,9984
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000

0,0003
0,0028
0,0127
0,0396
0,0940
0,1822
0,3013
0,4391
0,5786
0,7041
0,8058
0,8807
0,9313
0,9628
0,9810
0,9908
0,9958
0,9982
0,9992
0,9997
0,9999
1,0000

0,0003
0,0025
0,0118
0,0370
0,0887
0,1736
0,2896
0,4254
0,5647
0,6915
0,7955
0,8731
0,9261
0,9595
0,9791
0,9898
0,9953
0,9979
0,9991
0,9997
0,9999
1,0000

0,0002
0,0023
0,0109
0,0346
0,0837
0,1653
0,2781
0,4119
0,5507
0,6788
0,7850
0,8652
0,9207
0,9561
0,9771
0,9887
0,9947
0,9977
0,9990
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0002
0,0021
0,0100
0,0323
0,0789
0,1573
0,2670
0,3987
0,5369
0,6659
0,7743
0,8571
0,9150
0,9524
0,9749
0,9875
0,9941
0,9973
0,9989
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000
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8,5

8,6

8,7

8,8

8,9
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9,5

10,0

10,5

11,0

11,5

12,0

12,5
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0,0002
0,0019
0,0093
0,0301
0,0744
0,1496
0,2562
0,3856
0,5231
0,6530
0,7634
0,8487
0,9091
0,9486
0,9726
0,9862
0,9934
0,9970
0,9987
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000

0,0002
0,0018
0,0086
0,0281
0,0701
0,1422
0,2457
0,3728
0,5094
0,6490
0,7522
0,8400
0,9029
0,9445
0,9701
0,9848
0,9926
0,9966
0,9985
0,9994
0,9998
0,9999
1,0000

0,0002
0,0016
0,0079
0,0262
0,0660
0,1352
0,2355
0,3602
0,4958
0,6269
0,7409
0,8311
0,8965
0,9403
0,9675
0,9832
0,9918
0,9962
0,9983
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000

0,0002
0,0015
0,0073
0,0244
0,0621
0,1284
0,2256
0,3478
0,4823
0,6137
0,7294
0,8220
0,8898
0,9358
0,9647
0,9816
0,9909
0,9957
0,9981
0,9992
0,9997
0,9999
1,0000

0,0001
0,0014
0,0068
0,0228
0,0584
0,1219
0,2160
0,3357
0,4689
0,6006
0,7178
0,8126
0,8829
0,9311
0,9617
0,9798
0,9899
0,9952
0,9978
0,9991
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0001
0,0012
0,0062
0,0212
0,0550
0,1157
0,2068
0,3239
0,4557
0,5874
0,7060
0,8030
0,8758
0,9261
0,9585
0,9780
0,9889
0,9947
0,9976
0,9989
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0001
0,0008
0,0042
0,0149
0,0403
0,0885
0,1649
0,2687
0,3918
0,5218
0,6453
0,7520
0,8364
0,8981
0,9400
0,9665
0,9823
0,9911
0,9957
0,9980
0,9991
0,9996
0,9999
1,0000

0,0000
0,0005
0,0027
0,0103
0,0292
0,0670
0,1301
0,2202
0,3328
0,4579
0,5830
0,6967
0,7915
0,8644
0,9165
0,9512
0,9729
0,9857
0,9928
0,9965
0,9984
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000

0,0000
0,0003
0,0018
0,0071
0,0211
0,0504
0,1016
0,1785
0,2794
0,3971
0,5207
0,6387
0,7419
0,8253
0,8879
0,9316
0,9604
0,9781
0,9885
0,9942
0,9972
0,9987
0,9994
0,9997
0,9999
1,0000

0,0000
0,0002
0,0012
0,0049
0,0151
0,0375
0,0786
0,1432
0,2320
0,3405
0,4599
0,5793
0,6887
0,7813
0,8540
0,9074
0,9441
0,9678
0,9823
0,9907
0,9953
0,9977
0,9989
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0001
0,0008
0,0034
0,0107
0,0277
0,0603
0,1137
0,1906
0,2888
0,4017
0,5198
0,6329
0,7330
0,8152
0,8783
0,9236
0,9542
0,9738
0,9857
0,9925
0,9962
0,9982
0,9991
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0004
0,0022
0,0075
0,0203
0,0457
0,0894
0,1549
0,2423
0,3471
0,4615
0,5759
0,6815
0,7719
0,8443
0,8986
0,9370
0,9625
0,9786
0,9883
0,9939
0,9969
0,9984
0,9992
0,9996
0,9998
0,9999
0,9999

0,0000
0,0000
0,0003
0,0015
0,0053
0,0148
0,0345
0,0698
0,1249
0,2014
0,2970
0,4057
0,5189
0,6278
0,7250
0,8060
0,8693
0,9158
0,9481
0,9694
0,9826
0,9905
0,9950
0,9975
0,9988
0,9994
0,9997
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0002
0,0010
0,0037
0,0107
0,0259
0,0540
0,0997
0,1658
0,2517
0,3531
0,4631
0,5730
0,6751
0,7636
0,8355
0,8904
0,9301
0,9573
0,9750
0,9859
0,9923
0,9960
0,9980
0,9990
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000




Tabela 2 - Probabilidades de Poisson acumuladas (continuacao)

-

A

13,5

14,0

14,5

15,0

15,5

16,0

16,5

17,0

17,5

18,0
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19,0
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0,0000
0,0000
0,0001
0,0007
0,0026
0,0077
0,0192
0,0415
0,0790
0,1352
0,2112
0,3044
0,4093
0,5182
0,6233
0,7178
0,7975
0,8609
0,9084
0,9421
0,9649
0,9795
0,9885
0,9938
0,9968
0,9984
0,9992
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0004
0,0017
0,0054
0,0141
0,0315
0,0620
0,1093
0,1756
0,2599
0,3584
0,4644
0,5703
0,6693
0,7558
0,8271
0,8825
0,9234
0,9520
0,9711
0,9832
0,9906
0,9949
0,9973
0,9986
0,9993
0,9996
0,9998
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0003
0,0012
0,0039
0,0104
0,0239
0,0483
0,0877
0,1448
0,2201
0,3110
0,4125
0,5175
0,6191
0,7111
0,7897
0,8529
0,9012
0,9362
0,9603
0,9762
0,9863
0,9923
0,9959
0,9978
0,9989
0,9994
0,9997
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0002
0,0008
0,0028
0,0076
0,0180
0,0374
0,0698
0,1184
0,1847
0,2676
0,3632
0,4656
0,5681
0,6641
0,7488
0,8194
0,8752
0,9170
0,9469
0,9672
0,9805
0,9888
0,9938
0,9966
0,9982
0,9991
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0006
0,0019
0,0055
0,0134
0,0288
0,0552
0,0961
0,1538
0,2282
0,3171
0,4154
0,5170
0,6154
0,7052
0,7824
0,8455
0,8943
0,9304
0,9558
0,9729
0,9840
0,9908
0,9949
0,9973
0,9986
0,9993
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0003
0,0013
0,0039
0,0099
0,0219
0,0432
0,0773
0,1269
0,1930
0,2744
0,3674
0,4667
0,5659
0,6593
0,7423
0,8122
0,8681
0,9107
0,9417
0,9632
0,9776
0,9868
0,9924
0,9958
0,9977
0,9988
0,9993
0,9996
0,9998
0,9998
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0002
0,0009
0,0028
0,0073
0,0166
0,0337
0,0618
0,1040
0,1620
0,2357
0,3225
0,4180
0,5164
0,6120
0,6996
0,7757
0,8384
0,8877
0,9247
0,9513
0,9695
0,9815
0,9892
0,9938
0,9966
0,9982
0,9990
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0006
0,0020
0,0054
0,0126
0,0261
0,0491
0,0846
0,1350
0,2008
0,2808
0,3714
0,4677
0,5640
0,6549
0,7363
0,8054
0,8614
0,9047
0,9367
0,9593
0,9747
0,9848
0,9911
0,9950
0,9972
0,9985
0,9992
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0003
0,0013
0,0038
0,0093
0,0200
0,0386
0,0683
0,1115
0,1697
02425

0,3274
0,4203
0,5159
0,6088
0,6944
0,7693
0,8317
0,8814
0,9192
0,9467
0,9660
0,9790
0,9874
0,9926
0,9958
0,9977
0,9987
0,9993
0,9996
0,9997
0,9998
0,9998
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0002
0,0010
0,0028
0,0070
0,0153
0,0303
0,0548
0,0916
0,1425
0,2080
0,2866
0,3750
0,4686
0,5622
0,6508
0,7306
0,7990
0,8550
0,8988
0,9317
0,9553
0,9717
0,9826
0,9896
0,9940
0,9966
0,9981
0,9990
0,9994
0,9997
0,9999
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0002
0,0007
0,0020
0,0052
0,0116
0,0236
0,0437
0,0747
0,1188
0,1771
0,2490
0,3321
0,4225
0,5155
0,6060
0,6897
0,7635
0,8255
0,8754
0,9139
0,9423
0,9626
0,9764
0,9856
0,9915
0,9951
0,9972
0,9985
0,9992
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0005
0,0015
0,0038
0,0088
0,0183
0,0346
0,0605
0,0984
0,1497
0,2148
0,2920
0,3783
0,4694
0,5606
0,6471
0,7255
0,7931
0,8490
0,8932
0,9268
0,9514
0,9687
0,9804
0,9881
0,9930
0,9960
0,9977
0,9988
0,9993
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0003
0,0010
0,0027
0,0066
0,0140
0,0272
0,0486
0,0808
0,1256
0,1839
0,2549
0,3363
0,4245
0,5150
0,6033
0,6853
0,7579
0,8195
0,8696
0,9086
0,9379
0,9590
0,9738
0,9837
0,9901
0,9941
0,9966
0,9981
0,9989
0,9994
0,9996
0,9998
0,9998
1,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0002
0,0007
0,0020
0,0049
0,0107
0,0213
0,0389
0,0661
0,1048
0,1564
0,2210
0,2970
0,3814
0,4702
0,5590
0,6436
0,7205
0,7874
0,8432
0,8877
0,9220
0,9474
0,9656
0,9781
0,9865
0,9918
0,9952
0,9972
0,9984
0,9991
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
1,0000




Tabela 5 - Distribuicdo t

0 t,

Vv o
g.l 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
1 1,000 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 0,816 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 0,765 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 0,718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 0,706 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 0,703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 0,700 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 0,697 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 0,695 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 0,694 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 0,691 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 0,690 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 0,689 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 0,688 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 0,688 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 0,687 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 0,686 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 0,686 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 0,685 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 0,685 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 0,684 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 0,684 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 0,684 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 0,683 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 0,683 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 0,683 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 0,681 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
60 0,679 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
120 0,677 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
0 0,674 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576




Tabela 6 - Distribuic&o x?

Yo
o
g.l 0,995 0,990 0,975 0,950 0,050 0,025 0,010 0,005
1 0,00004 0,00016 0,00098 0,00393 3,84146 5,02389 6,63490 7,87944
2 0,01003 0,02010 0,05064 0,10259 5,99147 7,37776 9,21034 10,5966
3 0,07172 0,11483 0,21580 0,35185 7,81473 9,34840 11,3449 12,8381
4 0,20699 0,29711 0,48442 0,71072 9,48773 11,1433 13,2767 14,8602
5 0,41174 0,55430 0,83121 1,14548 11,0705 12,8325 15,0863 16,7496
6 0,67573 0,87209 1,23735 1,63539 12,5916 14,4494 16,8119 18,5476
7 0,98927 1,23904 1,68987 2,16735 14,0671 16,0128 18,4753 20,2777
8 1,34419 1,64648 2,17973 2,73264 15,5073 17,5346 20,0902 21,9550
9 1,73493 2,08791 2,70039 3,32511 16,9190 19,0228 21,6660 23,5893
10 2,15585 2,55821 2,42697 3,94030 18,3070 20,4831 23,2093 25,1882
11 2,60321 3,05347 3,81575 4,57481 19,6751 21,9200 24,7250 26,7569
12 3,07382 3,57056 4,40379 5,22603 21,0261 23,3367 26,2170 28,2995
13 3,56503 4,10691 5,00874 5,89186 22,3621 24,7356 27,6883 29,8194
14 4,07468 4,66043 5,62872 6,57063 23,6848 26,1190 29,1413 31,3193
15 4,60094 5,22935 6,26214 7,26094 24,9958 27,4884 30,5779 32,8013
16 5,14224 5,81221 6,90766 7,96164 26,2962 28,8454 31,9999 34,2672
17 5,69724 6,40776 7,56418 8,67176 27,5871 30,1910 33,4087 35,7185
18 6,26481 7,01491 8,23075 9,39046 28,8693 31,5264 34,8053 37,1564
19 6,84398 7,63273 8,90655 10,1170 30,1435 32,8523 36,1908 38,5822
20 7,43386 8,26040 9,59083 10,8508 31,4104 34,1696 37,5662 39,9968
21 8,03386 8,89720 10,2829 11,5913 32,6705 35,4789 38,9321 41,4010
22 8,64272 9,54249 10,9823 12,3380 33,9244 36,7807 40,2894 42,7956
23 9,26042 10,1957 11,6885 13,0905 35,1725 38,0757 41,6384 44,1813
24 9,88623 10,8564 12,4011 13,8484 36,4151 39,3641 42,9798 45,5585
25 10,5197 11,5240 13,1197 14,6114 37,6525 40,6465 44,3141 46,9278
26 11,1603 12,1981 13,8439 15,3791 38,8852 41,9232 45,6417 48,2899
27 11,8076 12,8786 14,5733 16,1513 40,1133 43,1944 46,9630 49,6449
28 12,4613 13,5648 15,3079 16,9279 41,3372 44,4607 48,2782 50,9933
29 13,1211 14,2565 16,0471 17,7083 42,5569 45,7222 49,5879 52,3356
30 13,7867 14,9535 16,7908 18,4926 43,7729 46,9792 50,8922 53,6720
40 20,7065 22,1643 24,4331 26,5093 55,7585 59,3417 63,6907 66,7659
50 27,9907 29,7067 32,3574 34,7642 67,5048 71,4202 76,1539 74,4900
60 35,5346 37,4848 40,4817 43,1879 79,0819 83,2976 88,3794 91,9517
70 43,2752 45,4418 48,7576 51,7393 90,5312 95,0231 100,425 104,215
80 51,1720 53,5400 57,1532 60,3915 101,879 106,629 112,329 116,321
90 59,1963 61,7541 65,6466 69,1260 113,145 118,136 124,116 128,299
100 67,3276 70,0648 74,2219 77,9295 124,342 129,561 135,807 140,169




Tabela 7 - Distribuicdo F - 1%

o
m = g. lib. numerador
n = g. lib. denominador
m
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ©

4052,00 | 4999,50 | 5403,00 | 5625,00 | 5764,00 | 5859,00 | 5928,00 | 5981,00 | 6022,00 | 6056,00 | 6106,00 [ 6157,00 [ 6209,00 | 6235,00 | 6261,00 | 6287,00 | 6313,00 | 6339,00 | 6366,00
98,50 99,000 99,17| 99,25| 99,30| 99,30| 99,36 9937| 9939| 99,40| 99,42 9943 9945 99,46( 9947 99,47 99,48 99,49 99,50
34,12 3082| 29,46 28,71| 2824| 2791 2767| 2749| 2735| 27.33| 27,05| 2687| 2669 2660 2650 2641 2632 2622 26,13
21,20( 18,00( 16,69 1598| 1552| 1521| 14,08| 1480| 1466| 1455| 1437| 1420| 14,02| 13,93| 13,84 13,75 1365 1356( 13,46
16,26| 13,27| 12,06| 11,39| 1097| 1067 1046| 1029| 10,16 10,05 9,89 9,72 9,55 9,47 9,38 9,29 9,20 9,11 9,02
13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,72 7,56 7,40 7,31 7,23 7,14 7,06 6,97 6,88
12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62 6,47 6,31 6,16 6,07 5,99 591 5,82 5,74 5,65
11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 591 581 5,67 5,52 5,36 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,86
10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26 511 4,96 4,81 4,73 4,65 4,57 4,48 4,40 4,31
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85 4,71 4,56 4,41 4,33 4,25 4,17 4,08 4,00 391
11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54 4,40 4,25 4,10 4,02 3,94 3,86 3,78 3,69 3,60
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30 4,16 4,01 3,86 3,78 3,70 3,62 3,54 3,45 3,36
13 9,07 6,70 574 521 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 3,96 3,82 3,66 3,59 3,51 3,43 3,34 3,25 3,17
14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,80 3,66 3,51 3,43 3,35 3,27 3,18 3,09 3,00
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,67 3,52 3,37 3,29 3,21 3,13 3,05 2,96 2,87
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,55 341 3,26 3,18 3,10 3,02 2,93 2,84 2,75
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,46 3,31 3,16 3,08 3,00 2,92 2,83 2,75 2,65
18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51 3,37 3,23 3,08 3,00 2,92 2,84 2,75 2,66 2,57
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43 3,30 3,15 3,00 2,92 2,84 2,76 2,67 2,58 2,49
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37 3,23 3,09 2,94 2,86 2,78 2,69 2,61 2,52 2,42
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40 3,31 3,17 3,03 2,88 2,801 2,72 2,64 2,55 2,46 2,36
22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26 3,12 2,98 2,83 2,75 2,67 2,58 2,50 2,40 2,31
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 341 3,30 321 3,07 2,93 2,78 2,70 2,62 2,54 2,45 2,35 2,26
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,17 3,03 2,89 2,74 2,66 2,58 2,49 2,40 2,31 2,21
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22 3,13 2,99 2,85 2,70 2,62 2,54 2,45 2,36 2,27 2,17
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09 2,96 2,81 2,66 2,58 2,50 2,42 2,33 2,23 2,13
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15 3,06 2,93 2,78 2,63 2,55 2,47 2,38 2,29 2,20 2,10
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03 2,90 2,75 2,60 2,52 2,44 2,35 2,26 2,17 2,06
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,09 3,00 2,87 2,73 2,57 2,49 2,41 2,33 2,23 2,14 2,03
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98 2,84 2,70 2,55 2,47 2,39 2,30 2,21 2,11 2,01
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80 2,66 2,52 2,37 2,29 2,20 2,11 2,02 1,92 1,80
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63 2,50 2,35 2,20 2,12 2,03 1,94 1,84 1,73 1,60

120 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56 2,47 2,34 2,19 2,03 1,95 1,86 1,76 1,66 1,53 1,38

0 6,63 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41 2,32 2,18 2,04 1,88 1,79 1,70 1,59 1,47 1,32 1,00
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Tabela 7 - Distribuicdo F - 5%

o
m = g. lib. numerador
n = g. lib. denominador
f,
m
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ©

161,40| 199,50| 215,70 | 224,60| 230,20 | 234,00| 236,80| 238,90 240,50 241,90 243,90 245,90 248,00 249,10 250,10| 251,10| 252,20| 253,30| 254,30
18,51| 19,00 19,16| 19,25| 19,30| 19,33| 19,35| 19,37| 19,38| 19,40| 1941| 1943| 1945 1945 1946( 1947( 1948 19,49 19,50
10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,74 8,70 8,66 8,64 8,62 8,59 8,57 8,55 8,53

7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 591 5,86 5,80 577 5,75 5,72 5,69 5,66 5,63
6,61 5,79 541 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,36
5,99 514 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 3,67
5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,51 3,44 341 3,38 3,34 3,30 3,27 3,23
5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97 2,93
5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 3,01 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 2,71
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 2,54
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,53 2,49 2,45 2,40
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 291 2,85 2,80 2,75 2,69 2,62 2,54 2,51 2,47 2,43 2,38 2,34 2,30
13 4,67 3,81 341 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,53 2,46 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 2,21
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,46 2,39 2,35 2,31 2,27 2,22 2,18 2,13
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,48 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11 2,07
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,38 2,31 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 1,96
18 4,41 3,95 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 1,92
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,31 2,23 2,16 2,11 2,07 2,03 1,98 1,93 1,88
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 1,96 1,92 1,87 1,81
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30 2,23 2,15 2,07 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,78
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27 2,20 2,13 2,05 2,01 1,96 191 1,86 1,81 1,76
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,18 2,11 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 2,16 2,09 2,01 1,96 1,92 1,87 1,82 1,77 1,71
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,15 2,07 1,99 1,95 1,90 1,85 1,80 1,75 1,69
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20 2,13 2,06 1,97 1,93 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 2,12 2,04 1,96 191 1,87 1,82 1,77 1,71 1,65
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18 1,10 2,03 1,94 1,90 1,85 1,81 1,75 1,70 1,64
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,00 1,92 1,84 1,79 1,74 1,69 1,64 1,58 1,51
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 1,59 1,53 1,47 1,39
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,09 2,02 1,96 191 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,50 1,43 1,35 1,25
0 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88 1,83 1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,22 1,00
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